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Contexte

On étudie la convergence de sommes partielles d'une suite strictement
stationnaire.

Représentation : (X;).., = (fo Ti) ot T:Q — Q est inversible et préserve

i€z — i€z

la mesure.

But : étudier la convergence des sommes partielles S, (f) := Z';:_Ol foTl,
adéquatement centrées et normalisées.

Théoréme ergodique de Birkhoff : si f € !, alors la suite (S, (f) /N) 1

converge presque stirement et dans L' vers E[f | Z], oii Z est la collection des
invariants, autrement dit, les ensembles A tels que TlA=A
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Accroissements de martingale

Une suite d'accroissements d'une martingale est une suite (DO o Ti)ieZ ol Dgy
est Fo-mesurable, Fo C F vérifie TFy C Fo et E[Dy | TFo] = 0. Ainsi, en
posant D; = Dyo T' et F; = T~ Fo, (D;),o;, est une suite d'accroissements
d'une martingale pour la filtration (F;)

iez:
Soit
LS ()= foT sit=k/n
Wi (f, ) == f k kil
|nterpo|at|on linéaire sur ] o [

Billingsley, Ibragimov (1962) : si (Do o T")ieZ est une suite d'accroissements

d'une martingale et E [D(ﬂ < +o0, alors (W, (Do, t),t € [0,1]),,, converge en

loi dans C ([0, 1]) vers (\/E[DS | ZIW,, t € [0, 1]) ot (W;, t € [0,1]) est un

mouvement brownien indépendant de 7.
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Décomposition martingale-cobord

On suppose que f est Fo-mesurable et peut étre décomposée sous la forme
f:D0+g_goT7 DD,ge]L27

ou (Do o T’) - est une suite strictement stationnaire d'accroissements d'une

i

martingale. C'est le cas si sup,>; ||E [S, (f) | Fo]ll, < 400 (voir Cuny (2015)).
Gordin (1969) : (W, (f,t),t € [0,1]),., converge en loi dans C ([0, 1]) vers

(nWs, t € [0,1]), ot (W, t € [0,1]) est un mouvement brownien indépendant
de n, qui est Z-mesurable.
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Condition de Hannan

On suppose que f est mesurable par rapport a o (Ufez .7:;), que
fimis—oc [E[F | F]ll, = 0 et

SIP (), <00, Pi(f)=E[f| F]—E[f | Fia].

i€Z

Hannan (1978) : (W, (f,t),t € [0,1]) ., converge en loi dans C ([0, 1]) vers
(nWe, t € 0,1]), o (W, t € [0,1]) est un mouvement brownien indépendant
de n, qui est Z-mesurable.
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Condition de Maxwell et Woodroofe

Maxwell et Woodroofe (2000) ont montré que si f est Fo-mesurable et

+o00o
1
Y =5 ES (1) | Folll, < oo,
n=1
alors (n’l/zs,, (1")),1>1 converge en loi vers nA/, ol N est de loi normale
standard et indépendante de 7, qui est Z-mesurable.

Peligrad, Utev (2005) ont montré que le théoréme limite central fonctionnel a
lieu : (Wh (f,t),t €[0,1]),,, converge en loi dans C ([0, 1]) vers

(nWs, t € [0,1]), ot (W, t € [0,1]) est un mouvement brownien indépendant
de 7, qui est Z-mesurable.

Volny (2007) a donné une version de cette condition lorsque f n'est pas
nécessairement Fo-mesurable.
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Approche commune

Pour f que I'on suppose Fo-mesurable, on pose

K
KZ [fo T Fo].
k=1

Alors f — fix admet une décomposition martingale-cobord. Ainsi

f=Dk+gx—gxo T+ fx.

Sous les conditions de Hannan et Maxwell-Woodroofe, on peut montrer que
(DK),@1 est de Cauchy dans L2 et que la contribution de fx est négligeable
grace a des inégalités de moments de la forme

mnang 2ZZHP Hz? Pi(h)=E[h|Fi]—-E[h]| Fi-]
i€
1
1r<nax |Sn S CZ = I [Sn (h) | Folll, -
n=1
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Comparaison des conditions

Durieu (2009) a montré que dans tout systéme dynamique d'entropie
strictement positive, il existe une fonction f vérifiant exactement une des
conditions

D_IIP(Olly < o0, P =EIf | F]=E[f | Fimal.

+oo

> L IELS (1) Flll, < oo

n=1
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Application des conditions projectives

On peut vérifier les conditions projectives lorsque (f ) T’) iy, €St un processus
1
linéaire :
+o0o

foT = ZakDo T"fk,

k=0

u (D o Tk) est une suite d’accroissements d'une martingale et

+oo 2
ak < +OO

. +oo
Hannan : 37 °0|ak| < oo
, 2
Maxwell-Woodroofe : 37 - \/Z > a,+g) < oo.

D’autres applications concernent les fonctions de certaines chaines de Markov.
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Introduction aux champs aléatoires (1)

Par champ aléatoire, on entend une collection de variables aléatoires indexées
par Z¢, oli d € N*.

Dans la suite, bien que les résultats aient lieu en dimension d, nous
n'évoquerons que les champs en dimension 2.

On considére des applications inversibles T1? et T%! sur un espace probabilisé
(22, F,P) qui commutent et préservent P. On peut alors définir

-,—i,j — (Tl,o)i o (To’l)j-
Par exemple, on peut considérer Q = Q; x 2 et

Ti’j (W1,UJQ) = (Tliwl, TéwQ) .
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Introduction aux champs aléatoires (2)

Un autre exemple : T’ est |'opérateur de décalage sur les suites de réels
indexées par Z2.

Pour tout f: Q — R, (f o Ti’j), ez est strictement stationnaire.

s

On s'intéresse a la convergence en loi des sommes partielles sur des rectangles
m n
Z Z ij
S""a"(f): fOTJ7
i=1 j=1
c'est-a-dire a la convergence de S, , () adéquatement normalisée lorsque
min {m, n} — 4oo0.
On peut s'intéresser a une version fonctionnelle :

[ms] [nt]
Woa(F.5.0) = =3 > FoT stcpil

i=1 j=1

13/32



Résultats existants sur les champs aléatoires
0008000000000 000

Difficultés liée a la dimension supérieure

Les difficultés dans les travaux sur les champs aléatoires ne sont pas
uniquement d’ordre technique.

o Comment définir ce qui joue le réle de martingales ?

o Caractérisation des processus limites plus délicate.

@ Obtention d’inégalités maximales pour I'équi-tension.
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Martingales pour |'ordre lexicographique

Dedecker (1998) a considéré des martingales pour |'ordre lexicographique de
72 et leurs sommations sur certains sous ensembles de Z2. Un critere projectif a
été donné. |l garantit la convergence des sommes partielles normalisée vers n\/,
oll et N sont indépendantes, 1 est mesurable pour la tribu des invariants et
N de loi normale standard.

Cohen (2016) a montré que si (D(),o o T"’j)uEZ

de martingales pour |'ordre lexicographique de Z? et que la tribu des invariants
est triviale, alors
1 .
——=5m,n (Do,0) = ||Doo|l, N quand min{m, n} — +o0.

/mn

est un champ d’accroissements

Si de plus T et T%! sont ergodiques, alors
1
7n5m,n (Do,0) = [|1Do,oll, N quand max {m, n} — +occ.

/mn
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Martingales au sens de Basu et Dorea

On peut également considérer des accroissements de martingales
ij .. p
(Do,o oT )i,jez = (Di); jey, définis par

E[Dij|o(Duv,u<i—1louv<j—1)]=0.

Basu et Dorea (1979) et Poghosyan, Roelly (1998) ont montré que si

isj ; : i .
(T )ueZ est une action ergodique et que (Do,o oT )i,jeZ est une suite

d’accroissements de martingales au sens précédent avec E [DS,O] =1, alors

[ms] [nt]

1 y
Won(Fisit)= 2= 33 foT” stell]

i=1 j=1

converge en loi, lorsque min{m, n} — +o0, vers un drap brownien standard
(W (s, 1)), tejo) © un processus gaussien, centré, et

Cov (W(s7 t), w (s', t')) = min {s,s’} min {t7 t'} )
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Martingales a indice multiple, filtrations

On souhaite utiliser une propriété de martingale par rapport a I'indice i aussi
par rapport a j. On considérera des filtrations de la forme (F;;), .., ou

.7:,',1' = Tﬁi’ij]:o,o et vérifiant .7'—,',1' C .7:,-1,]-/ sii < i etj <j/ et

ihJj€

VY €LY, E[E[Y | Fijl| Fael = E[Y | Fuingik)mintic}] -

On dit alors que (Fi;); ;c; est une filtration commutante.

Par exemple :

o Fij=o0(euv,u<i,v<j)avec (Euy), ey idd

® Fij=GiVG] ot (Gi)y et (gj)iez sont des filtrations et pour tous i et
J. Gi est indépendante de G
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Martingales a indice multiple, définitions

Soit (]-',-,j),.jEZ une filtration commutante, ou Fj; = T Foo.

On dit que (D,-,j)l.j€Z est un champ aléatoire de type accroissement
d’'orthomartingale si D;; est F; j-mesurable et

E[Di; | Fi-1,;] =E[Di; | Fij-1] = 0.

Ainsi, pour m, n fixés, en posant

D,(l) = i D; ;,
j=1

DJQ) = Zm: D;;,
i=1

(D,.(l)) et (DJ@) sont des suites d'accroissements d'une martingale.
i€Z JEL
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Théoréme limite central fonctionnel pour les orthomartingales (1)

Volny (2015) a montré que si T*° ou T%! est ergodique, alors
(Do,o o T”J)I,jGZ est une suite d'accroissements de martingales au sens

précédent avec E [D&O] =1, alors

Lms] [nt]
1 .
Wmﬂ” (D0a0757 t) = \/ﬁ E E DO,OO TI,Jy Syt € [07 1]

i=1 j=1

converge en loi, lorsque min {m, n} — 400, vers un drap brownien standard
(W (s, 1) ccpo-

Volny (2019) a étendu en partie ce résultat dans le cas ol aucun des décalages
TH% ou T%! n'est ergodique : Sm.n (Do,0) /+/mn converge en loi vers n\ avec
1 indépendante de N et (W, (Do, s, t)) converge dans D ([0, 1]2).
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Théoréme limite central fonctionnel pour les orthomartingales (2)

Dans G., Lesigne, Volny (20254 ), nous avons montré que si Q = Q1 X Qs et
Ti’j ((U]_,wz) = (T{wl, Té'OJQ) s
alors

+o0

Winn (Do, s,t) = Y akeB (s) B (1),
k=1

ou (B,((l)) , (Bf)) sont des familles indépendantes de mouvements
k>1 21

C T +
browniens indépendants et Y7 a; , < oc.
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Théoréme limite central fonctionnel pour les orthomartingales (3)

Dans G., Lesigne, Volny (20254 ), nous avons montré |'équivalence (pour
d = 2) entre les assertions suivantes.

@ |l existe un champ aléatoire de type AOM (Do,o o T”j) . tel que la

ijz
limite en loi quand min {m, n} — co de (mn) "> 37, Y1 Dooo T
n'est pas normale.

@ La transformation T est d’entropie strictement positive pour Zs et la
transformation T%! est d’entropie strictement positive pour Z;.
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Condition de Hannan en dimension 2

Volny et Wang (2014) ont montré que si f est Fo,o-mesurable,

IELF | Fooooll, = 0= IE[f | Foroclly:  Foooo =) Feor Fo oo = [ ) Fout

LEL LEL

SIRI | Fisl —EIf | Fir] = EIf | Fijma] + E[f | Fioryalll, < 00

i,j=0

et une des applications T1° ou T%! est ergodique, alors Win.n (f,-) converge
dans D ([O, 1]2) vers un drap brownien quand min {m, n} — co.
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Condition de Maxwell et Woodroofe en dimension 2

Soit U™ tel que U™ (w) = f (T"w). G. (2018) : si f est Foo-mesurable, |a

condition .
E [UYFf | Foo] || <+oo
n;l mn)3/2 2121 2

garantit I'existence d'un champ aléatoire (Do,o o T"’j)l_jGZ de type
accroissement d’'orthomartingale tel que

1
li —— m,n f mn D = V.
M PN (|2, 15ma () = Sma (Doo)l}| =0

<n<
1<ngN 5

En particulier, si T"% ou T%" est ergodique, alors (W, (s, t)), tef0,1] Converge
en loi dans D ([0, 1]) vers une constante fois un mouvement brownien standard.
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Approche commune (1)

Rappel en dimension 1 : soit fx = K™* Zf:1E [fo Tk | ]-'o]. Alors
f—fk =Dk+ Gk —GkoT, ou (DK ) Ti),,>1 est une suite d’accroissements
d’'une martingale.

En dimension d = 2 :

K
f—szf—%ZE[foTMfo,o]

i=1

Z]E [foT% | Fool + KZZE [foT™ | Foo],

Jj=1 ij=1

et on a alors la décomposition

f—fic = DY + (1d —U") g + (1d —U"") g9 + (1d —U°) (1d —U**) g%y
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Approche commune (2)

Des inégalités de moments montrent que fx a une contribution négligeable.
Pour Hannan

(max [Sm.n (h)]

1<n<N )

<CY B Fijl ~E[h]| Fimtj] = Elh | Fiyma] + E[h | Fimayalll, < oo,

i,j=0

et pour Maxwell et Woodroofe :

3/2 ZZE ’Jh|.7‘—070] s

i=0 j=0 2

max |Sm.n (h <C E
1<m<M

1<ng<N m,n=1 (mn

ol C est une constante numérique.
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Autres résultats

e Lin, Merlevede et Volny (2022) ont établi un théoréme limite central a
I'aide d’une décomposition martingale-cobord dans ! et des conditions
supplémentaires.

o Cuny, Dedecker et Merlevede (2025-) ont établi un théoreme limite
central fonctionnel sous des conditions portant sur ||E [f | F_ ]|,
IE[f | Fo,—«]||; et la queue de f.
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Idée de la condition

On cherche a exploiter les différentes coordonnées pour formuler une condition
dans |'esprit de Hannan dans un direction et celui de la condition de Maxwell et
Woodroofe dans I'autre.

On est amené a poser

k—1 k—1
A(f) = Z 5 DB (DU [ For| —E Y UF| For
LET i=0 i=0 2

et on peut montrer sous certaines conditions |'existence de C telle que pour
toute fonction h,

max [Sm,n (H)]|] < CA(h).

1<n<N
n 2

Ceci méne au ...
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Théoreme (G. (2025+))

: ij : 2 e g flo=)
Soit (T ),_,J_EZ une action de Z° qui préserve la mesure et (T fo):,ez

filtration commutante. Soit f une fonction mesurable pour Fo et telle que
E[f | Fo,—] = 0. On suppose que

° k—1 k—1
Z i/ Z Z U"°f | Fou| —E Z U | Fourr|| < oo.
k=1 L€z i=0 =0

2

Alors il existe un champ aléatoire de type accroissement de martingale
iJ
(Do,o oT )i,jez tel que

l S (f D —0.
RJTOOMS,/L\ER\/W 11£]malelv‘ m.n (F) = Sm.n (Do,o))
n
2

une
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Applications : champs linéaires

On suppose que

+oo
fZE E Ak E—k,—L5

k=0 L€Z
ol (£i,); jez est iid. Si
— +o00 2
Z BT (S <
tez. \ i=0 \ k=0

alors il existe un champ aléatoire de type accroissement de martingale
Do o o Ti’j) tel que
(Doo ijez € 9

1
lim  sup ——— || max |Sm.n () — Sm,n (Do,o =0.
R—+o0 m.n=R vV MN 11<<mzl\"lﬂ‘ (A= ( )

2

et W, n (f) converge lorsque min {m, n} — 400 vers une constante fois un
drap brownien standard.
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Perspectives

@ Fournir une condition projective dans le méme esprit qui garantirait :
o la loi des grands nombres, sur des rectangles ou des carrés,

o la loi des logarithmes itérés bornée.

@ Donner une caractérisation explicite des processus limites possibles pour le
processus sommes partielles.
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