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Controle continu 3

Tous les documents sont interdits, la calculatrice et le téléphone portable sont
interdits et doivent rester dans votre sac. Chaque réponse devra étre clairement
justifiée pour étre validée.

Durée de ’épreuve : 120 minutes
Le sujet est recto-verso.

Exercice 1

On considére des variables aléatoires indépendantes X7, ..., X, qui sont de loi
uniforme sur [#,0+2], ot 6 € R est inconnu. On considére les estimateurs suivants
du parameétre 6 :
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. Déterminer la loi de @(11)'
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. Calculer le biais de ainsi que celui de

, puis celle de 57(12)
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3. Calculer I'erreur quadratique moyenne de
4 n

. Etudier la convergence presque siire des estimateurs

Exercice 2

Pour un réel p > 3 fixé, on considére des variables aléatoires indépendantes
X1,...,X,, ayant toutes pour densité

fo(r)=(p—1) or (z+6)7" 1oso.

Le parameétre 6 > 0 est inconnu, mais p > 3 est connu.

1. Vérifier que f, est bien une densité.

2. Calculer E [X;] en fonction de p et de 6.



. En déduire un estimateur de 6 de la forme ¢, X,, = ¢,= 1" | X; ol ¢, est
n 1=

a déterminer de sorte que cet estimateur soit sans biais. On notera 6,, cet
estimateur.

Calculer I'erreur quadratique moyenne de én

. Calculer lefficacité de @L

Pour t €]0, 1] donné, fournir une valeur de p > 3 pour laquelle I’estimateur
0, correspondant a cette valeur de p a une efficacité égale a t.

Exercice 3

. T . L, . .
Soit X = (X1, X5, X3) un vecteur gaussien centré de dimension 3 ayant pour
matrice de covariance ¥ donnée par

AN e

4 -1 -1
Y=1|-1 8 2
-1 2 4.
Pour chaque i € {1,2,3}, donner la loi de Xj.
Déterminer la loi de X5 — 2.X;.
Déterminer E [X;5 | X5] ainsi que E [(X3 — E [X; | Xz])Q}.
Déterminer E [X;5 | X1, X,] ainsi que E [(X5 — E[X; | X17X2])2}.

On admet que si Z ~ N (0,0?), alors E[Z4] = 30?. La variable aléatoire
Y = (X7 + 4X5) X; est-elle de loi normale ? On pourra montrer que X +
4 X, est indépendante de X puis calculer E [Y],E [Y?] et E[V?].

Question bonus Déterminer la loi du vecteur (X; — Xy, Xy + X3).



