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1 Espaces probabilisés

1.1 Terminologie
1.1.1 Réalisation, événements
On considere le lancer d’un dé & six faces.

e Un résultat possible est appelé une réalisation ; il est noté w.

e L’ensemble de tous les résultats possibles est appelé espace d’états et est notée €. Ici :
0=1{1,2,3,4,5,6}.

e Un événement est une collection de résultats. Par exemple, si A est ’événement ”le résultat
du lancer est pair”, A = {2,4,6} C Q.

e [’événement contraire de A est noté A°; dans 'exemple précédent,
A=Q\A=1{1,2,3,4,56}\{2,4,6} = {1,3,5}.

Evénements particuliers

e [’événement certain : (2.
e L’événement impossible : ().
o [’événement Aet B: AN B.

e [’événement A ou B ("ou” non exclusif) : AU B.

Définition 1.1. Les événements A et B sont incompatibles st AN B = (.



1.2 Ensembles et tribus
1.2.1 Ensembles finis/ ensembles dénombrables

Définition 1.2 (Ensemble fini). Un ensemble 2 est fini s’il existe un entier n € N* et une
bijection de ) dans {1,...,n}. On dit alors que card (Q) = n.

Définition 1.3 (Ensemble dénombrable). On dit que ) est dénombrable s’il existe une bijection
de €2 dans N.

Définition 1.4 (Ensemble au plus dénombrable). Un ensemble est dit au plus dénombrable s’il
est fini ou dénombrable.
Ezxemples 1.1. e 7, N x N et Q sont dénombrables.

e L’intervalle [0, 1] n’est pas dénombrable.

1.2.2 Rappel sur les opérations ensemblistes

Définition 1.5 (Partition). On dit que (A;),c; forme une partition de A si pour tous i,i" € I
tels que it #4', AiN Ay =0 et J,c; Ai = A.

Proposition 1.6. Soient ) un ensemble, I un ensemble d’indices, (A;),c; une collection de
sous-ensembles de ) et B C Q). Alors

(U A,-)c = ﬂAg, (ﬂ AZ)C = UA; (1.2.1)

el el il iel

Bn(A=()Bn4), BnlJA=]Bn4). (1.2.2)

i€l iel iel iel
1.2.3 Tribus

Définition 1.7 (Tribu). Soit F une collection de parties de 2. On dit que F est une tribu si
1. Qe F,
2. siAeF, alors A=Q\AeF el

3. si (Ap),en €St une suite d’éléments de F, alors |, oy An € F.

Ezemples 1.2. o F=P(Q)={A:ACQ} est une tribu,
e de méme que {(), 2} (dite tribu triviale)
e ou encore {0, Ay, A§, Q}.
e Mais {0, Ap, 2} n’est pas une tribu si Ay # 0 et Ay # Q.



1.3 Probabilités
Définition 1.8 (Probabilité). Une probabilité P est une fonction définie sur une tribu F d valeurs
dans [0, 1] telle que

1.P@)=0,P(Q) =1 et

2. si (A);c; est une collection au plus dénombrable d’éléments de F deux a deux disjoints
(AN Ay =0 sii#4'), alors

P (U AZ-) => P(4). (1.3.1)

icl iel
[cette propriété est appelée o-additivité]

On peut interpréter P (A) de la fagon suivante : si on répete I'expérience aléatoire considérée

N fois et on note N (A) le nombre de fois ou A se réalise, alors P (A) ~ %.

Définition 1.9 (Espaces probabilisés). Soient 2 un ensemble, F une tribu surQ et P: F — [0, 1]
une probabilité. Le triplet (2, F,P) est appelé espace probabilisé.

Ezemple 1.10. Lancer d’'un dé équilibré : Q = {1,2,3,4,5,6}, F = P () et P({w}) = 1/6 pour
tout w € Q.
Un événement A € F est :
e presque sir si P(A) = 1;
e négligeable si P (A) = 0.
Proposition 1.11 (Propriétés des mesures de probabilité). 1. P(A°)=1—-P(A);
2. SiA,BeF et AC B, alorsP(B\ A)=P(B)-P(A);
3. monotonie : si A,B € F et AC B, alors P(A) <P (B);
4. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANDB);
5. soit (A;),e; une collection au plus dénombrable d’ensembles deux a deux disjoints et telle
que Y ;. P (A;) = 1. Alors pour B € F,
P(B)=>» P(A;NB). (1.3.2)
i€l

6. Soit (Ay), ey une suite croissante d’événements (A, C Any1 pour tout n). Alors
P <U An> = lim P(A,) convergence monotone. (1.3.3)

Démonstration. 1. On applique (1.3.1)a I ={1,2}, Ay = A, Ay =A°:P(AUA°) =P (A4) +
P (A°) et on conclut par le fait que AU A =Q et P(Q) = 1.

2. On applique (1.3.1) a I ={1,2}, A; = A, A, = B\ A.
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3. C’est une conséquence directe de la propriété précédente car P (B \ A) > 0.

4. On applique (1.3.1) a I ={1,2,3}, A=A\ (ANB), Ao =B\ (ANB) et A3=ANB.
5. On applique (1.3.1) avec A; remplacé par A; N B.

6. On applique (1.3.1) avec I = N, et A; remplacé par A; \ A;_; pour i > 1.

1.4 Probabilité sur un ensemble fini ou dénombrable
1.4.1 Expression de P(A) en fonction de P ({w})

Dans cette sous-section, on suppose €2 au plus dénombrable. Dans ce cas, P est déterminée
uniquement par la collection (IP ({w})),cq- Plus précisément :

Lemme 1.12. Pour tout A € F,
P(A) =) P({w}). (1.4.1)
w€eA

Démonstration. La collection (AN {w}), o est constituée d’événement deux a deux disjoints.
Par o-additivité,

P(A) =P <U (AN {w})) => P(AN{w}). (1.4.2)

weN weN
De plus,
P(A)=> PAn{w}) = PAN{w})+ Y P(An{w}) (1.4.3)
weN wEA wEAC
et
P(AN{w) = 4 T Ueh) stwed (1.4.4)
siw € AS,
d’ou le résultat.
O

Définition 1.13. Si Q fini et pour tout w € Q, P ({w}) = 1/ card (), alors on dit que P est la
probabilité uniforme.

Par le Lemme 1.12, si P est la probabilité uniforme, alors pour tout A C €2,

P(A) = card (A)  nombre de cas favorables a A (1.4.5)
~card ()  nombre de cas possibles o




1.5 Modélisation

On souhaite donner un modele probabiliste pour la somme des faces d'un lancer de deux dés
équilibrés. L’espace des résultats possibles est 0 = {2,3,...,12}. Soit P; la probabilité uniforme
sur 2. Alors P, ({7}) = Py ({12}) = 1/11, ce qui ne correspond pas a ce que l'on peut observer.
Ceci s’explique par le fait que ce modele ne tienne pas compte du fait que 'on somme les faces
des deux dés.

On peut considérer alors un espace d’état prenant en compte le résultat de chaque dé :
Qo = {(w1,w2) ,w1,wq € {1,...,6}}. Autrement dit, pour chaque réalisation w = (wy, wa), w; est
le résultat du lancer du premier dé et w, celui du second. On a

6 1
Py (1 t7)=—=-— 1.5.1
5 (la somme est 7) %G ( )
1
P, (la somme est 12) = 3% (1.5.2)
On peut également déterminer P, (la somme est z), = € {2,3,...,12}.

Dans le choix précédent de €25, on a distingué les dés. Lorsqu’ils sont indicernables, on peut
prendre
Qs = {(wr,ws) , 1 L w1 < wp <6} (1.5.3)

muni de la probabilité uniforme. On a

card (Q3) =14+2+3+4+5+6=21 (1.5.4)
et
P; (la somme est 7) = 31 (1.5.5)
’ 21 7 o
1
P5 (la somme est 12) = 21 (1.5.6)

1.6 Dénombrement

Lorsque 'on considere la probabilité uniforme, on est amené a déterminer le cardinal de

certains ensembles, et donc a un probleme de dénombrement.

Définition 1.14 (Permutations). Le nombre de permutations de {1,...,n} dans {1,...,n}
(nombre de bijections d’un ensemble de n éléments dans un ensemble de n éléments) est

nl=][k=nxm-1)x-x2x1, (1.6.1)
k=1

avec la convention 0! = 1.
C’est le nombre de facons de placer n objets dans n cases, avec exactement un objet par case.

Définition 1.15 (Arrangements). Le nombre d’arrangements de k objets parmi n avec k < n

est noté AX. Il correspond au nombre d’injections de {1,...,k} dans {1,... ,n}.
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C’est le nombre de fagons de tirer k£ boules, sans remise et en tenant compte de 'ordre, dans

une urne contenant n boules. On a

K n!
An = (n— k)

Définition 1.16 (Coefficient binomial). Le nombre de sous-ensembles a k éléments d’un en-

(1.6.2)

semble a n éléments, 0 < k < n, est le coefficient binomaial

K n!
On = Kl (n — k)

C’est le nombre de facons de choisir k£ boules, sans remise et sans tenir compte de 'ordre,

(1.6.3)

dans une urne contenant n boules.
Les coefficients binomiaux interviennent également dans la formule du binome de Newton :

n

(a+b)" =Y Cra*v" . (1.6.4)

k=0

En particulier, avec a = b =1, on obtient >_,_, Ck = 2"

1.7 Probabilités conditionnelles

On considere le lancer de deux dés équilibré distingables. On cherche a déterminer la proba-
bilité de A = ”la somme des deux dés fait 10 ou plus” sachant B : ”la face du deuxieme dé est
57

Si l'on effectue un grand nombre de lancers N, on note N (A N B) le nombre de fois ou AN B
se réalise et N (B) le nombre de fois ot B se réalise. En ne considérant que les réalisations ou le
deuxieme dé indique 5, on a

N(AnB) N(AnB) N
N (B) N  N(B) (17.1)

qui se comporte comme P (AN B) /P (B).

Définition 1.17 (Probabilités conditionnelles). Soient A et B deux événements tels que P (B) >
0. La probabilité conditionnelle de A sachant B, notée P (A | B), est définie par

P (AN B)

P(A|B) = P (B) (1.7.2)
Si A et B sont deux événements tels que P (B) > 0 alors
P(AnB)=P(A| B)P(B) (1.7.3)
Proposition 1.18. Si A et B sont deuzx événements tels que 0 <P (B) < 1 alors on a
P(A)=P(A| B)P(B)+P(A| B°)P(B°) (1.7.4)
et la formule de Bayes
P(B|A)= 5 P(A]B)P(B) (1.7.5)

(A|B)P(B) +P(A| B)P(B)
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1.8 Indépendance
Définition 1.19 (Indépendance). On dit que deux événements A et B sont indépendants si
P(ANB)=P(A)P(B). (1.8.1)

On dit qu’une collection au plus dénombrable d’événements (A;),., est indépendante si pour tout

sous-ensemble fini J de I,

P (ﬂ A]) =[P )). (1.8.2)

jeJ jeJ
Remarque 1.20. Si A et B sont indépendants et P (B) > 0, alors P (A | B) =P (A).
Remarque 1.21. Si (A;),.; est indépendante et I' C I, alors (4;),., est indépendante.

Exemple : jeu de cartes

On prend un jeu de 32 cartes numérotées de 1 a 8, chaque numéro étant présent en quatre
exemplaires, chacun d’une couleur : #, &, &, ©. On tire une carte au hasard dans ce jeu de carte.
Les événements A : ”la carte tirée est un 3”7 et B : ”la carte tirée est un @’ sont indépendants.

Question 1.22. On considere le méme jeu mais sans le 8¢ et 4<{>. Proposer un espace probabilisé
pour modéliser cette expérience ainsi que la précédente et déterminer si les événements A et B

définis précédemment sont indépendants.

Exemple : lancer de dés
On lance deux dés distingables. L’espace d’états pour le premier dé est 23 = {1,...,6} avec
la probabilité uniforme Py et pour le second Qs = {1,...,6} avec la probabilité uniforme Ps.

L’espace d’états associé au lancer des deux dés est
Q=0 XQQZ{WZ(W:L,UJQ)7W]_GQl,UJQGQQ}. (183)

Une probabilité P sur Q est déterminée par P ({(wy,wq)}); w1 € Q5,ws € Qy. Comme les
résultats des deux lancers sont indépendants,

P ({(wi,w2)}) = Pr ({wi}) Py ({we}) - (1.8.4)

On dit que P est la probabilité produit, et on note P = P; ® Ps.
Plus généralement, les espaces produit permettent de modéliser des expériences indépendantes.
Exemple : lancer de dés Avec les mémes notations que dans la page précédente, si A = F; x )y
et B = Q) X Ey, avec By C y, Ey C s, alors A et B sont indépendants (intuitivement, la
réalisation de A ne dépend que du résultat du lancer du premier dé et celle de B seulement de

celle du second).
Mais si A = {(1,1),(1,2)} et B={(1,1),(1,6)}, alors

P(A) = % =P (B) (1.8.5)
et
P(ANB)=P{(1,1)}) = % £P(A)P(B). (1.8.6)

Par conséquent, A et B ne sont pas indépendants.
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2 Variables aléatoires discretes

2.1 Loi d’une variable aléatoire discrete

Définition 2.1 (Variable aléatoire). Soit (2, F,P) un espace probabilisé ot §2 est au plus dénombrable.
Une variable aléatoire discréte X est une application X : Q@ — E ou E est au plus dénombrable.

La plupart du temps, E sera fini ou égal a N.
Interprétation : & chaque résultat d’une expérience aléatoire, on attribue un nombre (de
"piles” apres un certain nombre de lancers d’une piece, nombre de clients dans un magasin, gain

ou surtout perte lors d’'un jeu de hasard).

Définition 2.2 (Loi d’une variable aléatoire). Pour tout A C E, on note
Px(A)=P({weQ, X (w) € A}) (2.1.1)

L’application Px : P (E) — [0, 1] est une probabilité sur E et est appelée loi de la variable aléatoire

X.

Détermination de la loi de X
Soit X une variable aléatoire discrete, de loi Py. On suppose que X prend ses valeurs dans
un ensemble F au plus dénombrable.

o Si B ={xy,...,on} est fini, soit pp =P (X =24) =P ({w € Q; X (w) = zx}).
e Si E est dénombrable, soit 7: £ — N une bijection, zy = 77! (k) et p, = P(X = x3) (si
E =N, on a simplement p, =P (X = k)).

La loi Px est entierement déterminée par les valeurs de p;. En effet, par le Lemme 1.12,

Px(A)= > p (2.1.2)

k:ke A

2.2 Moments d’une variable aléatoire discrete
2.2.1 Espérance d’une variable aléatoire discrete

On dit que X est une variable aléatoire réelle si X : (2 — R, autrement dit, les valeurs prises
par X sont réelles.

Définition 2.3 (Espérance). Soient E C R un ensemble au plus dénombrable et X : Q — E une

variable aléatoire discrete. Si

> Ja|P (X =) < oo, (2.2.1)
el
on dit que la variable aléatoire X admet un moment d’ordre un et on pose
E[X] =) 2P (X =ux). (2.2.2)
el

La quantité E [X] est appelée espérance de X .

L’espérance de X peut éetre interprétée comme la moyenne pondérée des valeurs prises par
X.



2.2.2 Moments d’ordre supérieur

Définition 2.4. On dit que la variable aléatoire réelle discréete X admet un moment d’ordre

n € N* si X™ admet un moment d’ordre 1.

Remarque 2.5. Si X est bornée, au sens ou il existe une constante C' telle que pour tout w € €2,
| X (w)| < C, alors X admet un moment d’ordre n pour chaque n.

Si X prend les valeurs x1,...,zy, alors
N
E[X] =) aP(X =) (2.2.3)
k=1
et plus généralement
N
E[X" =) a}P (X =) (2.2.4)
k=1

2.2.3 Propriétés de ’espérance

Proposition 2.6. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles ayant un moment

d’ordre un fini. L’espérance vérifie les propriétés suivantes :

e linéarité : si a, B € R, alors aX + BY admet un moment d’ordre un et

ElaX + Y] =aE[X]+ FE[Y]. (2.2.5)
e Positivité : si X est positive presque siurement, c¢’est-a-dire P (X > 0) =1, alors E[X] > 0.
e Croissance : si X <Y presque sirement, c’est-a-dire P(X <Y) =1, alors E[X] <E[Y].

Inégalités sur 'espérances

e Inégalité de Markov : pour tout a > 0,

1
P(|X|>a) < E]EHXH (2.2.6)
e Inégalité de Tchebychev. Soit @ > 0. On a
1

e Inégalité de Jensen : soit ¢: R — R une fonction convexe (¢ (ax + (1 —a)y) < a¢ (v) +
(1 —a)¢(y) pour tous x,y € R et tout o € [0,1]) et X une variable aléatoire telle que X
et ¢ (X) admettent un moment d’ordre un. Alors

¢ (E[X]) SEp(X)]. (2.2.8)

e Inégalité de Cauchy-Schwarz : soient X et Y deux variables aléatoires réelle admettant un
moment d’ordre deux fini. Alors

E[|XY] < VE[XIE[Y?. (2.2.9)
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2.3 Variance d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre deux fini. Par I'inégalité de Jensen
(2.2.8) ou bien par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (2.2.9), X admet un moment fini d’ordre un.

Définition 2.7 (Variance). Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre deux

fini. La variance de X, notée Var (X), est définie par
Var (X) =E [(X —E[X])’]. (2.3.1)

Intuitivement : plus Var (X) est proche de 0 et plus les valeurs de X sont concentrées autour
de la moyenne, et plus Var (X) est grande, plus X aura tendence a prendre des valeurs éloignées
de la moyenne.

Définition 2.8 (Ecart—type). L’écart-type de X, noté ox, est défini par

ox =/ Var (X). (2.3.2)

Remarquons que o.x = |¢|ox pour tout ¢ € R car Var (¢X) = ¢? Var (X).

2.3.1 Espérance d’une fonction d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire discrete réelle, prenant ses valeurs dans un ensemble £ au plus
dénombrable. Soit g: R — R une fonction telle que

Y g @) P(X =) < oo (2.3.3)

zelR

La variable aléatoire g o X =: g (X), définie par g o X (w) = g (X (w)), admet un moment
d’ordre 1 et
Elg(X)] =Y g(@)P(X =), (2.3.4)

zeFE

On se servira en particulier du cas g:  — 22 pour calculer la variance.

2.4 Exemple de lois discretes
2.4.1 Variable constante

Définition 2.9. On dit qu’une variable aléatoire X est constante s’il existe un réel ¢ tel que
P(X =c¢)=1.

On remarque que le réel ¢ est unique (car pour ¢ # ¢, les événements {X = ¢} et {X =’}
sont incompatibles).
S’il existe un réel ¢ tel que P (X = ¢) = 1, alors E[X] = ¢ et Var (X) = 0.
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2.4.2 Loi de Bernoulli

Définition 2.10. On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p € [0,1] si
P(X=0=1-p, P(X=1)=np. (2.4.1)

On a alors
E[X]=p; Var(X)=p(l—-p). (2.4.2)

2.4.3 Loi Binomiale

Définition 2.11. On dit que X suit une loi binomiale de paramétres (n,p) avec n € N* et
p€0,1] si
P(X =k =CkpF(1—p)" ", ke{0,1,...,n}. (2.4.3)

Interprétation : X compte le nombre de succes dans une répétition de n expériences aléatoire
indépendantes, chacune ayant une probabilité de succes p et d’échec 1 — p.
On a
E[X]=np, Var(X)=np(l—p). (2.4.4)

Ceci peut se déduire grace aux identités

k-CF=nC"11<k<n, (2.4.5)
k(k—1)-C*=n(n—-1)CF22<k<n. (2.4.6)

2.4.4 Loi Géométrique

Définition 2.12. On dit que X suit une loi géométrique de paramétre p €]0,1[ si pour chaque
n € N*,
P(X=n)=(1-p)" "p (2.4.7)

Interprétation : si on répete des expériences de Bernoulli de maniere indépendante avec pro-
babilité de succes p, X est le nombre d’expériences nécessaires a 1’obtention d’un premier succes.

Grace aux formules

Zr” = = f(r),0<r <1, (2.4.8)
= 1—r
Dot =), Y = 1) = 1 () (2.4.9)
n>1 n=1
on déduit que
1 1—p
E[X] = 2—9, Var (X) = o (2.4.10)
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2.4.5 Loi de Poisson

Définition 2.13. On dit que X suit une loi de Poisson de paramétre A €]0,00] si pour tout
keN,
k!l

Notons que pour de grandes valeurs de k, P(X = k) devient trés petit (décroissance plus

P(X = k) (2.4.11)

rapide que celle d'une suite géométrique).

Interprétation : X peut étre interprétée comme le nombre de clients dans un magasin durant
une certaine période de temps fixée.

Grace a la formule

)\k
> = e, (2.4.12)

k>0
on peut déduire que
E[X] = Var (X) = . (2.4.13)
2.5 Fonction génératrice d’une v.a. a valeurs entieres positives

Définition de la fonction génératrice d’une v.a. Dans cette sous-section, on suppose que X est
une variable aléatoire a valeurs dans N.

Définition 2.14. La fonction génératrice d’une variable aléatoire X : Q2 — N est la fonction
Gx: [0,1] — [0, 1] définie par
Gx(s)=> sP(X=n),0<s<1, Gx(0)=P(X=0). (2.5.1)
n=0
Remarque 2.15. La fonction Gx est bien définie car la série en question converge (grace a 0 <
SP(X=n)<P(X=n)et) ~ P(X=n)=1).

Proposition 2.16. Soit X une variable aléatoire a valeurs entieres et
Gx(s)=> sP(X=n),0<s<1, Gx(0)=P(X=0). (2.5.2)
n=0

Alors Gx caractérise la loi de X ; plus précisément

GY (0)

n!

P(X =n)=

, (2.5.3)

!/
ot Gg?) = Gx et pourn > 1, Gg?) = <Gg?_1)> .

Si on connait Gx, alors on peut déterminer les moments de X en particulier E [X] et E[X?].
En effet,

GX(S):iS”]P’(X:n),O<s<1, Gx (0)=P(X =0), (2.5.4)
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n=0
donc .
(1) =) nP(X =n)=E[X]
n=0
De méme,

donc G% (1) =E[X (X —1)].
En résumé, on a les formules suivantes :

E[X]=Gx (1),

E[X?] = G% (1) + Gy (1)

et
Var (X) = G% (1) + G (1) — (G (1))

On peut aussi les retrouver grace a

Gx (s) =E [s¥]

et en dérivant sous 'espérance :

Gy (s)=E[Xs*], GY(s)=E[X(X-1)s"7].

Exemples de fonction génératrice

e Loi de Bernoulli de parametre p :

Gx(s)=P(X=0)+s'P(X=1)=1—p+ps.

e Loi binomiale de parametres (n,p) : en utilisant (1.6.4),

n

Gx (s) =Y O (1=p)" " s* = (1—p+ps)".

k=0

e Loi géométrique de parametre p : par (2.4.8),

[e.e]

Gx (s) =Y (1=p) 'pst = .

k=0

e Loi de Poisson de parametre A : par (2.4.12),

(2.5.5)

(2.5.6)

(2.5.7)

(2.5.8)

(2.5.9)

(2.5.10)

(2.5.11)

(2.5.12)

(2.5.13)

(2.5.14)

(2.5.15)

(2.5.16)



2.6 Loi conditionnelle et espérance conditionnelle

Définition 2.17 (Loi conditionnelle). Soient X et Y deuz variables aléatoires discrétes définies
sur un méme espace probabilisé (Q, F,P) et prenant leurs valeurs respectives dans les ensembles
E et F. On dit que X etY sont indépendantes si

VieEyeF, P{(X=2}n{Y=y})=P(X=2)P(Y =y). (2.6.1)

Définition 2.18. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur un meéme es-
pace probabilisé (2, F,P) et prenant leurs valeurs respectives dans les ensembles E et F. La loi
conditionnelle de Y sachant X est la donnée de

PY=y|X=2x),r€EycF. (2.6.2)

Remarque 2.19. Si X est indépendante de Y, alors la loi conditionnelle de Y sachant X est

simplement la loi de Y.

Définition 2.20 (Indépendance d’une collection de variables aléatoires discretes). Soient X, ..., X,
une suite de variables aléatoires discrétes ou X; prend ses valeurs dans ’ensemble E;. La suite

(Xi, 1 < i< n) est indépendante si pour tous 1 € Ey, ..., x, € E,,
P(Xy=z)N---N(Xy=2,)) =P (X1 =21)...P(X, = x,). (2.6.3)

Proposition 2.21. Soit (X;,1 <i < n) une suite indépendante de variables aléatoires de Ber-
noulli de paramétre p. Alors Y1 | X; suit une loi binomiale de paramétres (n,p).

Ezemple 2.22. Soit (X;,1 < i < n) une suite indépendante de variables aléatoires de Bernoulli
de parametre p. On cherche la loi conditionnelle de X, sachant S, = > | X;. On calcule pour
ke{l,...,n},

P(X, =18, =k)

P(X,=11]5,=k) = 2.6.4
(Xu =118, =) = =g (26.4)
P(X,=1,8,.1=k—1)
= 2.6.5
P (S, =k) ( )
et comme X,, est indépendante de S,,_1, on obtient
P =1DP(S,.1=k—-1
P(X,=1|S,=k)= (X = DB (St ) (2.6.6)

P (S, = k)

En utilisant le fait que S,, suit une loi binomiale de parametres (n,p) et S,_; suit une loi
binomiale de parametres (n — 1,p), on trouve que P (X, =1]|S, =k) = k/n, formule valide

aussi pour k£ = 0. Similairement, on trouve P (X,, =01 S, =k) =1 —k/n.
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2.6.1 Espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes. L’espérance conditionnelle E [Y | X] est la

meilleure prévision possible de Y par une fonction de X.

Définition 2.23. Soient X etY deux variables aléatoires discrétes, ou X prend ses valeurs dans
un ensemble E C R au plus dénombrable. On définit [’espérance conditionnelle de Y sachant X,
notée E[Y | X], par la variable aléatoire ¢ (X), ot

ElY1{X=x .
6 (z) = Sl siP(X =2) #0

0 sinon,

(2.6.7)

ot la variable aléatoire 1 {X = x} vaut 1 si X (w) =x et 0 sinon.

On note ¢ (z) =E[Y | X = z].

Ezemple 2.24. Soit (X;,1 < i < n) une suite indépendante de variables aléatoires de Bernoulli
de parametre p et S, = > | X;. La variable aléatoire X,,1{S, = z} prend la valeur 1 si X,, =1
et S, = x, et 0 sinon donc par le méme calcul que pour la loi conditionnelle de X,, sachant S,

on a pour tout x € {0,...,n},
E[X,1{S, = z}]
P (S, =)

— % (2.6.8)

Par conséquent, E [X,, | S,] = S, /n.

2.6.2 Loi conditionnelle de X sachant un événement F

Définition 2.25. La loi conditionnelle de X sachant un événément E de probabilité non nulle
est la donnée des couples (z;,P (X = z; | E))
X.

ierr OU (15),c; est l'ensemble des valeurs prises par

2.7 Couples de variables aléatoires discretes
2.7.1 Loi jointe de (X,Y)

Définition 2.26 (Concept de couples de variables aléatoires). Soient (2, F,P) un espace pro-
babilisé et X: Q — I, Y:Q — J des variables aléatoires, ou I,J C N. Le couple de variables
aléatoires (X,Y) est la variable aléatoire (X,Y): Q — I x J définie par

(X.Y) (W) = (X (W),Y ). (2.7.1)

Différents cas de figure :
e X et Y sont indépendantes;
e Y est une fonction de X ;

e Y est une fonction de (X, X’), ou X et X’ sont indépendantes.
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Définition 2.27 (Loi jointe d’un couple de variables aléatoires). Soit (X,Y) un couple de va-
riables aléatoires discrétes. La loi jointe de (X,Y) est la donnée de

{<xi7yj7pi,j)}i€[7jeja (272)
ot
o {(zi,yj)}icrjes sont les valeurs prises par le couple (X,Y),

0 {(pi,j)}ieljeJ sont les probabilités correspondantes :
piy=P(X =2,Y =y;),icljecl (2.7.3)

Exemple 2.28. On peut représenter la loi jointe dans un tableau.

X
0 2 4
Y;
1 1/8 0 1/8
2 1/16 1/16 1/16
8 1/16 1/4 1/4

Ici, I = {0,2,4}, J = {1,2,8},
Poi=P(X=0Y=1)=1/8ppo=P(X =0,Y =2)=1/16, pps = 1/16

P21 = 07292,2 = 1/16>P2,8 = 1/4
Pa1=1/8,pso=1/16,ps8 = 1/4

Remarque 2.29. On doit avoir » ,.; > . ;pi; =1 et p;; > 0.

2.7.2 Lois marginales

Définition 2.30. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. Les lois marginales
de X et'Y sont les lois des variables aléatoires réelles X et Y. Si (X,Y) a pour loi jointe

{(zi, v, pij) Yicr je g alors

e la loi de X est donnée par {(vs,pie)};cy, O
—P(X = iy (2.7.4)
jeJ
e laloideY est donnée par {(y;,pe;)};c ;. 0l
=P(Y = pij. (2.7.5)
el
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Ezemple 2.31. Revenons a ’exemple précédent.

" 0 |2 |4 |Py=y)
vj
1 1/8 |0 |1/8 |1/4
2 1/16 | 1/16 | 1/16 | 3/16
1/16 | 1/4 | 1/4 | 9/16
P(X=ax)|1/4 |5/16|7/16 |1

Ezemple 2.32. On a vu que la donnée de la loi jointe d’un couple permet de déterminer les lois

marginales. Les couples (X,Y) et (X', Y”), dont les lois jointes sont données par

T
0 |1 P =y)
Yj
0 1/4 1 1/4|1/2
1 1/411/4|1/2
P(X=ux)|1/2|1/2 |1
et
Z;
0 1 P =y;)
Yy
0 1/2 10 1/2
1 0 1/2]1/2
P(X' =) | 1/2]1/2 |1

ont les mémes lois marginales (lois de Bernoulli de parametre 1/2) mais pas la méme loi jointe.

2.7.3 Fonction de deux variables

Espérance d’une fonction d’un couple Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discreétes
prenant ses valeurs dans {(z;,y;),i € 1,5 € J}, g: R? — R une fonction, et Z = ¢ (X,Y).
Alors Z est une variable aléatoire discrete, prenant ses valeurs dans {g (z;,y;),i € I,j € J}. Par
conséquent,

E[Z]=Elg(X. V)] => Y gzy)P(X =2, =y;).

icl jeJ

(2.7.6)
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En particulier, si X est indépendante de Y et ¢ (z,y) = zy, on a

=2 D 9@y P(X =Y =y)) (2.7.7)

= Z Zfﬂ Y (X =) P(Y = y;) (2.7.8)
d’ot
EXY]=E[X]E[Y]. (2.7.9)

2.7.4 Covariance

Définition 2.33 (Covariance). Soient X et Y deux variables aléatoire discrétes définies sur un
méme espace probabilisé (QQF,P). On suppose que X et Y admettent un moment fini d’ordre
deuz. La covariance de X et'Y, notée Cov (X,Y), est définie par

Cov(X,Y) =E[(X-E[X])(Y -E[Y])]. (2.7.10)
On a également
Cov(X,Y)=E[XY]|-E[X]E[Y]. (2.7.11)

Voici quelques propriétés de la covariance.

Proposition 2.34. 57 X etY sont deuz variables aléatoires indépendantes de carré intégrable,
alors Cov (X,Y) = 0.

La réciproque est fausse : soit X prenant les valeurs —1, 0 et 1 avec probabilité 1/3 et Y = X2

Proposition 2.35. Soient X, Y et Z trois variables aléatoires discrétes de carré intégrable et
a,beR. On a :
e Cov(X,X)=Var(X);
e Cov(X,Y)=Cov(Y,X);
e Cov (aX +bY, Z) =aCov (X,Z)+bCov (Y, Z2);
(X,

a) =

Proposition 2.36 (Covariance et variance). Si X et Y sont deux variables aléatoires de carré

e Cov

intégrable, alors
Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y) +2Cov (X,Y) . (2.7.12)

Si de plus X et'Y sont indépendantes, alors

Var (X +Y) = Var (X) + Var (V). (2.7.13)

19



2.7.5 Coefficient de corrélation linéaire

Définition 2.37 (Coefficient de corrélation linéaire). Soient X et Y deux variables aléatoires de

carré intégrable. Le coefficient de corrélation linéaire, noté p(X,Y), est défini par

Cov (X,Y)

p(X,Y) = /Nt (X) Var ol (2.7.14)
Proposition 2.38. Si X et Y sont indépendantes, alors p(X,Y) = 0.
Proposition 2.39. Pour toutes variables aléatoires X et Y non constantes,
-1<p(X,)Y) < 1. (2.7.15)

L’inégalité (2.7.15) est une conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (2.2.9).

Proposition 2.40. Soient X etY deux variables aléatoires de carré intégrable. On a
1. p(X,Y) =1 si et seulement si il existe a > 0 et b € R tels que X = aY + b.
2. p(X,Y) = —1 si et seulement si il existe a <0 et b € R tels que X = aY + .

3 Convergence et théoréemes en probabilité

3.1 Convergence en probabilité

Définition 3.1. On dit qu’une suite de variables aléatoires (Xy),-, converge en probabilité vers
une variable aléatoire X si pour tout € > 0,

lim P(|X, — X| > ¢) = 0. (3.1.1)

n—oo

Ezemple 3.2. Soit (X,,),-, une suite de variables aléatoires telles que E [|.X,|] — 0. Alors X, —
X = 0 en probabilité. En effet, I'inégalité de Markov (2.2.6) donne

P(|X, — X|>¢) < éIE X011 (3.1.2)

3.2 Convergence en moyenne d’ordre p

Définition 3.3. On dit qu’une suite de variables aléatoires (X,),, converge en moyenne d’ordre

p € N* vers une variable aléatoire X si

lim E [|X, — X|"] = 0. (3.2.1)

n—oo

Proposition 3.4. Si (Xn)n}1 converge en moyenne d’ordre p pour un certain p € N* vers une

variable aléatoire X, alors (X,),-, converge en probabilité vers X.
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Démonstration. Soit € > 0 fixé. L’inégalité
P(|X,—X|>¢e)=P(X, — X|" >¢&P) (3.2.2)
a lieu. En appliquant I'inégalité de Markov (2.2.6), on obtient que

E [ X — X17]

P(X,—X|>e¢e) <
ep

: (3.2.3)

et le membre de droite tend vers 0 par hypothese. O

3.3 Convergence en loi pour des variables aléatoires entieres

Définition 3.5. Soit (X,),., une suite de variables aléatoires a valeurs dans N. On dit que
(Xn),s1 converge en loi vers X si pour tout k € N,

lim P(X, =k) =P (X = k). (3.3.1)

n—0o0

Ezemples 3.1. 1. Si X, suit une loi de Poisson de parametre A\, > 0 et \,, — A, alors (Xn)n}1

converge en loi vers une variable aléatoire X de loi de Poisson.
2. Si X, suit une loi binomiale de parametres (n,p,) et np, — A > 0, alors (X,,), ., converge

en loi vers une loi de Poisson de parametre A.

3.4 Loi faible des grands nombres

Supposons que l'on dispose d’une piece non nécessairement équilibrée. On aimerait pouvoir
déterminer la probabilité d’obtenir un pile, notée p. On lance donc la piece un grand nombre de
fois, et on compte le nombre de fois ou la piece tombe sur pile. Plus formellement, si on note
X, la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le résultat du iéme lancer est pile et 0 sinon, on
calcule " | X;/n. On s’attend a une convergence de > | X;/n vers p, ce qui est formalisé par
le résultat suivant.

Théoréme 3.6 (Loi faible des grands nombres). Soit (X,,),, une suite indépendante de variables

aléatoires de méme loi. Soit X,, := ZTL:TIX la moyenne empirique. On suppose que X1 admet un
moment fini d’ordre deuz. Alors (X, — E [X1])

particulier,

>, converge en moyenne d’ordre deuz vers 0. En

lim P (| X, —E[X;]| >¢) =0. (3.4.1)

n—oo

Démonstration. 11 suffit de montrer que

lim E [(X_n ~E [Xl])Q] ~0. (3.4.2)

n—oo

Comme E [X,] =E[Xj], on a

E [(X_n _E [Xl])z] — Var <% zn: XZ-) — % Var <§: Xi) . (3.4.3)

=1
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Par (2.7.13) avec X ="' X; et Y = X,,, on a

i=1

Var (Zn: Xi> = Var <§ Xi> + Var (X,,) = Var (”Z_i Xi> + Var (X7). (3.4.4)

i=1 =1

On obtient donc par récurrence que

Var (Zn: Xi> = n Var (X}) (3.4.5)

=1

et par (3.4.6), on déduit que

E [(X_n _E [Xl])2] — Var (% zn: Xi) - %Var (X)) (3.4.6)

3.5 Théoreme central limite

La loi faible des grands nombres dit en particulier que (X_n —-E [Xl]) converge en pro-

n=>1
babilité vers 0. On peut caractériser I’erreur commise entre la moyenne empirique et la ”vraie”

moyenne de la maniere suivante.

Théoréme 3.7. (Théoréme central limite (TCL)] Soit (X,),, une suite indépendante de va-

=

riables aléatoires de méme loi. Soit X,, := % la moyenne empirique et o® = Var (X;) > 0.

Alors pour tout réel t,

P (Vi (%~ EX]) < 1) > —— /.: exp (%2) as. (3.5.1)

On peut utiliser le TCL pour fournir un intervalle aléatoire contenant la valeur moyenne avec
la probabilité désirée. Soit I'intervalle aléatoire

— a0 —— ao
Lio=1|X,—— X, +—|. 3.5.2
= - ] 352

Alors . . )
. S
nh_{ngP(E [Xl] € In,a) = E /;a exp <—E> ds (353)

et on peut choisir a pour que le membre de droite aie la valeur comprise entre 0 et 1 voulue
(souvent, 0,95).
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4 Statistique

4.1 Introduction a la statistique

4.1.1 Objectifs

Définition 4.1. La statistique est la science dont [’objet est de recueillir, de traiter et d’analyser
des données issues de ’observation de phénomeénes aléatoires, c’est-a-dire dans lesquels le hasard
ntervient.

4.1.2 Différence entre statistique descriptive et statistique inférentielle

e La statistique descriptive

— a pour but de résumer l'information contenue dans les données de fagon synthétique
et efficace ;

— utilise la représentations de données sous forme de graphiques, de tableaux et d’indi-
cateurs numériques (par exemple des moyennes) ;

— permet de dégager les caractéristiques essentielles du phénomene étudié et de suggérer
des hypotheses pour une étude ultérieure plus sophistiquée. Les probabilités n’ont ici

qu’un role mineur.
e La statistique inférentielle
— va au dela de la simple description des données.

— Elle a pour but de faire des prévisions et de prendre des décisions au vu des observa-
tions.

En général, il faut pour cela proposer des modeles probabilistes du phénomene aléatoire

étudié et savoir gérer les risques d’erreurs.

4.1.3 Démarche statistique

Collecte de données

Population

Echantillon de n individus

Généralisation a I’ensemble de la population
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4.2 Statistiques descriptives
4.2.1 Terminologie

e Les données dont nous disposons sont des mesures faites sur des individus (ou unités
statistiques) issus d'une population.

e On s’intéresse a une ou plusieurs particularités des individus appelées variables ou ca-

racteres.
e L’ensemble des individus constitue I’échantillonétudié.
Ezemple 4.2. Si I’échantillon est un groupe de TD de I'UFR math /info,
e un individu est un étudiant
e la population peut étre I’ensemble des étudiants de 'UFR

e les variables étudiées peuvent étre la taille, la filiere choisie, la moyenne d’année, la couleur

des yeux, ...

e Si I’échantillon est constitué de tous les individus de la population, on dit que 'on fait un

recensement. Situation rare, essentiellement pour des raisons de cofit.

e Quand I’échantillon n’est qu'une partie de la population, on parle de sondage. Le principe
des sondages est d’étendre a I’ensemble de la population les enseignements tirés de 1’étude
de I’échantillon. Pour que cela ait un sens, il faut que I’échantillon soit représentatif de la
population.

Dans ce chapitre, on ne s’intéresse qu’au cas ou on ne mesure qu'une seule variable sur les
individus. On dit alors que 'on fait de la statistique unidimensionnelle. Dans ce cas, les données
sont sous la forme de la série des valeurs prises par la variable pour les n individus, notées
T1yeooyTp.

On supposera que ces données sont les réalisations de n variables aléatoires Xi,..., X,
indépendantes et de méme loi. On notera X une variable aléatoire de cette loi.

Le terme d’échantillon désignera xq, ..., x,.

4.2.2 Représentations graphiques, variables discretes

Une variable discrete est une variable a valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable.

e Si elles s’expriment par des nombres réels, elles sont appelées variables quantitatives ou
numériques (ex : longueur, durée, cout, ...);
e si elles s’expriment par I'appartenance a une catégorie, elles sont appelées variables quali-

tatives ou catégorielles (ex : couleur, catégorie socio-professionnelle, ...).

Si la variable est qualitative, on appelle modalités les valeurs possibles de cette variable.
L’ensemble des modalités est noté E = {eq,...,ex}.

Par exemple, si la variable est la couleur des yeux d’un individu, I’ensemble des modalités
est F2 = {bleu, vert, brun, pers, noir}. Si on interroge n = 200 personnes, les données sont sous la

7

forme "noir, bleu, pers, vert, bleu...” ce qui n’est pas lisible.
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Définition 4.3 (Fréquence absolue et relative). La fréquence absolue de la modalité e; est le

nombre total n; d’individus de [’échantillon pour lesquels la variable a pris la modalité e; , i.e.

nj = Z?zl 1551':6]' .
La fréquence relative de la modalité e; est le pourcentage n;/n d’individus de ’échantillon

pour lesquels la variable a pris la modalité e;.

couleur des yeux blen wvert brun pers noir

fréquences absolues 66 34 80 15 5

fréquences relatives 33% 17% 40% 7.5% 2.5%

Couleurs des yeux d’un échantillon de 200

personnes

Ici, n = 200, kK = 5, e; ="bleu”, e; ="vert”, e3 ="brun”, e, ="pers” et es ="noir”. On a
n1:66, n2:34, n3:80, n4:15etn5:5.
On peut utiliser deux types de représentations graphiques :
e diagrammes en colonnes ou en batons : a chaque modalité correspond un rectangle
vertical dont la hauteur est proportionnelle a la fréquence relative de cette modalité ;

e diagrammes sectoriels ou camemberts : a chaque modalité correspond un secteur de
disque dont l'aire (ou 'angle au centre) est proportionnelle a la fréquence relative de cette

modalité.

0.4

bleu

0.3

vert

noir

pers

0.1

brun

bleu vert brun pers noir

FIGURE 1 — Diagramme en batons (gauche), sectoriel (droite)

Pour les variables quantitatives, il y a un ordre naturel sur les modalités donc on n’utilise pas

de diagramme sectoriel.
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Nombre d’enfants 0 1 2 3 4 5 6 >6

fréquences absolues 235 183 285 139 88 67 3 0

fréquences relatives  23.5% 18.3% 28.5% 13.9% 88% 67 03 0

TABLE 4.2 — Nombre d’enfants de 1000 couples

L

Lorsque la variable est continue (i.e., 'ensemble des modalités n’est pas dénombrable), on ne
peut pas faire de représentation en diagramme en batons.
On peut cependant utiliser :

e 'histogramme et le polygone des fréquences qui lui est associé;

e la fonction de répartition empirique, qui permet notamment de construire des graphes de
probabilités.

On regroupe les observations proches en classes.

e On se fixe une borne inférieure ay < 7 = min;<;<, x; et une borne supérieure a; > z; =

maXlgign Z;.

On partitionne 'intervalle Jao, ax] en k intervalles |a;_1,a;] appelés classes. La largeur de
la classe j est h; = a; — a;_.

Si hj = h pour tout j, on dit que I'on fait un histogramme a pas fixe.

Si les h; ne sont pas tous égaux, I'histogramme est dit a pas variable.

Définition 4.4 (Effectif). L’effectif de la classe j est le nombre d’observations appartenant a
cette classe :

np =Y Loy (1) (4.2.1)
=1

La fréquence de la classe j est n;/n.

Définition 4.5 (Histogramme). L’histogramme est la figure constituée des rectangles dont les
bases sont des classes et dont les aires sont €gales aux fréquences de ces classes. Autrement dit,
la hauteur du j¢ rectangle est n;/ (nh;).

En pratique, on fera le choix de ag = o7 — 0.025 (x} — x7) et ar, = =} + 0.025 (x} — x7).

On peut utiliser le polygone des fréquences, i.e. la ligne brisée reliant les milieux des sommets
des rectangles, et prolongée de part et d’autre des bornes de I'histogramme de sorte que I’aire
sous le polygone soit égale a 1 (comme une densité).
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FIGURE 2 — Histogramme a classes de méme largeur et polygone des fréquences
Si au lieu des effectifs n;, on considere les effectifs cumulés m; = 3:1 n;, on construit un
histogramme cumulé et un polygone des fréquences cumulées.
Si I’échantillon x4, ..., z, provient de n réalisations indépendantes d’une variable aléatoire
X, le polygone des fréquences cumulées donne une approximation de la fonction de répartition
de X, c’est-a-dire la fonction F': R — R définie par

F(t)=P(X <t). (4.2.2)
Définition 4.6 (Echantillon ordonné). Soit x1,...,x, un échantillon. L’échantillon x%, ... x*
est [’échantillon ordonné de x,...,x, St
1.4z, oy =A{af,. . 2k} et
2. 7 <ay< ... <)
Définition 4.7 (Fonction de répartition empirique). Soit xy, ..., z, un échantillon dont toutes les
valeurs sont distinctes et x7, ...,z l’échantillon ordonné. La fonction de répartition empirique
F, associée a ’échantillon x+, ..., x, est la fonction en escalier suivante :
0 st t < a7y,
1 n
Fu(t)= -3 loci=qi/n siz<t<al,l<i<n-—1, (4.2.3)
= 1 sttt = xk.

n
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FIGURE 3 — Exemple de fonction de répartition empirique
., T, est donné par

4.2.3 Indicateurs statistiques
Définition 4.8 (Moyenne). La moyenne empirique d’un échantillon 1,
(4.2.4)

I
Ty — — i
p 2
=1
Définition 4.9 (Valeurs extrémes). Le minimum et le maximum d’un échantillon x1,..., T,
(4.2.5)

sont donnés respectivement par
*
= max ;.

. )
] = min x;, =
L dicn ™ " Ki<n
Probleme : tres sensible en présence de valeurs aberrantes.
., Xy un échantillon et x7 < a5 < ... <z, ['échantillon

Définition 4.10 (Médiane). Soit 1,
T
+Zn

CEAIN

ordonné.
o sin est impair, la médiane est définie par
zh
2

2

e sin est pair, la médiane est définie par
., Ty, est donnée par

La médiane n’est pas sensible aux valeurs aberrantes.
(4.2.6)

Définition 4.11 (Variance). La variance empirique d’un échantillon x,

n n
32'—15 (m-—x)Q—lg T} — T,
T 7 n - ) n -
n n n 4 i
i=1 =1
)
= 4/s2.

Définition 4.12 (Ecart type). L’écart type est la racine de la variance empirique s,
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FIGURE 4 — Boxplot : explication (a gauche) et exemple (& droite)

Définition 4.13 (Etendue). Soit x1,...,x, un échantillon et x7 < x5 < ... < x), l’échantillon
ordonné. Son étendue est donnée par e, = x) — x7.

Définition 4.14 (Quantile empirique). Soit x1,...,x, un échantillon et 7 < x5 < ... <z,
I’échantillon ordonné. Le quantile empirique pour une probabilité p est donné par
x2p+m;p+l .
—t_rrts ginp € N
Vp €]0, 1], Qnp = . 2 ' (4.2.7)
T )41 sinon,

ot |np| est lunique entier vérifiant |np| < np < |np] + 1.

Les quartiles correspondent a gy, 1 /4, gn,2/4 (médiane) et g,, 3/4. La distance interquartile g, 374 —
qn,1/4 est un indicateur de volatilité.

Définition 4.15 (Boxplot). Le diagramme de boxplot affiche les premier et le troisieme quartiles
avec les bords du rectangle, la médiane avec le trait en gras.
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