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1 Introduction

1.1 Définition d’une série temporelle

On observe une série temporelle si on observe une suite (xt)tT:l de réels ou t représente la date
d’une mesure d’une quantité d’intérét () et x; est sa valeur a l'instant ¢. Par exemple, () peut
étre la température, le prix d’un bien, le taux d’humidité, etc...

Une série temporelle (;);_, est représentée par I'ensemble des points {(¢, ;) ,t € [1,T]} reliés
entre eux, ou [a,b] = {k € N,a < k < b}. La plupart du temps, ce type de graphique permet de

mettre en évidence les composantes fondamentales d’une série temporelle :
e la tendance, qui représente I’évolution sur le long terme de la série,

e la composante saisonniere, qui induit des creux et sommets sur le graphique et qui corres-

pond & un phénomene périodique (par exemple, la température relevée quotidiennement),

e la composante d’erreur (sans laquelle la série temporelle serait déterministe) qui induit des
fluctuations aléatoires,

e la composante accidentelle, qui représente des phénomenes ponctuels mais ayant des conséquences
importantes (crach boursier, catastrophe naturelle, etc..). Le traitement de celle-ci dépasse
le cadre de cette unité d’enseignement.

L’objectif de ce cours est de présenter des modélisations possibles des séries temporelles afin de
faire de la prévision. Plus exactement, si on dispose d’observations (xt);f:l d’une série temporelle,

on chercher a prédire la valeur de la série a I'horizon h € N*, c’est-a-dire la valeur de xpp,.

1.2 Modélisation d’une série temporelle

o T JORE . . -N\T .
Une série temporelle (x;),_, est la réalisation aux instants (¢;),_, d'un processus stochastique

(Xi)ieE7
probabilisé (2, F,P). Si E' = R, on parlera de processus a temps continu et si £ = Z, de processus

ou, pour tout + € E, X;: 2 — R est une variable aléatoire réelle définie sur I'espace

a temps discret. Ici, on s’intéressera uniquement au cas discret.



La difficulté réside dans le fait que les variables aléatoires (X;),., sont dépendantes. On
impose un modele de la forme
Xt = f (t, €t) ,t € Z, (121)

ol ¢; est une variable aléatoire centrée qui représente la composante d’erreur d’une série tempo-
relle et f: Z x R — R est une fonction inconnue. Cependant, ce modele est trop général d’un
point de vu pratique.

1.2.1 Modele additif

Définition 1.1. Soit p € N*. Une série temporelle (X;),., est issue d’un modéle additif de
période p s’il existe deux fonctions déterministes inconnues T: 7Z — R et S (:;p) : Z — R telles
que

Xy =T (t)+ S (t;p) + &4, (1.2.2)

e S(-,p) est périodique de période p € N*, i.e., pour toutt € Z, S (t + p;p) = S (t;p),

e £, est une variable aléatoire.

La fonction T (-) représente la tendance et la fonction S (-;p) représente la composante sai-
sonniere.

Définition 1.2. Les valeurs Si(p) = S (i;p), i € [1,p], sont appelés coefficients saisonniers.

o) — QP : : _
On a donc, pour t € Z, S (t;p) = ijt’p) avec j (t,p) € [1,p] et j (t,p) =t (mod p).
On supposera souvent que les effets saisonniers se compensent sur une période, c’est-a-dire
p S(P) =0
=125 — Y

Ezemple 1.3 (Modele de Buys-Ballot).
X, =fo+Bt+5S0  +e, (1.2.3)

olt j (t,p) est défini comme précédemment et > 7, Si(p ) =o.

1.2.2 Modele multiplicatif

Définition 1.4. Soit p € N*. Une série temporelle (X;),o, est issue d’un modéele multiplicatif de
prériode p s’il existe deuz fonctions déterministes inconnues T: Z — R et S (;p) : Z — R telles
que
ot

e S (-,p) est périodique de période p € N*, i.e., pour tout t € Z, S (t + p;p) = S (t;p),

e ¢, est une variable aléatoire telle que pour tout t € Z, P(gy > —1) = 1.

La compensation des effets saisonniers se traduit par [[}_, Si(p )= 1.
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1.2.3 Distinction des modeles
Le choix entre le modele additif et multiplicatif se fait graphiquement.

modele additif multiplicatif

variations saisonnieres | constantes autour de la tendance | proportionnelles a la tendance

On passe du modele multiplicatif au modele additif en prenant le logarithme.

2 Etude de la partie déterministe de la série temporelle

2.1 Estimation paramétrique

Pour estimer la tendance et les coefficients saisonniers, on peut faire appel a un modele
paramétrique. On considere le modele de Buys-Ballot :

X, =fo+ Bt + S0 +e, (2.1.1)
olt j(t,p) est défini comme précédemment et Y © Si(p ) = 0. On dispose seulement d’obser-

vations du vecteur aléatoire Xr = (Xq,... ,XT)T et on suppose 7' > p + 1. En supposant
b SZ-(‘D ) = 0, les parametres du modele de Buys-Ballot sont regroupés dans le vecteur § =

-
<BO,51,S¥J), ..,5w > € RPt. On pose € = (ey,...,e7) . Alors X, = Af + ¢, avec

p—1

11

B
I,
A=1|1 B= ! (2.1.2)
-1 -1

B

1 T

ou A est une matrice a T" lignes et p+ 1 colonnes, I,_; est la matrice identité de taille (p — 1) x
(p—1) et les p— 1 dernieres colonnes de A sont constituées de |T'/p| répétitions de la matrice
B et les dernieres lignes les T'— p | T'/p| premieres lignes de B.

On peut estimer le vecteur # a I'aide de la méthode des moindres carrés

o) — argmin | Xy — A, = (ATA) ™ ATXy. (2.1.3)

HeRP+1
Sans hypothese sur les termes aléatoires (g;),c,, on ne peut rien dire sur le comportement de
9 En revanche, si E[e2] = 02, Ele,] = 0 et Efe,ep] = 0 si ¢t # ¢, alors le théoreme de

é\(MC

Gauss-Markov garantit que 6, ) est un estimateur BLUE (Best Linear Unbiaised Estimator),

1.€.,



&=

° 0 : @EFMC) est sans biais.

|

o 90" cst linéaire car il est de la forme 657 = LX, avec L = (ATA)f1 AT,

o 0 ) est de variance minimale parmi les estimateurs sans biais et linéaires.

MC : . .
§(T ) est de variance minimale parmi tous les

a(TMC)]

>)

De plus, si on suppose que € ~ N (0,0%I7), alors
estimateurs sans biais.

La méthode des moindres carrés s’applique a des modeles plus généraux de la forme
X, =g(t:8)+ 8 +e, tel (2.1.4)

ou g (+; 8) est connue et le vecteur 4 inconnu.

2.2 Estimation par lissage par moyenne mobile

Une moyenne mobile est un opérateur qui s’applique sur les suites (indexées par Z), en
particulier, sur les séries temporelles.

Définition 2.1. Soit (x,),., une suite de réels. L'opérateur de retard B (Backward shift) est

défini par

B ((xt)tez) = (Tt-1)4ez - (2.2.1)
Sa réciproque B~ est l'opérateur avance noté F (Forward shift) et est défini par

F ((xt)teZ) = (Tt+1)sez - (2.2.2)

Autrement dit, le terme d’indice ¢ de la suite B ((ZEt)tGZ) est z;_1 et le terme d’indice ¢ de la

suite F' ((24),c7) est Zy1.
Les opérateurs B et F sont linéaires. Pour £ € N, on note B¥ = Bo---oB, Ff =Fo...0 F
S —_—

k fois k fois
et B7F:= F* F~F = B* De plus, on note I 'opérateur identité sur les suites indexées par Z.

my

Définition 2.2. La moyenne mobile d’ordres (m_,my) € N? et de paramétre 0 = (6;)]"" €
R™-+m++L et Uopérateur linéaire défini par
m4 . m4 )
May_mopy= »_ 0B = > 6;F. (2.2.3)

i=—m_ i=—m_

Etant donnée une série chronologique (X;),.,, on observe seulement une réalisation du vecteur

tez
aléatoire (X1,...,Xr). Ainsi, on ne peut observer My, _m, o) ((X¢),c;) que pour les instants

tem-+1,T—m].
Définition 2.3. Une moyenne mobile M, ... ) est dite centrée si m_ =my =m.

Définition 2.4. Une moyenne mobile M, ... ¢ est dite symétrique si elle est centrée et si le

paramétre 0 est tel que 6_; = 0; pour tout i € [1,m].
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Définition 2.5. Le polynome caractéristique d’une moyenne mobile My,_ m. ¢) est le polynome
P (-,0) d’ordre m_ +m tel que Muy,_ m, 99 = B™" P (F,0), c’est-a-dire

m_—+m4

P(2,0) =0 40 i1+ 0y 2" = Y O 2 (2.2.4)
1=0

On fera le 1éger abus de notation suivant : on note, pour t € Z, My, . 6)T¢ I'élément d’indice
t de la suite M(,_ m. 0) ((95t)tez)~

On cherche une moyenne mobile M,,_ ,,, ¢) qui préserve la tendance et annule la composante
saisonniere, c’est-a-dire vérifiant

M(mf,m%@) ((T (t)teZ)) = (T (t))tez et M(mf,mw?) ((S (tQp))teZ) =0. (2-2-5)

Définition 2.6. L’espace des invariants d’une moyenne mobile My,_ . g) est l'ensemble des
suites (T4),cq vETifiant
vVt € Z, M(m,,mJHG)I‘t = Tt. (226)

Le noyau d’une moyenne mobile My, ., ¢ est 'ensemble des suites (xt)tez vérifiant
YVt € Z, M(mﬂm%g)xt =0. (227)

Proposition 2.7. Soit ¢ € N. Si la valeur 1 est une racine d’ordre g+ 1 du polynome Q (x,0) =
P (z,0) — 2™~ alors les polynomes d’ordre au plus ¢ € N appartiennent a l'espace des invariants
d’une moyenne mobile My, m, g)-

Proposition 2.8. Soit (S (1)), une suite périodique de période p, i.e., S(t) = S® St

itp)
M im0y une moyenne mobile admettant P (-,0) comme polynome caractéristique.

1. Sl existe un polynome Q (-,0) tel que

alors (S (1))
2.8ty %, SZ»(p) =0 et qu’il existe un polynome Q (-, 0) tel que

ez appartient au noyau de la moyenne mobile My _ ., 0)-

[y

P(z,0)=Q(z,0) ; ' (2.2.9)

[

1§
o

alors (S (t))

ez appartient au noyau de la moyenne mobile My _ ., 0)-

On donne a présent un exemple de moyenne mobile qui conserve la tendance et annule les
variations saisonnieres dans le cas ou la tendance est un polynome de degré 1 et la somme des

coefficients saisonniers s’annule.
Définition 2.9. Soit p € N*. La moyenne mobile arithmétique M,EA)

centrée et symétrique d’ordres m_ + m, =: mg,A) et de paramétre (91(;4), ot

est la moyenne mobile

A . .
4 _ %’etez(,):<$,%,...,%,2ip>ER”+1, st p est pair 2910
A (4) _ (1 1 » , o (2.2.10)
Tetﬁp =\p € RP, St p est tmpair.



Proposition 2.10. Soit (¢;),., une suile de variables aléatoires centrées telles que pour tout
(t,t') € Z*, Eleer] = 020y < 00. Soit My m, g une moyenne mobile avec § € R™-Hm++1,
Pour toutt € Z, E[Me;] =0 et E [(Mst)z} =0%0"0. Si de plus Y ;" 0, =1, alors

E[(Me)?] = 0%/ (m- +my +1). (2.2.11)

2.2.1 Estimation de la tendance et de la moyenne saisonniere
On considere le modele additif
Xy =T (t)+ S (t;p) + <. (2.2.12)

On cherche a estimer, a partir d’observations (xt)le, la tendance T (-) et les p coefficients sai-
sonniers dont la somme fait 0.
Etape 1 : choix de la moyenne mobile.

On applique a (:L’t)thl une moyenne mobile M d’ordres (m_, m,) telle que

MT (t) =T (t) tendance conservée (2.2.13)
MS (t;p) =0 variation saisonniere supprimée (2.2.14)

Il faut avoir formulé des hypotheses sur S et T, par exemple, T'(t) = a + bt et S périodique de
période 12, et dans ce cas on prendrait la moyenne arithmétique.

Pour t € [m_ + 1,7 —m4], on note z; = Mx,.

Etape 2 : estimation des composantes saisonnieres

La série corrigée de la tendance est donnée par

S(tip) =z —a;, te[m_+1,T—my]. (2.2.15)

On peut prendre (si 7'—my —m_ > p)

S0 = me
Sioo= Y 8D um=n Y, e (2.2.16)

t=m_+1 t=m_+1

Afin d’avoir la compensation sur une période, on prend

N — 1< ~
§n —g"” ; > 57 ke L] (2.2.17)
j=1

Etape 3 : estimation de la tendance
La série corrigée des valeurs saisonnieres (CVS) est définie pour ¢ € [1,7T] par
CVSs _ a(p)
T = x4 = Sy (2.2.18)
Pour estimer la tendance, on impose une forme paramétrique de la forme T (t) = g (¢, ), ou
g (+,-) est connue et 5 € R? inconnu. Il suffit donc d’estimer /3, par exemple avec les moindres
carrés :
B = argminz (:UtCVS — g (t, ﬂ)) (2.2.19)
BERT



et on estime la tendance par T (t)=g (t, B)

On peut prédire la valeur de la série a 1'horizon h € N* par

Bran =T (T +h)+ 5%

) (2.2.20)

mais on ne peut en général rien dire sur le comportement asymptotique de ces estimateurs. On

peut tout de méme estimer les valeurs {1, ...,er} de l'erreur par

-~

= — (T (1) + §(t,p)> . te[1,T]. (2.2.21)

En étudiant les résidus (cf. Section 3), on peut savoir si ceux-ci contiennent encore une partie

saisonniere ou tendencielle, auquel cas on peut remettre le modele additif en question.

2.3 Estimation par lissage exponentiel

Définition 2.11. Soit {x;,t € Z,t < T} une série bornée, i.e.,

sup |z < oo. (2.3.1)
teZ:t<T

La prévision a Uinstant T + 1 par la méthode du lissage exponentiel simple (LES) est donnée par
o () = 1= Arer, (2.3.2)
k=0

ot vy €]0, 1] est un paramétre de lissage.

Formule de mise a jour

oy () =yt () + (1 =y)zy, t<T. (2.3.3)

Siy =0, 2} (7) = 0 : seul le dernier instant compte. Siy = 1, 1% (v) = 218 () (la prévision

ne dépend pas du temps).
Obstacle : 75 (v) fait appel a une infinité d’observations, ce dont on ne dispose pas en

pratique. Pour remédier a ce probleme, on procede de la maniere suivante.
e On dispose d’observations {x1,...,zr}.
e On initialise la formule de mise & jour par 25 (7) = .

e On applique ensuite pour ¢ € [1,77] la formule de mise & jour

oy () =™ () + (=), t<T. (2.3.4)

La série {:EtLES (v),tel, T+ 1]]}, est appelée série lissée. On peut 1'utiliser pour

e travailler avec une série plus propre que celle de départ

e estimer une valeur manquante dans la série initiale.



Comment choisir 77
~ : 2
N = argmlnz (2™ () — 24) " (2.3.5)
76]071[ t=1

Proposition 2.12. Soit {z;,t < T} une série bornée et soit v €]0, 1[. Alors

s () = arger]gin Z (2o —b)* . (2.3.6)
k=0

2555 (7) est la meilleure prévision au sens des moindres carrés de la série constante.

Le LES suppose 'absence de composante tendancielle dans la série.

Définition 2.13. Soit {z;,t < T} une série bornée et soit v €]0,1[. La prévision de cette série
a Uhorizon h € N* par la méthode du lissage exponentiel double (LED) est donnée par :

e85 () = @r (3) h + br, (2.3.7)

avec .
(aT,/b\T) = argmianyk (xp_p + ak — b)2 . (2.3.8)

(a,b)ER2 =0

Idée : on ajuste a la série de départ {z;,t < T} la série {a (T —t) +b,t < T} a l'aide de la
méthode des moindres carrés pondérés.

Proposition 2.14. On pose

L, () =1 =)D Aor, (2.3.9)
k=0
L () = (=) Y A Le, (2.3.10)
k=0
Les paramétres du lissage exponentiel double sont donnés par

~ 1—7
ar () =~ (L () — Lih () (23.11)
br (7) =2 <L(Tlll (v) — LE, (7)) (2.3.12)

On effectue deux lissages exponentiels successifs :
e le premier sur la série {z;,t < T},

e le second sur la série lissée {Lgl) (7),t<T+ 1}.

Proposition 2.15. On a également les formules de mise a jour suivantes.

be() = (L= 2+ 47 (@1 () = b () (2.3.13)
ay (v) = 13_77@—1 (v) + ;—z (/b\t (7) _/b\t—l (7)) (2.3.14)



3 Processus stochastiques a temps discret

Dans la section précédente, nous avons traité la partie déterministe d’'une série temporelle
de la forme X; = f (t) + &, ou la partie déterministe (tendance et composante saisonniere) est
représentée par f () et g, la partie aléatoire. Nous n’avons pas fait d’hypothese sur cette derniere
pour estimer f. En notant fr () Pestimation de f (-) obtenue, on dispose ainsi d’estimations

g =X, — fr(t), te[1,T], (3.0.1)
des variables aléatoires 1, ...,ep. La collection des &; est appelée résidus.

Deux cas de figure se présentent.

1. Des tests statistiques laissent a penser que les résidus sont issus de variables aléatoires non
corrélées. Dans ce cas, fr(-) est une bonne estimation de la tendance.

2. Si on rejette a I'aide de ces test I’hypothese que les résidus proviennent de réalisations de
variables aléatoires non-corrélées. De l'information est encore contenue dans les résidus,

pour lesquels une étude plus approfondie est nécessaire.

3.1 Introduction aux processus stochastiques

Nous allons étudier les termes aléatoires d’une série temporelle. Ils seront notés, pour faciliter

les notations, (X¢),., au lieu de (&) Nous supposerons que les processus étudiés sont de carré

tez:
intégrable et nous ferons des rappels sur les espaces L2

Définition 3.1. Soit (2, F,P) un espace probabilisé.
1. On note L*(Q, F,P) l'espace des variables aléatoires X : (Q, F) — (R, B (R)) telles que

/X (w)?dP (w) =E [X?] < . (3.1.1)

2. On note L2 (Q, F,P) l'ensemble des classes d’équivalence pour I'égalité presque sire des
variables aléatoires de L* (Q, F,P).

Proposition 3.2. L’ensemble I.? (2, F,P) est un espace vectoriel sur R. De plus, I'application
(-,-) définie pour X,Y € L? (Q, F,P) par

(X, V) /X W) dP () = B [XY] (3.1.2)

est une forme hermitienne définie positive, donc un produit scalaire.

Norme induite :

1X1l, = V(X, X) = VE[X?]. (3.1.3)
Proposition 3.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient X,Y € 2. Alors
(X< XN Y5, (3.1.4)
ou, de maniere équivalente,
(E[XY))’ <E[X*E[Y?]. (3.1.5)
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Définition 3.4. Soit (X,),., une suite d’éléments de IL* et soit X € L. On dit que (X,,)
converge vers X dans % si

n=>1

lim [| X, — X||,=0 (3.1.6)
n—oo
ou de maniére équivalente, si
lim E [(X, — X)*] = 0. (3.1.7)
n—oo

Proposition 3.5. Soient (X,),-, et (Y,),>, des suites d’éléments de IL?, convergent respective-
ment vers X € L? et Y € 2. Alors lim,, o (X,,,Y,) = (X, Y).

Définition 3.6. On dit que X,Y € 1.2 sont orthogonales si (X,Y) = 0, ou de maniére équivalente,
E[XY]=0.

Théoreme 3.7. L’espace L? (2, F,P) est un espace de Hilbert.

Théoréme 3.8 (Théoréme de la projection orthogonale). Soit H un espace de Hilbert et F' un

sous-ensemble convexe fermé. Pour tout x € H, il existe un unique pr (z) € F tel que
|z = Pp (z)l, = inf |lz —yll,. (3.1.8)
yeF
Si F' est de plus un sous-espace vectoriel fermé, le point pr (x) est l'unique point de F tel que
r—pp(r)€ Ft:={ucH Y e F, (u,v)=0}. (3.1.9)

Proposition 3.9. Soit H un espace de Hilbert et soit F' un sous-espace vectoriel fermé.
1. L’application pr: H — F' est linéaire.
2. Six € F*, alors pr (x) = 0.

3. Si F est la somme de deuzr sous-espaces fermés orthogonaur Fy et Fy, alors Pp(r) =
Pr, (z) + Pp, (z).

4. Si Fy et Fy sont des sous-espaces vectoriels fermés tels que Fy C Fy, alors pour tout x € H,
PFl (PFQ (l‘)) :PFz (PFI (SL‘)) :PFI (l‘) (3-1-10)

Définition 3.10. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé et soit E C R . Pour tout t € E, soit
Xi: (Q,F) = (R,B(R)) une variable aléatoire. La famille (X;),.p est appelée processus sto-
chastique d’espace d’états E.

1. Si E est dénombrable, on dit que le processus (X¢),cp est a temps discret.

2. Si E n’est pas dénombrable, on dit que le processus (X;),cp est a temps continu.

Définition 3.11. Soit (X;),., un processus stochastique défini sur (€2, F,IP). Les lois fini-
dimensionnelles de ce processus sont les mesure ji, 4, surB (Rk) définies pourk € N*, t1,... tx €
E et By,...,By € B(R) par
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Proposition 3.12. Si les processus (Xy),cp et (Y1),cp ont les mémes lois fini-dimensionnelles,
alors ils ont la méme loi.

Définition 3.13. On note
M = {,utl,...,tkvk S N*,tl,...,tk € E}7 (3112)

ot pour chaque ty,..., g, py .1, €St une mesure sur B (Rk) La famille de mesures M est
consistente si pour tout k > 1 et tous By, ..., B, € B(R)

1. Uégalité

:utly--wtk (Bl X X Bk) = /’l’tg(l),...,ta(k) (Ba'(l)7 ey Ba’(k)) (3113)
a lieu pour toute permutation o: [1,k] — [1,k] et
2. pour tout m =k et tous ty,..., t,,
/'Ltl,.“,tk,tk+1,...,tm (Bl X - X Bk XRx--- X% R) = tq,... (Bl X e X Bk) . (3114)

Théoréme 3.14. Sila famille M est consistante, alors il existe un processus stochastique (Xy),c
défini sur (Q, F,P) tel que pour tous k € N*, ty,...,t, € E et By,..., By € B(R) par

/,Lt17”,7tk (Bl X e X Bk) = P(w,Vf & [[17k]]7th ((JJ) € Bﬁ) . (3115)

Définition 3.15. On dit qu’un processus (X;),., est ergodique en moyenne quadratique si pour
chaque t, Xy est de carré intégrable et E[X;]| = E [Xy| et si pour chaque ty € Z,

| Tttt 2
Jim E (? ; Xt—IE[XO]> = 0. (3.1.16)
=0

3.2 Exemples de processus stochastiques

Définition 3.16. Un processus stochastique (1;),c, est appelé bruit blanc fort si la collection de
variables aléatoires {n;,t € Z} est indépendante et pour tout t € Z, E [n?] = o2 et E[n] = 0.

Définition 3.17. Un processus stochastique (1;),e, est appelé bruit blanc faible si pour tout
teZ, En=o0?etE[n] =0, et pour tous s,t € Z tels que s # t, Cov (n,,n;) = 0.

Dans la suite, < bruit blanc »fera référence au bruit blanc faible.

Définition 3.18. On dit que le processus stochastique (Xy),, est stationnaire au second ordre
si pour tout t € Z, E[X?] est finie, E[X;] = E[X,] et pour tous h,t € Z,

Cov (X;, Xi1) = Cov (Xo, Xp) =: 7 (h) . (3.2.1)

Définition 3.19. La fonction () : Z — R définie par (3.2.1) est appelée fonction d’auto-
covartance.
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Définition 3.20. On dit que (X;),., est un processus stationnaire au sens strict si pour tous
h,k € N*, tous t1, ...ty € Z, les vecteurs (Xy,, ..., Xt,) et (Xeytn, ..., Xeo1n) ont la méme loi.

Définition 3.21. La marche aléatoire est un processus (Xy), défini par Xy = 0 pour t < 0 et
X, = Zthl Et, 0U (€¢),ey €5t un bruit blanc faible.

Définition 3.22. Un processus (X;),c, est gaussien si pour tout k, tous ty,...,t, € Z et tous
c1,...,¢c, € R, la variable aléatoire 25:1 ¢t X3, est de loi normale (de variance potentiellement
nulle).

Définition 3.23. Un processus (B,,), oy st un mouvement brownien standard si
1. By = 0 presque sturement,

2. pour tous s,t € N tels que t > s, B, — By est de lot normale centrée et de variance t — s et

s
u=1"

3. pour tous s,t € N tels que t > s, By — By est indépendant de (B,,)
Proposition 3.24. Le processus (By),, oy est gaussien et vérifie Cov (B, B;) = min {s, t}.

Définition 3.25. On dit qu’une suite de réels (Py),., est absolument sommable si )y, , || <
0.

Proposition 3.26. Soit (X,),., un processus stochastique défini sur l’espace probabilisé (€2, F,P).
On suppose que sup,c; E[|X¢|] < 0o. Soit (P¢),c, une suite absolument sommable. Alors pour
chaque t € Z, la suite de processus (Yn4),-, définie par

Yoi= Y 6B Xe= ) 6:X (3.2.2)
converge presque surement, quand n tend vers linfini, vers
V= ¢iXi . (3.2.3)
i€z

Si on suppose de plus que sup,c; E[X?] < 0o, alors la convergence a lieu dans L.

Définition 3.27. Le processus (Y;),o, défini par (3.2.3) est appelé moyenne mobile infinie.

3.3 Espérance linéaire et innovation

Définition 3.28. Soit I un ensemble au plus dénombrable et soit (X;),., une famille de variables
aléatoires telles que pour tout i € I, X; € 1L2. On note Span (X;,i € I) le plus petit (pour
Uinclusion) sous-espace vectoriel de L* (Q, F,P) contenant toutes les combinaisons linéaires finies

de variables aléatoires prises dans l’ensemble {X;,i € I}.

Définition 3.29. L’espérance linéaire d’une variable aléatoire Y € 1.2 (Q, F,P) sur ’ensemble
(Xi);e; est notée EL (Y | (X;),.;) est la projection orthogonale de'Y sur le sous-espace vectoriel
fermé span (X;,i € I). On a donc

|Y —EL(Y | (Xi)iep) ||, =inf {||[Y = Z||,, Z € span (X;,i € 1)} . (3.3.1)
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Si I = (i¢),~, est infini dénombrable, alors
EL(Y | (X)e) = Jim EL <Y | <Xi£>5:1) , (3.3.2)

ol la limite est prise dans IL2. Par le Théoréme de la projection orthogonale, la variable aléatoire
U définie par
U=Y—-EL (Y | (Xi)z‘a) (3.3.3)

appartient a l'orthogonal de span (X;,i € I).
S’il existe ¢ € I tel que X; est constante, alors U est orthogonale a une constante et donc
nécessairement centrée.
Soient Y et X;,i € I des variables aléatoires de carré intégrable. On note Y :=Y —E[Y] et
X! =X, —E[X;]. On a alors
EL(Y |1, (Y;)z)l) =E[Y]+EL (Y| (X]);er) (3.34)

Par conséquent, si les variables aléatoires Y et X; sont centrées, on a
EL(Y |1(Yy)s) =EL(Y | (Xi),e;) - (3.3.5)

Pour éviter 'introduction d’une constante, on supposera donc les variables aléatoires centrées.

Il ne faut pas confondre I'espérance linéaire avec I'espérance conditionnelle. Si on pose F; =
span (X;,i € I) et Fy =12 (Q,0(Y;,i € I),P) alors Fy C Fy et inclusion est stricte en général.
Dans le cas simple ol I ne contient qu'un élément noté X € LY, EL(X? | X) = ¢X pour une
certaine constante c, alors que E [X? | X] = X2,

En revanche,
Proposition 3.30. Si I = [1,n] est fini, et (Y, X1,...,X,) est gaussien centré, alors
ELY | (X)) =E[Y | (Xi)i]- (3.3.6)

Soit (X}),c, un processus défini sur 'espace probabilisé (€2, F,P) et tel que pour tout ¢ € Z,
X; € L2(Q, F,P). On pose
HX =span (X,,s € Z,s < t). (3.3.7)

L’espace H;X est appelé histoire du processus (X1),ez jusqu’a l'instant ¢.
Remarquons que H;* C H;% . On note

HX =M (3.3.8)

teZ

le passé lointain du processus (X;),c;.

Définition 3.31. Soit (X,),., un processus défini sur l’espace probabilisé (2, F,P) et tel que
pour tout t € Z, Xy € L*(Q, F,P) et E[X;] = 0. L’innovation de ce processus est le processus
(€t)eq donné par

g=X,—EL(X; | HY,). (3.3.9)
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3.4 Processus défini par une équation de récurrence

On suppose que (X}),o, vérifie une relation de récurrence de la forme
P(B)X, =Y, (3.4.1)

ou B est 'opérateur de retard et P un polynome a coefficients réels. La premiere question qui
se pose est 'existence d'un tel processus. De plus, on aimerait avoir une expression de X; en
fonction de (Y}),,.-
Définition 3.32. Soit (2, F,P) un espace probabilisé et

V = {(Xt)tGZ s Xt: Q— R, SUPE HXtH < OO} s (342)

teZ

I’espace des processus a temps discret bornés dans L.

Lemme 3.33. On pose
H(Xt)teZHv = stlelgE [ Xe] - (3.4.3)

Alors V- muni de ||-||\, est un espace de Banach.

Lemme 3.34. Soit B: V — V défini par B ((Xy),e5) = (Xe-1),eq- Alors B est linéaire et
continu. De plus, || B[z = SUD|| (x,), 5 |, =1 HB ((Xt)1ez) HV =1

Lemme 3.35. Soit A € C tel que |\ # 1. Soit P(B) = 1 — AB:V — V. Alors P(B) est
inversible, d’inverse (P (B))™" défini de la maniére suivante.

o Si |\ <1,
(P(B) =Y NB, (3.4.4)
§=0
o si|A > 1,

(P(B) ™' =— Zl N B, (3.4.5)

j=—00
Lemme 3.36. Soit A € C tel que |\ # 1. Soit P(B) = (I =AB) (I —AB) : V. — V. Alors
P (B) est inversible, d’inverse (P (B))™" défini de la maniére suivante.
o Si |\ <1,
o j
(P(B) =D MDY, (3.4.6)
j=0 (=0
o si A > 1,

(P(B) ™' =— ZO: i Pl (3.4.7)

j=—00 k=j+1
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Proposition 3.37. Soit P un polynome a coefficients réels tel que P (0) = 1 et vérifiant P (z) # 0
pour tout z € C tel que |z| = 1. Alors P(B) : V. — V est inversible. Plus précisément, il existe

une famille de réels absolument sommable (aj)j€Z telle que

(P(B) ' =) a;B. (3.4.8)
jEz
Si on suppose de plus que P (-) n'a aucun racine dans le disque unité fermé, alors P~ (-) admet

la représentation
o

(P(B) "= a;B. (3.4.9)
=0
Proposition 3.38. Soit (Y}),., un processus dont les moments d’ordre 1 sont uniformément
bornés, c’est-a-dire
sup E [|Y;]] < o0. (3.4.10)

teZ
1. On suppose que P (-) est un polynome n’ayant aucune racine sur le cercle unité de C. Alors

l’équation P (B) Xy = Y; admet une unique solution (X;),., dont l’expression est donnée

tez
par
X, =(P(B)'Y,=> aYi, tel, (3.4.11)
JET
ou les coefficients (aj>j€Z sont absolument sommables.
2. On suppose que P (-) est un polynome n’ayant aucune racine sur le disque unité de C. Alors

Iéquation P (B) X; =Y, admet une unique solution (X;),., dont 'expression est donnée

teZ
par

X, =(P(B)'Y,=> aYi, tel, (3.4.12)
j=0

ou les coefficients (a;).., sont absolument sommables.
Jjz

0

Définition 3.39. Dans le cas 1, le processus (Xy),, est inversible et dans le cas 2, le processus

(Xt),ep €8t causal.

3.5 Processus stationnaires au second ordre : innovation, auto-covariance,
prédiction linéaire
Proposition 3.40. Soit (Y;),., un processus stationnaire au second ordre, centré, de fonction

d’auto-covariance vy (-) et soit (a;);, une famille de réels absolument sommable. Le processus
(Y)),ep, défini par
Y=Y a; X, (3.5.1)
jez
est stationnaire, de fonction d’auto-covariance
w (h) = aajnyx (i—j) . (3.5.2)

i,j€TL
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Définition 3.41. Une fonction K: Z — R est de type positif si pour tout entier n > 1, tous
ai,...,a, € R et tous ty,...,t, € Z,

n

Z akakK (tk - tg) 2 0. (353)
k=1

Proposition 3.42. Une fonction K: Z — R est la fonction d’auto-covariance d’un processus

stationnaire au second ordre si et seulement si elle est paire et de type positif.

Définition 3.43. La fonction d’auto-corrélation d’un processus stationnaire au second ordre
(Xt),ez de variance o* est la fonction p: Z — R définie par

_ 7 (h) Cov (X, Xt+h)
p(h) =) = - (3.5.4)

La quantité p (h) est le coefficient de corrélation linéaire entre X; et X, .

On remarque que p (—h) = p (h) et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, |p (h)| < 1.
On cherche a mesurer la dépendance directe entre X; et X; .

Définition 3.44. Soit (X,),., un processus stationnaire au second ordre. Pour (s,t) € Z* tel
que s < t, on note H: = {3>°°_ ¢, X, (¢i)scicy € R}. Pour h > 2, on note

Up:=X; —EL (Xt | (Xi)t_h+1<i<t_1) ;o V=X —EL (Xt—h | (Xi)t—h+1<i<t—1) - (35.5)

La fonction d’auto-corrélation partielle du processus stationnaire (Xy),o, est définie pour h > 2

par
Cov (Uh, Vh)
7 (h) = . 3.5.6
(7 (Var (U,) Var (V) (3:5.6)
On peut définir 7 (h) pour h < —2 par 7 (h) = 7 (—h). On pose également
—0 r(1)=r(-1) =W
7(0)=0 7(1) (—1) 70 (3.5.7)

Proposition 3.45. Soit (X,),., un processus stationnaire au second ordre centré. Alors pour
toutt € Z et tout h > 1

h
EL (X | (Xi);-nescr 1) ZT ) Xi—e. (3.5.8)
=1
Pour h € N* et t € Z, on note '™ la matrice de covariance du vecteur X = (X;_1, ... ,Xt_h)T.

Autrement dit, FEZ) =~ (|i = j]) /v (0). On note également par p, = (p(1),...,p(h))" le vecteur
des h premieres valeurs de la fonction d’auto-corrélation.

Proposition 3.46. Soit (X,),., un processus stationnaire au second ordre centré. Soit A =
(A, .. An) tel que EL (X, | H{Z) = ATX. Alors p, = TWA.
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On cherche a présent a exprimer la meilleure prédiction linéaire a I’horizon h € N* donnée
par la projection orthogonale de X7, sur 'espace vectoriel engendré par Xy, ..., Xy, noté Hrp.

Proposition 3.47. Soit h € N* et soit (X;),., un processus stationnaire au second ordre et centré
de fonction d’auto-corrélation p (-). Soit I'r la matrice de corrélation du vecteur aléatoire X =
(X1,....Xp) . Soit py, == (p(T+h—1),...,p(h))". Si Ty est inversible, alors les coefficients
\TIT =Wip,..., \If;p,h)T de la régression linéaire

T
EL(Xryn | Hr) =) WX, (3.5.9)

sont donnés par \TJT = F;lﬁT. De plus,

E[(Xr— EL(Xro | Hr))?) =(0) (1- 7). (3.5.10)

L’espace vectoriel des combinaisons linéaires des variables aléatoires X7, ..., X; est le méme
que Iespace vectoriel constitué des combinaisons linéaires des variables aléatoires X;—E L (X; | H;_1),
avec H; 1 = vect (X1,...,X;1) et EL (X, | Hy) = E [X;]. Par conséquent, on peut écrire

E[X41 | H] = Ze (Xps1—i —EL (Xpp1—i | H_iy)) . (3.5.11)

. . . s . . t . .
L’algorithme des innovations permet de calculer récursivement les coefficients 95) ainsi que le
terme d’erreur

v =E [(Xer1 — E[Xe | Hi)J. (3.5.12)

Proposition 3.48. Soit (X;),., un processus centré défini sur un espace probabilisé (Q, F,P) et

tel que B [X?] < oo pour tout t € Z. On suppose que pour tout t > 1, la matrice de covariance du

vecteur (Xy,...,X;) est inversible. Alors les coefficients ((9@)) ;. dans (3.5.11) et les erreurs
i1t

(2

moyennes vy dans (3.5.12) par

=E [X7] (3.5.13)
0" = v 'E (X1 X1] (3.5.14)
i—1
et(t—)z = v (E (X1 Xia] — Ze(l et zU]> (3.5.15)
=0
t—1 9
v =E[X2%,] - (et(t_)j> v;. (3.5.16)
j=0

En notant S, ; = E [X;X]], on voit que 'on peut calculer récursivement les v, et Ht(t_)z En effet,

_ (1) _ _ m)? :
= 51,1, 01 = SLQ/SLI et v = S272 — (61 ) 5171 puis
1
05 = Si/S1a, 0 = — (S0 — 6165 512) (3.5.17)
1

18



et
2 2
Vg = 5373 — <(9§2)> Vo — (8?)) V1. (3518)
On peut également mettre en place 'algorithme des innovations pour faire de la prédiction
a l'horizon h > 2, c’est-a-dire déterminer EL (X744, | Hr) au lieu de EL (Xryy | Hy). Par la
Proposition 3.9,
EL(Xryn | Hr) = EL(EL (Xpyn | Hron1) | Hr) - (3.5.19)
De plus, en utilisant (3.5.11) avec ¢ remplacé par T + h — 1, on obtient

T+h-1
EL(Xren | Hr) = Y 0™ VEL (Xrpnu — EL (Xrin—u | Hrsn—uo1) | Hr).  (3.5.20)

u=1

Siu<h—1, Xpipow —EL(Xrin—u | Hrin—u_1) est orthogonale & Hy,p_,, 1 donc & Hy et si
u > h,alors Xpryp o —EL(Xpapo | Hron—w_1) est un élément de Hp, d’on

T+h—-1

EL(Xran | Hr) = > 05" (Xppnw — EL (Xzgnu | Hrinouo1))- (3.5.21)
u=h

3.6 Estimation de la moyenne et de la fonction d’auto-corrélation

Etant données des réalisations z1,...,zr de variables aléatoires Xi,..., X, on considere

I'estimateur empirique de la moyenne

1
fir = > X (3.6.1)

Proposition 3.49. Soit (X;),., un processus stationnaire au second ordre. Alors [ip est un

estimateur sans biais de p et

Var (fir) TET: ( ’;ﬁ’)%{(h) (3.6.2)

Proposition 3.50. Soit (X;),., un processus stationnaire au second ordre tel que (vx (h)),ez
soit absolument sommable. Alors
li — 6.
Jim TE [(ir — )*] = > 7x (h) (3.6.3)
hez,
Ceci implique qu’un processus stationnaire au second ordre pour lequel (vx (h)), <, est abso-
lument sommable est ergodique en moyenne quadratique.
Soit (X}),c, un processus stationnaire au second ordre. Alors pour chaque i € Z, la variable

aléatoire (X; — u) (X;4n — ) a pour espérance vy (h). En se basant sur cette remarque, on
considere I'estimateur de v (h) pour h tel que |h| < T, défini par

vr (h) = = (Xy — fir) (Xiapn — fir) (3.6.4)
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(on notera que la normalisation est 7" et non 7' — |h|). Pour la fonction de corrélation, on prend
. r (h)
pr(h) = =—=.

1 (0)

On définit pour p € [1,T] l'estimateur fp de la matrice de corrélation du vecteur X =
(X1,... ,Xp)T, défini par

I'estimateur

(3.6.5)

R 366

Proposition 3.51. Si 77 (0) # 0, alors la matrice fp est définie positive.

Pour h € [1,T — 1], on estime 7 (h) par 71 (h), la h® composante du vecteur

3.7 Fonction génératrice de ’auto-covariance

Définition 3.52. Soit (X,),., un processus stationnaire au second ordre, de fonction d’auto-
covariance yx (+). On suppose qu’il existe 6 tel que pour tout z € Cs ={z € C,1 - < |z| < 1+ 6},

> x ()] ]2]" < oo (3.7.1)
heZ
La fonction génératrice de l’auto-covariance est donnée par
Gx (2) = vx (h) 2" (3.7.2)
heZ

Si (Xt),cz est un bruit blanc faible, alors Gx (z) = o pour tout z € C.

Proposition 3.53. Soit (1;),., un bruit blanc faible de variance o*

et soit (a;);c; une famille
de réels telle qu’il existe 6 > 0 pour lequel la série Y ,_, |a;||z|" converge pour tout z € Cs5. On
pose @ (z) = >, , a2,z € Cs. Soit (Xy),, le processus défini par Xy = ® (B) .
Alors la fonction génératrice de l’auto-covariance de (Xy),.,, est donnée par Gx (z) = 0?® (2) ® (1/z),

ou z est tel que z,1/z € Cs.

4 Les processus moyennes mobiles

4.1 Définition et principales caractéristiques

Définition 4.1. Soit g € N*. On appelle moyenne mobile d’ordre q (noté MA (q)) tout processus

admettant la représentation
q
X =QB)m =1~y Oxthr, (4.1.1)
k=1

0t Q (+) est un polyndéme a coefficients réels d’ordre q défini pour z € C par Q (z) = 1=>_1_, 02",

0y # 0 et (ny),oq est un bruit blanc faible de variance o°.
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Proposition 4.2. Soit (X;),., un processus MA (q) de polynéme Q (-). On suppose que toutes
les racines de Q () sont de module strictement supérieur a 1. Alors le bruit blanc d’innovation
e =X, —EL(X; | HY,) est égal a .

Proposition 4.3. Soit (X;),., un processus MA (q) de polynéme Q (-). On suppose que Q (-)
n‘admet aucune racine de module 1. Alors il existe un polynome Q (-) dont toutes les racines
sont de module strictement supérieur a 1 et tel que X; = Q (B) &, ot (€4),c5 est un bruit blanc

faible.

Définition 4.4. Soit (X,),., un processus MA (q) défini par X, = Q (B)n, ot (n;),e, est un

bruit blanc. Si toutes les racines de Q) sont de module différent de 1, le polynome Q (-) comme
dans la Proposition J.5 est appelé polynome canonique.

Proposition 4.5. Soit (X;),., un processus MA (q) défini par X; = Q (B)n, ot Q(z) = 1 —
Sty 002" et (e),ey est un bruit blanc faible. Alors la covariance de (Xy),, est donnée par

q—h

v(h)=E [773] Z 0i0i 111 {0<h<q}; (4.1.2)

i=0
ot 90 =—1.
Remarquons que si h > ¢, alors y (h) = 0.

Proposition 4.6. Soit (X;),., un processus stationnaire au second ordre. On suppose qu’il existe
q =1 tel que si h > q, alors yx (h) = 0. Alors (Xy),e, est un processus MA (q).

Corollaire 4.7. Soient (Xy),., et (Y1),o, des processus stationnaires au second ordre et centrés.
On suppose que (Xy),c, est un processus MA (q1), que (Y;),e, est un processus MA (qz) et que
pour tous s,t € Z, E[X,Y;] = 0. Alors le processus (Zy),c,, défini par Z, = Xy+Y; est un processus
MA (max{q,q2}).

4.2 Estimation d’un modele moyenne mobile

Dans la pratique, on ne connait pas la fonction d’auto-covariance ni celle d’auto-corrélation.
On l'estime par

T—|h| T
pr(h) =Y (Xi—fir) (Xegw — i) /Y (X = fir)?, (4.2.1)

ou

T
1
fir = — ;Xt. (4.2.2)
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Proposition 4.8. Soit (X;),., un processus MA (q), c’est-a-dire que X, = 1, — > 5, 0o, 0t
(Mt)1ez st un bruit blanc fort. Pour tout h > q, la suite (\/TﬁT (h)) " converge en loi vers
T3|h

=

une loi normale centrée de variance

@)=Y (pk=n)"= > (p(k=h)=1+2p(1)"+---+20(a)". (4.2.3)

Ceci permet de construire les intervalles de confiance suivants : pour tout h > ¢, P (pr (h) € I,4) =
1 — «a, avec

faa = [_@_1 (1-3) (1+22Z21P2 (Q))I/z,cpl (1-2) (1+22221p2 <q))”2] |

2 T 2 T

(4.2.4)

ol ® désigne la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite et ®~! sa réciproque.
En pratique, on cherche a savoir si des observations X,..., X7 sont issues d’un processus
MA (g). On se fixe une erreur (typiquement, o = 0.05). On calcule I'intervalle de confiance estimé

o [ () () T () (HF) ] e

Si pour tout A > 1, on trouve que pr (h) € fl,a, on accepte que les observations provienne d’un
processus MA (1). Sinon, on recommence avec ¢ = 2. En posant

fua = [_‘Dl (1-3) (1”2%:1’?%(’{))1/2,@1 (1-%) (1+22221ﬁ%<k>>1/1 |

2 T 2 T

I’ordre du processus est donné par
q = inf {q > 1,pr(h) € fq@ pour tout h > q} . (4.2.6)

Si on trouve des estimations en dehors des intervalles de confiance (en pratique pour h > 20),
on rejette '’hypothese d’un modele MA.

Pour estimer les coefficients, on fait appel a I’algorithme des innovations.

5 Les processus autorégressifs

5.1 Définition et principales caractéristiques

Définition 5.1. Soit p € N*. On dit que (X;),., est un processus auto-régressif d’ordre p (noté
AR (p)) si (Xy),ey est stationnaire au second ordre et est solution d’une équation de récurrence
de la forme

p
PB) X, =X, - &X,=n, (5.1.1)
k=1
ou P (-) est un polynome a coefficients réels et de degré p et (1;),c est un bruit blanc faible de

variance 2.

22



On notera qu’un processus vérifiant I’équation de récurrence P (B) X; = 1, n’est pas nécessairement
stationnaire.
Par la Proposition 3.38 :

e Si P(-) n’a aucune racine sur le cercle unité, alors (X;),., est inversible et s’écrit sous la

forme

Xi =) aimi, (5.1.2)

i€z
olt (a;),c est absolument sommable.

e Si P (-) n’a aucune racine sur le disque unité fermé, alors (X;),., est causal et s’écrit sous

la forme

Xe =) aimi, (5.1.3)
=0

ol (a;),5, est absolument sommable.

Remarquons que si (X;),., est inversible, alors ce processus est nécessairement stationnaire au
second ordre et centré.

Proposition 5.2. Soit (X;),., un processus AR (p) défini par léquation P(B)X; = n. Si

(Xt),ep est causal, alors son bruit blanc d’innovation est le processus (0;),cy-

Comme pour les processus MA, on peut écrire un processus AR en fonction de son bruit

blanc d’innovation.

Proposition 5.3. Soit (X;),., un processus AR (p) défini par P (B)X; = n,. On suppose que
P(-) n’a aucune racine sur le cercle unité. Alors il existe un polynome P (-) n’ayant aucune

racine dans le disque unité fermé et tel que P (B) X, = &, ot (€t)ez, est un bruit blanc.

Définition 5.4. L’écriture P (B) X, = &, ol (€t)1ez €St un bruit blanc et les racines de P sont

toutes de module strictement supérieur a 1 est appelée forme canonique de (X¢),cy-

Proposition 5.5. Soit (X;),., un processus AR (p) défini par P (B) X, = n;, ot P () a toutes
ses racines en dehors du disque unité.

1. La fonction d’auto-covariance est donnée pour tout h € N* par

vx (h) =E [15] Y aiaisn. (5.1.4)
i=0
Pour h e N, on a
p
yx (B) =Y @y (i—h). (5.1.5)
i=1

2. La fonction d’auto-corrélation partielle T (-) est telle que

7(p) = &, et 7(h) =0 pour h > p. (5.1.6)
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Proposition 5.6 (Equations de Yule-Walker). Soit (Xi)iep un processus AR (p) défini par

P (B) X; =mn, ot P(-) n’a aucune racine dans le disque unité. On a
p
E 5] =v(0) = > & (i), (5.1.7)
i=1

et pour h > p, (p(l),...,p(h))T :Fh(CI)l,...,CIDh)T, ot ®; =0 sii>p et '), est la matrice de
corrélation du vecteur (X1,...,X5)".

5.2 Estimation d’un modele autorégressif

On cherche a estimer les coefficients d’un processus auto-régressif. Tout d’abord, il faut estimer

I'ordre. Le point clé est que dans 1’équation
h
EL (X | Xio1, o Xon) = ) 0%, (5.2.1)
j=1

si (X¢),ez est un processus AR (p), alors @, = 0 pour j > p. Or on sait que les coefficients ®;
peuvent s’exprimer a ’aide de la fonction d’auto-corrélation partielle.

On pose
T—|h|

pr(h) =Y (X — fir) (Xeqn — Air) /Y (Xy = fir)*, (5.2.2)

t=1 t=1
ou

T
1
fir = ;Xt. (5.2.3)

—~ —~ —~ T |
Un estimateur de @ = (&, ..., CI>h)T est donné par @gl) = <<I>1, . ,<I>h> =T (pr(1),....pr (h))T.

Proposition 5.7. Soit (X;),., un processus AR (p) causal défini par P (B) Xy = n¢, 0t (1),eq,
est un bruit blanc fort. Alors pour tout h > p, la suite <\/T<f)grh)> converge vers une loi

T>1
normale centrée réduite.

On pose alors
ﬁ:inf{r >1,Vh>r,

@h‘ <o (1-a/2) VT}, (5.2.4)

ot @' (u) désigne le quantile d’une loi normale centrée réduite. On prend en pratique a = 0.05.
Pour estimer les parametres, on utilise les équations de Yule-Walker.

5.3 Prédiction d’un processus AR (p)
Proposition 5.8. Soit (X;),., un processus AR (p) sous sa forme canonique. La meilleure
prédiction de Xty a partir de Xy, ..., X est donnée par
P
EL(Xren | X1, X7) =Y OEL (Xrns | Xi,.... Xp). (5.3.1)
i=1
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On peut estimer & I'horizon h de maniere récursive. On estime EL (Xpiq | Xy,..., X7)

par )?T—H = Zle EISXTH_%'. On se base sur cette estimation de Xr,; pour en fournir une de
EL (X742 | Xi,... 7XT) :

A~ A~ A~ p A~

Xrpr =01 Xp0 + Y X7 (5.3.2)

=2
On peut également estimer les résidus. Pour un AR (p) causal :

p
=X —EL(X, | HY) =X, - > X, (5.3.3)
i=1
et les résidus sont estimés par
p
Mo=X—Y ®X,; te[p+1,T]. (5.3.4)
i=1

En cas d’adéquation au modele AR (p), les observations {7jr,t € [p+ 1,7]} doivent étre issues
d’un bruit blanc faible.

6 Processus ARMA

6.1 Définition

Définition 6.1. Soient (p,q) € N. Un processus autorégressif moyenne mobile d’ordres (p,q)
(noté ARMA (p, q)) est un processus (X;),c, stationnaire au second ordre, centré, solution d’une
équation de récurrence de la forme

P(B)X;=Q(B)n, tel, (6.1.1)

ot Pz 1 =30 &2, &, #0,Q: 2z 1—>1_ 602", 0, # 0 et (), est un bruit blanc

faible de variance o?.

On cherche dans un premier temps a simplifier ’équation de récurrence (6.1.1). On suppose
que les polynomes P (-) et @ (-) ont une racine commune g de module différent de 1. On peut alors
exprimer P (-) sous la forme P (z) = (1 —z/p) Py (2) et Q(2) = (1 — z/pn) Q1 (z), ou P (0) =
Q1 (0) = 1. Ainsi, (X;),., vérifie I'équation de récurrence

(I - %B) Py (B) X, = (I _ %B) Q1 (B)m (6.1.2)

Comme lopérateur I — p~'B: V — V est inversible, (X;),c, est solution de I'équation de
récurrence

P (B) X; = Q1 (B) n:. (6.1.3)

On peut ainsi < éliminer > les racines communes de P (+) et Q) (+) , ce qui nous mene a la définition

suivante.

Définition 6.2. Soit (X;),., un processus ARMA (p,q) solution de I’équation de récurrence
(6.1.1). On dit que le processus (Xy),c, est donné dans sa représentation minimale si les racines
communes de P (-) et Q(-) sont toutes de module différent de 1.
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6.2 Représentation d’un processus ARMA (p,q) en MA (c0)

Proposition 6.3. Soit (X;),., un processus ARMA (p, q) défini par (6.1.1).

1. Si P (-) n’a aucune racine sur le cercle unité de C, alors le processus (Xy),o, est inversible

et s’écrit sous la forme
X, =Y O, tel, (6.2.1)

i€z
ot (®F),cy est absolument sommable.
2. Si P () n'a aucune racine sur le disque unité fermé de C, alors le processus (X;),c, est

causal et s’écrit sous la forme
X, =Y O, tel, (6.2.2)
i=0
ot (®F)., est absolument sommable. De plus,

Go=1 ¢t B} = —0; + > B} . (6.2.3)
k=1

6.3 Représentation d’un ARMA (p,q) en AR (c0)

Proposition 6.4. Soit (X;),., un processus ARMA (p, q) défini par (6.1.1).

1. Si Q(-) n'a aucune racine sur le cercle unité, alors (1),cq est inversible et s’écrit sous la

forme

m=y 0:X,,, tei (6.3.1)

i€z
ot (07),c, est absolument sommable.

2. SiQ () n’a aucune racine sur le cercle unité, alors (n;),., est causal et s’écrit sous la forme
= i 0:X, ., teZ, (6.3.2)
i=0
ot (07);2, est absolument sommable. De plus,
0y =1cet0 =—d,+ i@;ﬁjk. (6.3.3)
k=1

La démonstration serait un copié-collé de celle de la Proposition 6.3 en échangeant les roles
de P () et Q(-) ainsi que ceux de (1¢),cq et (Xt),ez-
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6.4 Innovation d’un processus ARMA

Comme ce fut le cas pour les processus MA et AR, le processus (1), n'est pas nécessairement

le bruit blanc d’innovation du processus (X;), ;.

Proposition 6.5. Soit (X;),., un processus ARMA (p, q) défini par (6.1.1). Si toutes les racines
de P (-) ainsi que toutes celles de Q) (-) se trouvent a l’extérieur du disque unité fermé de C, alors
(Xt)yez est un processus ARMA (p, q) de bruit blanc d’innovation (1),
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