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1 Rappels sur les variables aléatoires discretes

Nombre de fagons de choisir p éléments dans un ensemble de n éléments

avec ordre | sans ordre

avec répétition nP Ch i

AP » »
sans répétition AP Ccr

Définition 1.1. Soit F un ensemble de parties de 2. On dit que F est une tribu si :
1. Qe F (Q est l'événement certain) ;
2. Si AeF, alors A° € F;

3. 51 (A, n € N) est une suite d’éléments de F, alors |, . An € F.

neN

Définition 1.2. Soient A et B deux événements tels que P(B) > 0. La probabilité conditionnelle
de A sachant B notée P(A|B) est définie par :

P(AN B)
P(A|B) = ————

(A1m) ="
Proposition 1.3. Soient A et B deux événements tels que P(B) > 0. On a

P(AN B) =P(B)P(A|B).
Si de plus P(B¢) > 0 (et donc P(B) < 1), on a la formule de décomposition suivante :
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B°),
et la formule de Bayes
P(A[B)P(B)

(A|B)P(B) + P(A|B)P(B¢)

P(BIA) = o
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Définition 1.4. On dit que deux événements A et B sont indépendants ssi
P(AN B) =P(A)P(B).

Une famille au plus dénombrable d’événements (A;,i € 1), (A; € F,Vi € I) est indépendante ssi

pour toute sous-famille finie J C I, on a

P (ﬂ Ai> =[P4
ieJ ieJ
Dans cette section, (€2, F,P) désigne un espace de probabilité, tel que €2 soit au plus dénombrable.
Soit E un espace muni de la tribu P(E) (ensemble des sous-ensembles de E). On appelle
variable aléatoire discrete a valeurs dans E toute application X : 0 — E. Le plus souvent
E =N,Z,R ou R%
On note Px la fonction définie pour tout A € P(E) :

Px(A) =P({X € A}) =P(X € A).

Px qui est une probabilité sur E, est appelée la loi de la variable aléatoire X ou encore sa
distribution.
Soit {zy,k =1,2,...} Pensemble des valeurs que X peut prendre. La loi de X est caractérisée

par les données :

Lorsque E = R, on dit que X est une variable aléatoire réelle.
Propriété. Soit g une fonction réelle telle que

> lglza)lpr < oc.

La variable g o X que l'on note souvent g(X) admet un moment d’ordre 1, avec

Elg(X)] =) glwn)pe-

Inégalité de Markov. Soit a > 0. On a P(|X| > a) <

Inégalité de Tchebychev. Soit a > 0. On a P(|X| > a) < E[GLQ].

Inégalité de Jensen. On suppose que X est intégrable. Soit ¢ une fonction convexe. Si
E [¢(X)] existe alors on a I'inégalité suivante :

P(E[X]) <E[p(X)].

Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit (X,Y) un couple de variables réelles. On suppose
que X? et Y2 sont intégrables. Alors XY est intégrable et on a

E[XY]] < VE[X?E[Y?].
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type de loi | parameétre(s) | valeurs prises loi
constante c P(X =c¢)=1
Bernoulli p € [0,1] {0,1} PX=1)=petP(X=0)=1—p.
binomiale | n € N* p € [0, 1] {0,...,n} P(X =i)=C!p' (1 —p)""
géométrique p €]0,1] N* P(X =n) =p(l —p)"!
Poisson A>0 N P(X =n) =e 2

TABLE 1 — Lois discretes usuelles

Définition 1.5. La fonction génératrice de X est la fonction Gx : [0,1] — [0, 1] définie par

o0

Gx(s) =E[s¥] = ZS"IF’(X =n), sel0,1],

avec la convention 0° := 1.

Définition 1.6. Soient X,Y deux variables discrétes définies sur le méme espace probabilisé. La
loi conditionnelle de Y sachant X notée L(Y|X) est la donnée de P(Y = y|X = x) pour x ety

n=0

appartenant respectivement au support de la loi de X et de la loi de Y .

2 Variables aléatoires continues

Définition 2.1. On dit que f est une densité si f est positive, intégrable et d’intégrale égale a

1.

Définition 2.2. Soit X une variable réelle. On dit que X a pour densité fx si pour tout borélien

B

)

On dit alors que X est continue.

P(X € B) = /BfX(a:)da:

Théoreme 2.3. St X admet la densité fx et si g est une fonction sur R telle que

alors g(X) admet un moment d’ordre 1 avec

En particulier,

Bly(0) = [

R

Aww»&@Mx<m

g(x) fx(z)dr < oc.




1. si [o|z|fx(z)de < oo, alors X admet un moment d’ordre 1, avec

E[X] = / rfx(x)dr < oo.
R
2. Si I est un intervalle, alors

]P(XE[):/IfX(x)dx<oo.

Définition 2.4. On appelle fonction de répartition de X (a valeurs réelles) la fonction Fx :
R — [0,1] donnée par :

Fx(z) = Px(] — 00, 2]) = P{X < z}),z € R.

Ainsi, la fonction Fx est croissante avec lim, o Fix(z) =0 et lim, 10 Fx(z) =1et Fx

est continue a droite, sa limite a gauche au point z vaut

Fx(x—) (: lim FX(y)) =P{X < z}) = Px(] — o0,2)).

Yy—xr—

Définition 2.5. On dit que F: R — [0,1] est une fonction de répartition si F' est croissante
avec lim, ,_ o F(x) =0 et lim,, o F(z) =1 et F est continue a droite, et a une limite a

gauche en tout point x.
Proposition 2.6. La fonction de répartition Fx caractérise la loi de X.

Proposition 2.7. On suppose que X a une fonction de répartition Fx continue et dérivable
A-presque partout. Alors X admet pour densité fx = F%.

Nom de la loi | parameétre(s) densité espérance
Uniforme a<b =1y, () atb
Exponentielle 6>0 fx(z) = 0e % 1g+ (z) 5
Gamma Aa>0 fx(z) = %xa’le*’\xlﬂh (7) <
Canchy fx(a) = Lo
gaussienne peER 0?2>0 \/;76_% U

Proposition 2.8. Soient X/, .

1, et soient aq, .

moment d’ordre 1, et

TABLE 2 — Lois a densité usuelles

n

E

=1

=1

.., X, des variables réelles admettant toutes un moment d’ordre

.., ay des réels quelconques. Alors la variable Y  a;X; admet également un




Proposition 2.9 (Inégalité de Markov). Soit X une variable réelle qui admet un moment d’ordre

1. Pour tout a >0, on a
El[|X
a

Définition 2.10. On dit qu’une variable réelle X admet un moment d’ordre n si E[|X]|"] < oco.

Proposition 2.11. Soient 0 < p < q. St E[|X]9] < o0, alors E[|X|P] < co. En particulier, si X

admet un moment d’ordre n, alors elle admet des moments de tous ordres m < n.

Définition 2.12. Si X admet un moment d’ordre 2, alors elle admet un moment d’ordre 1. On

pose alors

Var (X) := E [X?] — [E[X]]?,
et on appelle cette quantité la variance de X. On a en plus
Var (X) =E [(X —E[X])?].
Par conséquent Var (X) > 0 et on appelle ox := \/Var (X) ’écart-type de X.

Proposition 2.13. 1. Une variable aléatoire est constante avec probabilité 1 ssi sa variance

est nulle. La variable est alors €gale a sa moyenne avec probabilité 1.

2. Soit X une variable réelle ayant un moment d’ordre 2, et soient a et b deux réels. Alors

aX + b admet ausst un moment d’ordre 2, avec
Var (aX +b) = a* Var (X).

Proposition 2.14. Soit X une variable qui admet un moment d’ordre 2. Pour tout réel a > 0,

on a

Var (X)

PIX -E[X]| > ) < -2

Proposition 2.15. Soit F': R — [0,1] la fonction de répartition associée a la loi de probabilité
wsur R, de., F(z) = pu(] — oo, x]). Soit F< :[0,1] — R linverse continue a gauche de F, i.e.,

Fo(z) =inf{y e R: F(y) > x},z €]0,1].

Si X suit une loi uniforme sur [0,1], alors la variable Y = F*(X) suit la loi p.

3 Vecteurs aléatoires

Définition 3.1. Soit X = (X1,..., Xn) un vecteur aléatoire a valeurs dans RY. La fonction de
répartition de X est

Fx(xy,...,zn) = Px(] —o0,x1] X - X] — 00, 2y])



Définition 3.2. On dit que X = (X1,..., Xy) a pour densité fx si pour tous z1,...,xy € R,

Fx(xy,...,zNn / / fx(uy, ..., uy)duy ... duy.
]—o0,z1]X...]—00,zN]
Proposition 3.3. Si X = (X1,...,Xy) a pour densité fx, alors \-presque partout,
i )= 2L by <o Xy <o), ) e RY
Ti,.o,IN) = —————— <@, ., < aw), Ti,...,@ .
X 1 s LN axlaQ?N 1 1 N N 1 N

Théoréme 3.4. Soit X = (Xy,..., Xy) ayant pour densité fx. Si une fonction g : RY — R est

telle que
/ /\gxl,..., ) fx(x1,...,zn)dey .. .dey < oo
alors la variable réelle g( Xy, ..., Xy) admet un moment d’ordre 1, avec
Elg(Xy,...,X / / (x1,...,2n) fx(z1,...,xNy)dey ... day.
RN

En particulier, pour tout borélien B de RV :

P(X € B) / /fX T, ..., xy)dxy ... dTy.

Définition 3.5. Soit X = (Xq,...,Xy) un vecteur aléatoire. Si Xy,..., Xy admettent toutes
un moment d’ordre 1, alors le vecteur

E[X]=(E[X],...,E[XN])
est appelé l'espérance de X.

Définition 3.6. Soient X et Y deux variables réelles admettant toutes des moments d’ordre 2.
Alors
Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y —E[Y])]

est appelée la covariance entre X etY.

Proposition 3.7. §i X et Y admettent un moment d’ordre 2, alors
1. Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
2. Cov(X, X) = Var (X)
3. Cov(X,)Y)=E[XY]-E[X]|E[Y]
4. Cov(aX 4+ b,cY +d) = acCov(X,Y) pour tous réels a,b,c,d,
ar (

5. Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y) + 2Cov(X,Y).

Définition 3.8. Si X et Y admettent des moments d’ordre 2, alors
Cov(X,Y)
\/Var (X)4/Var (Y

est appelé le coefficient de corrélation entre X et Y.

p(X,Y) =
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Définition 3.9. Soit X = (Xi,... Xy) un vecteur aléatoire telle que chaque composante admet
un moment d’ordre 2. On appelle

Var (Xl) COV(Xl,XQ) N COV(Xl,XN)
Cov(X1, X2) Var (X5) ... Cov(Xs, Xy)
¥ =
COV(Xl, XN) COV(XQ, XN) ce Var (XN)

la matrice de variances-covariances de X . 1l s’agit de la matrice symétrique X = (045)1<ij<N QVEC
055 = COV(XZ',X]'>.

Proposition 3.10. La matrice ¥ est positive au sens que pour tout a = (aq, . .. ,CLN)T € RV,

a'Ya = Z oija; a; = 0.

1<i,j<N

Proposition 3.11. 1. Si Xq,..., Xy sont des variables réelles admettant toutes un moment
d’ordre 2, alors

N
Var (X + -+ Xy) =Y Var(X;)+2 ) Cov(X;,X;).
=1

1<i<j<N
2. 81 Xq,...,Xu, Y1,..., Yy sont des variables réelles admettant toutes un moment d’ordre
2, alors pour tous réels ay,...,ap,b1,...,bn :
M N M N
Cov (Z aiXi, Z b]Y;> = Z Z a; bj Cov (Xu Y]> .
i=1 j=1 i=1 j=1

Théoréme 3.12. Formule du changement de variables Soit X un vecteur aléatoire a valeurs
dans un ouvert A C RN (souvent A = ]RN) qui admet comme densité fx = fx1a. Soit

h:A—D

(avec D C RY ) une fonction bijective, C1, a réciproque C* (i.e., les dérivées particlles existent et
sont continues). On note h*™ la réciproque de h (ou h™1). Alors le vecteur aléatoire Y = ho X =
h(X) a pour densité

fx (R (y))

5 ) = (et (Tae (8] (5 ()]




ou Jac (h) (x) est le jacobien de h en x : en notant h = (hy,..., hx),

Oh1(z1,...,TN) Oh1(z1,...,.oN)
82171 e 8(2]\]
Jac (h) (z) =
Ohn (z1,...,xN) Ohn (z1,...,xN)
ox1 oxr N
Définition 3.13. Soit X = (Xy,..., Xy) un vecteur aléatoire. On appelle loi marginale la loi

de tout sous-vecteur (X, ..., X;, ) (avec k < N) extrait de X .

Proposition 3.14. Soit

FX1 7777 XN(.CEl,..‘,.Q?N) = P(X1 ..... XN)(]—OO,ZEl]X"'X]—OO,ZBN])

= P(Xy <p,..., Xy <ap)

la fonction de répartition de (Xi,...,Xn). Soit 1 < k < N. Alors la fonction de répartition de
(Xq,..., Xy) est

On écrit souvent

FX1 ..... Xk(.Il,...,l‘k):FXl 77777 XN($1,...,xk,+OO,...,+OO).

En particulier, la loi (marginale) de X; est donnée par sa fonction de répartition

Fx,(x;) = Fx,...xy(+00,..., 400, x;,+00,...,400).
Proposition 3.15. Si f(x,,. x,) est la densité du vecteur aléatoire X = (X1,...,Xn), alors le
vecteur aléatoire (Xy,..., X)) admet la densité
fxi Xk(xlv ,xk) = / X Ixi, Xn(ml, -axn)dkarl odxy,
Rn—

Définition 3.16. Si fx(x) # 0 alors la fonction de la variable y :

~ fxwn(z,y)
fY|{X:;E} (y> - fX (ZE)

est une densité. FElle est appelée la densité de la loi conditionnelle de Y sachant X = x.

On a
P(Y € A|X =2) = /AfY|{X;B}(y)dy-

ainsi que la formule de Bayes :

fxn(z,y) Tyiix=23() fx(x)

Fxitr=p (@) = o) [ = (W) fx(u)du
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Définition 3.17. Soit ¢ une fonction. On suppose que ¢(X,Y") est intégrable et que X est une

variable continue. Définissons la fonction ¢ par ¥(x) =0 si fx(x) =0 et

Y(x) :/¢($7y)fY|{X:x}(y)dy si fx(x) #0.

La variable 1(X) est l’espérance conditionnelle de $(X,Y) sachant X. On la note E [¢(X,Y)| X].
Par convention, on note ¥(x) = E[6(X,Y)|X = z].

Définition 3.18. Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans R% et RY | respective-
ment. On dit que X et'Y sont indépendantes si pour tout A € B (]Rd) et tout B € B (Rd/),

P(X € AY € B)=P(X € A)P(Y € B).

Quand on exprime l'indépendance en termes des distributions, on obtient que deuz variables X
et Y sont indépendantes ssi Pxyy— la loi du couple (X,Y)— vérifie

Pixy)(A x B) = Py(A)Py(B),VA € B(RY),B € B (Rd’) .

Autrement dit, la loi Pxyy sur B (Rd X Rdl) est la loi produit Px ® Py .

Proposition 3.19. Pour que deuz variables aléatoires X et'Y soient indépendantes, il faut et il
suffit que
Efg1(X)g2(Y)] = E [91(X)] E [g2(Y)]

pour toute fonction bornée gi: R* — R et toute fonction bornée go: RY — R.

Définition 3.20. On dit que n variables X, ..., X, sont indépendantes si
P(Xl €A,....X, € An) = P(Xl S Al) .. P(Xn € An), VA, € &,... VA, € &,.

Ceci équivaut a
Efg1(X1) ... gn(Xn)] = E[g1(X1)] . .. E [gn(Xy)]

pour toutes les fonctions bornées g : Ep — R.
Théoreme 3.21. Les variables réelles X1, ..., X, sont indépendantes ssi
F(X1 7777 Xn)(xla---yxn):FXl(xl)---FX,L(:L‘n) V(l‘l,...,l‘n) c R"™.

Théoreme 3.22. Soit (X1, ..., X,) un vecteur aléatoire a densité. Alors Xy, ..., X, sont indépendantes
581

f(X1 ..... Xn)($1, . ,J]n) = le(l’l) . an(:L’n) V(l’l, . ,$n) e R"

pour presque tout (xq,...,x,) € R™.

Proposition 3.23. Si la densité du vecteur aléatoire (X1,...,X,) se factorise
f(X1 ..... Xn)(JUl, ) = gx, (T1) - gx, (T)

alors X1, ..., X, sont indépendantes.



Soit X une variable de densité fx & valeurs dans RY muni du produit scalaire (t, X) =
LotX
2 =1 1 X

Définition 3.24. L’application ¢x : RN — C donnée par

ox() = B[] = [ ot

RN

s’appelle la fonction caractéristique de X.

Théoreme 3.25. Deux variables aléatoires X et Y ont méme loi ssi ox = ¢y . Autrement dit,
comme son nom lindique, la fonction caractéristique ¢x caractérise la loi de X.

Théoreme 3.26. Les variables réelles X, ..., X, sont indépendantes ssi

VE=(tr,....tn) ER", Gixyx(t) = [ [ dx, (t) -
k=1

Proposition 3.27. Supposons que la variable réelle X admet un moment d’ordre n > 1. Alors
ox est de classe C™ (n fois dérivable et la dérivée n-éme continue) et

o) (1) = "E [X"e"X],  teR.
En particulier
(0)

E[X"] =

Z‘n

4 Théoremes fondamentaux en probabilité

Définition 4.1. On dit que la suite (Xn)7121 converge en probabilité vers une variable X si pour
tout € > 0
lim P(|X, — X| >¢)=0.

n—oo

Proposition 4.2. Si X,, — X en probabilité et si f est une fonction continue sur R, alors
f(X,) — f(X) en probabilité.

Définition 4.3. Pour tout p > 1, on dit qu’une suite (Xn)7121 de variables converge en moyenne

d’ordre p vers une variable X si

lim E[|X, — X["] = 0.

n—oo

Lorsque p = 2 on dit également que X,, converge vers X en moyenne quadratique.

Proposition 4.4. Si X,, — X en moyenne d’ordre p, alors la convergence a encore lieu en

probabilité.

Définition 4.5. La suite (X,),-, converge presque sirement vers X si P ({lim, o X,, = X}) =
1.
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Si pour tout € > 0
+o0o

> P(IX, - X|>¢) <0
n=1
alors (Xn)n?1 converge presque sirement vers X.
Loi faible des grands nombres. Soit (Xn)n21 une suite de variables indépendantes, intégrables
et de méme loi (continue ou discréte). On note X,, = % w1 Xi la moyenne empirique. Alors

la moyenne empirique converge en probabilité vers E [X1], i.e., pour tout e > 0 :

lim P (| X, —E[Xj]| >¢) =0.

n—oo

Loi forte des grands nombres. Soit (X,,),., une suite de variables indépendantes, intégrables
et de méme loi (continue ou discréte). On note X, = % Yoy Xi la moyenne empirique. Alors
la moyenne empirique converge presque sturement vers E[X;].

5 Convergence en loi

Définition 5.1. On dit qu'une suite de variables (X;);5, a valeurs dans RY (donc une suite
de vecteurs aléatoires) converge en loi vers une variable X (a valeurs dans RY) si, pour toute
fonction f continue bornée sur RY,

E[f (Xn)] = E[f(X)].

Proposition 5.2. Si (X,,), ., est une suite de variables réelles qui converge en probabilité vers

une variable X alors (X,),-, converge également vers X en loi.
Théoréme 5.3. Soient (X,,),, une suite de variables réelles. Soit Fx la fonction de répartition
d’une variable réelle X . Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (Xy),s; converge en loi vers X,
2. stz est un point de continuité de Fx, alors lim, o, Fx, (x) = Fx(x).
Théoréme 5.4. Soit (X;),., une suite de variables réelles indépendantes et identiquement dis-

tribuées avec E[X? < oo. On note S, = X; + -+ + X,, la somme partielle au rang n et

0? = Var (X). Alors
S, — nE [X]

NG

converge en loi vers une N (0, 0?).

6 Statistiques exhaustives et modeles dominés

Définition 6.1. On appelle modéle statistique tout couple (X, (Pg)aea) ot

e X est un ensemble dit espace des observations,
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e O est un ensemble dit espace des parameétres et (Pg)y.q est une famille de probabilités

définies sur une tribu fizée de parties de X.

Définition 6.2. Une mesure p sur (X, A) est o—finie ssi il existe une suite { A, }n>1 d’événements
de A telle que Up>1A, =X et Vn > 1, u(A,) < 0o, autrement dit, X est une union dénombrable

d’événements de mesure finie.

Définition 6.3. Un modéle (X, (Pg)oco) est dit dominé s’il existe une mesure o-finie p vérifiant
Vo € O : Py < p,
i.e., VA mesurable p(A) = 0 implique que pour tout 6 € ©, Py(A) = 0.

Dans le cadre de la statistique inférentielle, on dispose d’une observation x régie par une loi
de probabilité Py dépendant d’'un parametre inconnu 6 et que le principe de base adopté consiste

a n’effectuer d’inférence sur la valeur 6 qu’au travers de l'information contenue dans z.

Ezemple 6.4. Supposons que I'observation x soit un échantillon (z1, ..., xz,) de la loi de Bernoulli
de parametre 6. Ainsi ’espace des observations X est ’ensemble {0, 1}" et 'espace des parameétres
© est U'intervalle [0, 1]. Intuitivement, comme il s’agit d’une situation d’échantillonnage, il semble
que l'on ne perde rien, vis-a-vis de 0, a considérer le nombre de composantes x; égales a 1

a la place de I’échantillon complet (z1,...,x,). Notons ¢ la statistique correspondante, soit
Gz, ..., xn) > > xp Ve = (z1,...,2,) € Xet Yy € {0,1,...,n},0ona
Po[{z} N ¢ =y
Pol{x}tlo=y| =
o= =

[l 07 (1—0)™
Clov(1 — 0)v
1

= o si > x; =y (et 0 sinon).

si > x; =y (et 0 sinon)

Clairement cette probabilité conditionnelle est indépendante de 6 ainsi la statistique ¢ est bien
exhaustive.

Définition 6.5. On dit qu’une statistique ¢ définie sur un modéle statistique (X, (Pg)gco) est
exhaustive sl existe une version de la probabilité conditionnelle P(.|¢) commune d chacune des
probabilités Py, i.e., indépendante de 0. Si tel est le cas, A étant la tribu considérée sur X et
(Y, B) étant l’espace image de ¢, on a

VO € O,VA € A VB e B:Py(AN¢'(B)) = / P(Alp = y)p(Py)(dy).
B
Définition 6.6 (Vraisemblance). La vraisemblance d’un échantillon (xy, ..., xz,) est

P(X; =x1,..., X, =x,,0) siles X; sont de lois discrétes.
LO,xq,...,x,) =

fxy x, (1,2, 0) si les X; sont de lois continues.
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Dans le cadre d’un modele d’échantillon indépendant et identiqguement distribué, cela devient

[[P(X ==x;,0) siles X; sont de lois discrétes.
£(9,x1,...,xn) = =l

n
[T f(x:,0) si les X; sont de lois continues.
i=1

Les densités et les probabilités dépendent du parameétre 6.

Théoréme 6.7 (Neyman-Fisher). Considérons un modéle statistique (X, (Pp)oco) dominé par
une mesure o—finie p et de vraisemblance f. Toute statistique ¢ a valeurs dans un espace Y est
exhaustive ssi il existe une application g de Y x © dans R, et une application h de X dans R,
telles que la vraisemblance f s’écrive

Ve e X,V0 € ©: f(x,0) = g(o(x),0).h(x).

Définition 6.8. Soit (X, (Pp)eco) un modéle statistique. Une statistique exhaustive ¢ est dite
exhaustive minimale si, pour toute statistique exhaustive ¢', la statistique ¢ est une fonction de
¢ (autrement dit il existe une fonction & telle que ¢ = & o ¢').

Théoréme 6.9 (Lehmann et Scheffé (1950)). Supposons que le modéle statistique (X, (Pp)oco)

admette une vraisemblance f. Soit ¢ une statistique sur ce modele. Si on a équivalence entre

f(z,0)
f(y,0)

alors ¢ est une statistique exhaustive minimale pour 6.

o(z) = o(y) <= 0 — est une fonction indépendante de 0

Définition 6.10. Soit (X, (Py)eco) un modele statistique. Une statistique sur ce modéle est dite
libre si sa loi ne dépend pas de 6.

Définition 6.11. Soit (X, (Py)gco) un modéle statistique et soit F' un sous-espace vectoriel de
Uespace des fonctions (Pg)geco— intégrables de X dans R. On dit qu’une statistique ¢ (X — Y)

est F'—compléete si, pour toute fonction g définie sur Y telle que go ¢ € F', on a 'implication
V@E@:/g0¢dP9:0:>V0€@:goq§:0 Py — ps
X
soit encore
V@G@:/gd¢(P9):0:>V9€@:g:O d(Py) — ps.
Y

Dans le cas ou F' est ’espace vectoriel des fonctions bornées, on parle de statistique bornée
compleéte ou quasi-compleéte et, dans le cas ou F' consiste en tout l’espace des fonctions (Pg)oco—

intégrables, on parle de statistique compléte.

Enfin, lorsque ¢ est l'identité sur X, on dit que le modéle (X, (Py)geco) est F'—complet (respective-
ment quasi-complet ou complet). Dans ce cas, pour toute fonction g de F (respectivement bornée

ou (Pg)geo—1intégrable), on a l'implication

V@E@:/gdl?’9:0:>v9€@:g:0 Py — ps.
X
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Théoréme 6.12. Soit (X, (Pg)oco) un modéle exponentiel de dimension n et de vraisemblance
L de la forme
Ve e X,V0 € ©: L(x,0) = 5(0).£(z). exp(o(x).a(0))

par rapport a une mesure dominante p. Si la partie «(©) de R™ est d’intérieur non vide, alors
la statistique ¢ est compleéte.

Théoreme 6.13. Soit (X, (Pyp)oco) un modeéle statistique. Si ¢ est une statistique erhaustive
quasi-compléte a valeurs dans R, alors ¢ est une statistique exhaustive minimale.

Théoréeme 6.14 (Basu). Si ¢ (X — Y) est une statistique erhaustive quasi-compléte sur
un modéle statistique (X, (Pg)oco) alors ¢ est une statistique (Py)gco— indépendante de toute
statistique libre sur ce modéle.

7 Estimation ponctuelle

Définition 7.1 (Statistique). Une statistique t est une fonction des observations xy,...,x, :

t: R™ — RY associant t(xy,...,x,) au point (x1,...,2,).

Définition 7.2 (Estimateur). Un estimateur d’une grandeur 0 est une statistique T, a valeurs

dans ’ensemble des valeurs possibles de 6. Une estimation de 6 est une réalisation t, de T,.

Définition 7.3 (Moments centrés et ordinaires). Les moments centrés et ordinaires d’une va-

riable aléatoire X sont définis par
p=E[(X —E[X])] et mp =E[X"].

Leur version empirique est

=
I
S
>
|
<

RN
W) et mk:—g XF.
n
i=1

Définition 7.4 (Moment Matching Estimation ). La méthode des moments consiste a égaler les
d premiers moments théoriques et leurs versions empiriques ou d est la dimension du parametre.

Définition 7.5 (Maximum Likelihood Estimation). La méthode par mazimum de vraisemblance
consiste a trouver la valeur du parametre maximisant la vraisemblance ou la log-vraisemblance,
c’est a dire

argmax L(0,z1,...,z,) ou argmax log L(0,xy,...,x,).
0 0
. . . . . Olog L
Des formules closes pewvent exister si les équations de vraisemblance 92(6,.) = 0 ou 2385(6,.) =

0 possedent des solutions explicites, sinon on a recours a une optimisation numérique.
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8 Qualité d’un estimateur

Définition 8.1 (Biais). Pour un estimateur T,, de 0, le biais se définit comme b(T,,) = E[T,]—6.
T,, est dit sans biais si le biais vaut zéro, sinon il est dit biaisé. T,, est dit asymptotiquement sans
biais si E[T,] — 0 lorsque n — +o0.

Définition 8.2 (Erreur quadratique moyenne). Pour un estimateur T,, de 0, l’erreur quadratique

moyenne (“mean squared error”) se définit comme MSE (T,,) = E [(T,, — 0)2}. On peut montrer

que MSE (T,) = Var (T},)) + (E [T},] — 6)*.

Définition 8.3 (Convergence en moyenne quadratique). L’estimateur T, converge en moyenne
quadratique vers 0 si et seulement si son erreur quadratique moyenne tend vers 0 quand n tend
vers linfini :

E [(T, — 6)*] — 0.

Définition 8.4 (Modele paramétrique). Un modéle paramétrique est un triplet (X, A, P)" ot X
est l'ensemble de valeurs possibles des observations (de la variable aléatoire X ), A est la tribu
des éléments observables, P l’ensemble des lois possibles pour X du type P = { P, 0 € © C R%}.
La puissance n souligne [’hypothese indépendant et identiquement distribué.

Le paramétre 0 est inconnu mais on sait qu’il est a valeurs dans ©. En pratique, A sera
I’ensemble des parties de X lorsque X est discret ou ’ensemble des boréliens sinon. A ne sera

pas mentionné.

Définition 8.5 (Hypotheses de modeles réguliers). Les hypotheses d’un modele régulier (X, { Py, 0 €
© C R} pour une mesure p sont les suivantes

(H1) X ne dépend pas du paramétre 0, i.e., le support de Py est indépendant de 6.

(H2) la vraisemblance L associée o Py est positive, i.e., V(z,0) € X x O, L(x,0) > 0.

(H3) In L est deux fois dérivables par rapport a chaque composante 6; de 6.

(Hj) On peut inverser dérivée et somme de la maniére suivante, pour toute fonction g mesurable

e [0 = [ o030 e g [ g2 o= [ o000

Définition 8.6 (Score). Sous (H1), (H2), (H3), le score pour la variable générique X est défini
comme le vecteur gradient de In L(X,0) (i.e., la dérivée de In L(X,0) par rapport a 6) :

Zy = VyInL(X,0) € R
Notons que l’estimateur de maximum de vraisemblance annule le score.

Définition 8.7 (Quantité d'information de Fisher — cas multidimensionnel). Pour un échantillon
Xi,..., X, et sous (H1), (H2), (H3), la matrice d’information de Fisher 1,(0) est donnée par

oL oL
1.(8) = (Cov(Zas, Z,)),; = (cov (8—3(9,X1,...,Xn), - (H,Xl,...,Xn)>) .
(2 Z]
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Définition 8.8 (Quantité d’'information de Fisher — casréel d = 1). Pour @ € R et un échantillon
Xi,..., X, et sous (H1), (H2), (H3), la quantité d’information de Fisher est donnée par

I,,(0) = Var (Zy) = Var (869 log £(6, X1,...,X, )) .

Proposition 8.9 (Simplification — cas multidimensionnel). Sous (H/), la quantité d’information

0?InL

De plus linformation de Fisher est additive, ainst

L(0) = nIy(0) (—n]E [gzg é(@,xg])lj.

peut se réécrire

Proposition 8.10 (Simplification — cas réel d = 1). Sous (H4), la quantité d’information peut
se réécrire

1,(0) =E

9 2 o2
(89£(9 Xl,...,Xn)) ] = {aHQIOgE(H Xl,...,Xn)].

De plus l'information de Fisher est additive, ainst

2

I,(0) = nl;(0) = —nE [8802

log £(0, X)]

Proposition 8.11 (Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao — cas multidimensionnel). Sous
(H1), (H2), (H3), (H}), pour tout estimateur T,,: R™ + R? de 6 on a

d d
—1 [Tn,i] OE [Tmi]
Var (L) > 3> (I, 00, 00,

=1 k=1

Dans le cas d’un estimateur sans biais, cela se réduit a
Var (T,,;) = (1,(0) ),
ot (I,(0) )i est appelée de borne de Cramer-Rao.

Proposition 8.12 (Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao — cas réel d = 1). Si la loi des
observations vérifie des conditions de réqularité, alors pour tout estimateur T, de 6 on a

(=)
> .
Var (T,,) > T.0)

Dans le cas d’un estimateur sans biais, cela se réduit a

Var (T,,) > 1,0

ou 1/1,(0) est appelée de borne de Cramer-Rao.
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Définition 8.13 (Efficacité — cas multidimensionnel). L’efficacité d’un estimateur T, de 0 est

définie par

d
. OR[T,;]0E[T,;] 1

. o 1 ] . :
Ef (Tn,z) ]El ;(In(g) )]k 8€] a@k Var (Tnﬂ) .

T,, est dit efficace (resp. asymptotiquement efficace) si Eft (T,,;) = 1 pour tout i (resp. si Eff (T,,;) —
1).

Définition 8.14 (Efficacité — cas réel d = 1). L’efficacité d’un estimateur T,, de 6 est définie par
()

) v

T, est dit efficace (resp. asymptotiquement efficace) si Eff (T,,) =1 (resp. si Eff (T,,) — 1).

e Si T, est un estimateur sans biais de 0, Eff (T},) = m.

e Si un estimateur sans biais est efficace, sa variance est égale a la borne de Cramer-Rao,
donc c’est forcément 'ESBVM (un ESBVM est presque stirement unique).

e Il est possible qu’il n’existe pas d’estimateur efficace de 6. Alors, s’il existe un ESBVM de

6, sa variance est strictement supérieure a la borne de Cramer-Rao.

Théoréme 8.15 (Loi forte des Grands Nombres). Soit (X;),., une suite de vecteurs aléatoires
indépendants, de méme loi, admettant un vecteur moyenne m fini de dimension d. On note

1 n
Xin . 7 2im Xia m
1
Xz' = : B Xz = : etm =
=1 1 n
Xid =i Xia ma

On a alors

1 n
— E X; —m p.s. dans R?
n

i=1

Théoréme 8.16 (Théoreme limite central). Soit (X;),., une suite de vecteurs aléatoires de
dimension d indépendants, de méme loi, selon une variable générique X admettant un vecteur
d’espérance finie E[X]| de dimension d et une matrice de variance-covariance Var (X). On a
alors la convergence en loi dans R?

NG (% ix,- _E [X]) s+ 7, 0i Z ~ Ny(0, Var (X))

Proposition 8.17 (Proprié¢té MME). Si 6 = E [X] alors Uestimateur des moments de 0 est 6,, =
X,. La moyenne empirique est un estimateur sans biais et convergent en moyenne quadratique
de E [X].
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Proposition 8.18 (Variance empirique). La variance empirique Sz =1/nY ", (XZ- — Yn)2 est
un estimateur asymptotiquement sans biais de Var (X). La variance estimée empirique S/* =
1/ (n—1)>", (Xi — Yn)Q est un estimateur sans biais et convergent en moyenne quadratique
de Var (X).

Proposition 8.19 (Propriété MLE). Sous (H1) a (H/]), siles variables X1, ..., X, sont indépendantes,
de méme loi dépendant d’un parametre réel 0, alors ’estimateur MLE 6, vérifie

o <0n> converge presque surement vers 6.
n>1

. (x/[n(ﬁ) <§n - 9)) converge en loi vers la loi normale N(0,1).

n=1

Proposition 8.20 (Méthode delta). Sous (H1) a (H/), si 0, est Uestimateur MLE de 0 et

~

est une fonction réelle dérivable alors ¢(0,) est Uestimateur MLE de ¢(0). De plus, la suite

< I,,(0) <gp((9\n) — (9))) | converge en loi vers N'(0,¢'(6)?) si ¢'(0) # 0.

nz

Proposition 8.21 (Propriété MLE). Sous (H1) a (H/}), siles variables X1, ..., X, sont indépendantes
de méme loi dépendant d’un paramétre 0 € R?, alors lestimateur MLE 0, vérifie

o <9n> converge presque surement vers 6.
n>1

o < L,(6) (é\n - 9)) converge en loi vers un vecteur aléatoire de taille d de loi normale
n=1

centrée réduite.

9 Vecteurs gaussiens

9.1 Définition et propriétés

Définition 9.1. Un vecteur aléatoire X d valeurs dans RY est un vecteur gaussien ssi toute

combinaison linéaire de ses composantes est une variable réelle gaussienne.

Proposition 9.2. Le vecteur aléatoire X a valeurs dans R est un vecteur gaussien si et seule-
ment si il existe un vecteur pu € R et une matrice V. de taille d x d symétrique positive (V¢ =V
et (z,Vx) > 0,Vr € RY) tels que :

Px(u) = exp ( () — @) Vu e R

De plus le vecteur X est de carré intégrable et on a p = E[X] et V = Cov(X, X). Enfin, pour
tout a € R?, la loi de la variable {a, X) est la loi gaussienne N ({a, ), {a,Va))).

Proposition 9.3. Soit (X,Y) un vecteur gaussien. L’équivalence suivante a lieu :

les variables X et'Y sont indépendantes <= Cov(X,Y) = 0.
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Proposition 9.4. On considére une transformation affine de R? dans R : x — Mz + T,
ou M est une matrice déterministe de taille n x d et T un vecteur déterministe de R™. Soit X
un vecteur gaussien a valeurs dans R? et de loi N'(u,V'). La variable aléatoire MX + T est un

vecteur gaussien a valeurs dans R™. De plus sa loi est
LIMX +T)=N(T+ Mu, MV M').

Proposition 9.5. Soit X un vecteur gaussien de R? non dégénéré (detV > 0) de loi N'(u, V).
Alors la matrice V' est inversible et la loi de X posséde la densité f : pour x € R :

1 <I—M,V“(l’—u)>>'

Ix(@) = Grarger vz P (_ 2

9.2 Théoréme central limite vectoriel

Proposition 9.6. Soit (X,,),,., une suite de variables aléatoires a valeurs dans R?, indépendantes
de méme loi et de carré intégrable. On pose u = E[X;], V = Cov(X;, X)) € R et X, =
% > i1 Xk la moyenne empirique. Alors la suite de vecteurs aléatoires (\/ﬁ(yn — /L))n>1 converge

en loi vers le vecteur gaussien de loi N(0,V) :

Proposition 9.7. Soit (X}),., une suite de variables a valeurs dans R? indépendantes de méme
loi et de carré intégrable. On pose = E[X;], V = Cov(Xy, X;) € R™ et X, = 230 | X; la
moyenne empirique. Soit g une fonction mesurable de R? dans RP continue et différentiable en
w. Sa différentielle au point p est la matrice %(,u) de taille p X d définie par :

59 agz' . .
- = 1<ig<p1<j<d
( 5 (u)) s (n),1<i<p J

On pose ¥ = g—i(u)v (%(u))t. On a alors :

9(X0) 25 g(u) et Vi (9(X) — g(p)) 2 N(0,%).

9.3 Interprétation géométrique de ’espérance conditionnelle

Proposition 9.8. Supposons Y telle que E[Y?] < oco. Parmi tous les réels a, la quantité
E[Y - a)Q} est minimale quand a = E[Y], i.e.,

minE [(Y - a)’] =E[(Y —E[Y])?] = Var (Y).

a€R

Définition 9.9. La courbe x — E[Y|X = x] est appelée courbe de régression de'Y en X.

Théoréme 9.10. Supposons Y telle que E[Y?] < oco. Parmi toutes les fonctions u: R — R,
Uerreur d’approzimation E [(Y — u(X))Q} est minimale lorsque u est la fonction de régression
x—= E[Y|X =z, i.e., quand u(X) = E[Y|X].
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Définition 9.11. La quantité

o? =minE [(Y —u(X))?] =E[(Y - E[Y]|X])?]

u

est appelée erreur quadratique moyenne ou variance résiduelle.

Soit (92, F,P) un espace probabilisé. On note L?(Q) = L?(Q, F,P) 'ensemble des variables
X : Q — R de carré intégrable, i.e., E[X?] < co. On définit le produit scalaire dans L?(Q2) par
I’application
() LA(Q) x L*(Q) = R
(X,Y) = (X,Y) = E[XY]
est un produit scalaire sur L*() avec comme norme associée : || X|| = /E [X?].

Théoréme 9.12. (Théoréme de projection orthogonale :) Soit H un sous espace fermé de L*(1).
Pour tout Y de L*(Q), il existe une unique variable de H, notée Iy (Y) qui soit a plus courte
distance de Y. On l’appelle le projeté orthogonal de'Y sur H et elle est entierement caractérisée
par la double propriété

y(Y)e H
Y — Iy (Y)LH.

10 Conditionnement des vecteurs gaussiens

Théoréme 10.1. Soit (X,Y)T un vecteur gaussien, alors :

Cov(X,Y) ~

EY|X] =EY)+ 5" (X -EIX]) =X +0.

Autrement dit, la courbe de régression et la droite de régression coincident.

On ne fait ici aucune hypothese de gaussianité. On suppose observer n variables aléatoires
Xq,..., X, et on veut connaitre la fonction affine des X; donc de la forme

f(Xl,...,Xn):b+a1X1+---—|—aan

qui approche le mieux la variable aléatoire Y au sens des moindres carrés, i.e., ’erreur quadratique
moyenne
E[(Y - (b+aiXi+ -+ a,X,))?

soit minimale. Autrement dit, au lieu de chercher la droite de régression, on cherche I’hyperplan

de régression. Ceci revient a déterminer la projection I15(Y') de Y sur le sous-espace
H =Vect (1, Xy,...,X,,)

engendré par la constante 1 et les variables X;.
Hypotheses :
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e Notons X = (Xq,... ,Xn)T le vecteur formé des variables X;. On suppose que la matrice
de dispersion I'y = E [(X —-E[X])(X —-E [X])T] est inversible.
e Puisqu’on parle de projections et d’erreurs quadratiques, on suppose que toutes les variables

aléatoires sont de carré intégrable.

Théoréme 10.2 (Hyperplan de régression). La projection orthogonale de Y sur H est
My(Y)=E[Y]+TyxI'y (X —E[X])
avec
Tyx =E|(Y ~E[Y]) (X ~E[X])T| = [Cov(Y, X)), ... Cov(V, X,,)],
matrice ligne de covariance de la variable aléatoire Y et du vecteur aléatoire X.

Corollaire 10.3. L’erreur quadratique moyenne, encore appelée variance résiduelle ou résidu

est
E[(Y —Iu(Y))?] =Ty —TyxI'y'Ixy

avec 'y = Var (Y) et I'xy = (I'yx)".

. . 1. . T . , . .
On a vu que pour un vecteur gaussien bidimensionnel (X Y') la droite de régression coin-
cide avec la courbe de régression. Plus généralement, on montre que pour un vecteur gaus-
. T , o . . . .
sien (X1,...,X,,Y) , l'espérance conditionnelle coincide avec la projection sur ’hyperplan de

régression.

Théoréme 10.4 (Espérance conditionnelle < hyperplan de régression). Si (X, ..., X,, Y)T est
gaussien alors

EY|X]=E[Y|Xy,..., X, ] =E[Y] +Tyx['y' (X —E[X])
et la variance résiduelle
P =E[Y -E[Y|X])?’] =Ty — TyxI'y'Txy.
On a obtenu la décomposition indépendante :
Y=E[Y|X]+W = (IE Y]+ TyxI (X —E[X]) + W

avec W =Y — E[Y|X] qui est
e une variable aléatoire gaussienne car combinaison linéaire de X et Y qui forme un vecteur
gaussien. En effet W =Y —E[Y] - Ty xI'y (X —E[X]);

e centrée car E[E[Y|X]] =E[Y];
e indépendante des X; car Cov(W, X;) = E[WX,] = E[YX,] —EE[YX; | X]] =0 et le

vecteur formé par W et X, est gaussien;

e sa variance résiduelle est 02 = 'y — Ty xI'3'T'xy.
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Donc, on a

W ~ N(0,0?%)
W1lX.

Ainsi la loi de Y sachant {X = z} est

Yixesy =E[Y|X =2]+ W ~ N (E[Y|X =2z],07).

11 Reégression linéaire

Définition 11.1. Le modéle de régression de Y sur x est défini par
Y = f(z)+e¢
ot
o Y est la variable a expliquer ou variable expliquée

e 1 est la variable explicative ou prédicteur ou régresseur

e ¢ est lerreur de prévision de Y par f(x) ou résidu.

Définition 11.2. Le modéle de régression linéaire simple ou modéle linéaire simple est défini
par
Yi=bwi+Bo+e t=1,...,n

ot By et By sont des parameétres réels inconnus, et les €; sont indépendants, de méme loi, centrés

et de variance o>.
On cherchera une prévision Y tel que :
E [Y — 5/}} = (0 prévision "sans biais”
Var (Y — ?) soit la plus petite possible : faible variance de ’erreur de prévision.

Le probleme de la prévision de Y a l’aide de X est parfaitement résolu si on se place dans ’espace

L? des variables réelles de carré intégrable :
L? = {variables aléatoires réelles X : E [X*] < oo}.

En effet, dans cet espace, il est facile de voir que la forme bilinéaire (X,Y) = E[XY] est un
produit scalaire, et que L? muni de ce produit scalaire est un espace de Hilbert. La norme associée

est | X|| = VE[X?.

Proposition 11.3. On a
o | X —E[X]|? = Var (X)
e (X —EX],) Y -E[Y])=E[(X-E[X])(Y -E[Y])] =Cov(X,Y).

22



Théoreme 11.4. La projection orthogonale de X sur l’ensemble des variables aléatoires constantes
est E[X]. En d’autres termes, la meilleure approzimation (au sens de la norme dans L?) d’une

variable X par une constante est son espérance E [X].

Considérons maintenant ’ensemble L% des variables fonction de X
Ly ={f(X); f: R — R}.
On montre que L% est un sous-espace vectoriel fermé de L2. Trouver la meilleure prévision

Y = f(X) de Y, c’est trouver I'élément de L3 le plus proche de Y au sens ou Var <Y — ?) est

minimum, sous la contrainte que E [Y — }A/] =0.0Or

Var (Y—?) —E [Y—?T—(E [Y—?Dz — |y - 7|2

On sait que le minimum des ||[Y — f(Y)||* est réalisé quand f(X) est la projection orthogonale
de Y sur L%. Par conséquent, la prévision optimale cherchée est cette projection orthogonale,

qui n’est autre que 'espérance conditionnelle de Y sachant X. D’ou :

Théoréme 11.5. La projection orthogonale de Y sur L% est E[Y|X]. En d’autres termes, la
meilleure approzimation (au sens de la norme dans L?) de' Y par une fonction de X est E[Y|X].

Théoreme 11.6. Les estimateurs des moindres carrés de 31 et By sont

foazm@m @)=V e 5 Yo T —Ya)
1 % 2 i (i = Tn)? ’ ! % > (i — Tp)? n-

Théoreme 11.7. Bl et Bo sont des ESB de (3 et [y.

Remarque 11.8. Ces estimateurs 31 et §y peuvent simplement se réécrire sous la forme

ou C,y désigne la covariance empirique entre les x; et les Y;.

Théoréme 11.9. (Gauss Markov). 31 et Bo sont les estimateurs de (81 et By sans biais et de

variance minimale (ESBVM) parmi tous les ESB (combinaisons linéaires des Y;.)

Il reste maintenant a estimer la variance du bruit o2. Puisque, Vi, 02 = Var (¢;) = Var (Y; — S12; — 5o),
il est naturel d’estimer o2 par la variance empirique des Y; — fiz; — .

Définition 11.10. Les variables

e B, =Y, - Y, =Y, — Bix; — Po, i =1,...,n sont appelées les résidus empiriques
e La variance empirique des résidus empiriques est notée S2, = L5 2?2 — E> et est
pirig piriq Yig = n 2wi=1"% n

appelée variance résiduelle.
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Proposition 11.11. 52 = %Sﬁ%lm est un ESB de o2,

On remarque que, par définition des F;, on a B, =Y, — B@n — 50 qui vaut 0 par définition de
~2 1
o

Bo. Donc S¥e = m iy B et par conséquant 62 = A5 37 EF = A5 30 (Vi Bia; — Bo)? est

un estimateur sans biais de o2.

Définition 11.12. Le modele de régression linéaire simple gaussien est défini par
Yi=pzi+b+te i=1,...,n
ot les €; sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi normale centrée et de variance

o2, N(0,0?).

Proposition 11.13. En notant s> la variance empirique des x;, on a
o Vi c {]_,...,TL}, Y; N./\/’(Blﬁi—i—ﬁ(),oj)
o B~ N (81 0%/ (n52))
o~ 72
o B~ N (B0, 201+ F))
n—2)52 n ) )
o ! 022) = g_lz > i (Yi— B — B0)? ~ Xa s

e 52 est indépendant de Y, Bl et Bo.

Théoreme 11.14. Dans le modele linéaire simple gaussien, les estimateurs du maximum de
vraisemblance de (1, Bo et o sont By, By et =252

Définition 11.15. On appelle loi de Student a n degrés de liberté, notée T'(n), la variable
aléatoire de la forme

Z

VW/n'
ou Z est de loi N(0,1), W est de loi X* et Z et W sont indépendantes, noté Z LW

On appelle loi de Fisher a n et m degrés de liberté, notée F(n,m), la variable aléatoire de la

forme
W/n
Y/m’
ou W est de loi X2, Y est de loi x2, et WLY.
Proposition 11.16. 1. $i X ~ N(0,1), alors X* ~ x} = G(3,3).
2. SiYy,...,Y, sont indépendantes et de méme loi X3, alors ! | Y; ~ X2 = G(%,3).
3. X1,...,X, indépendantes de loi N'(m,c?), alors :
(a) Vi, 2= ~ N(0,1),

[

(b) 72 22 (Xi = m)* ~ i,
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(¢c) Xn ~N(m,o%/n)

(d) /nXazm o N(0,1),

(e) \/ﬁy’;—,;m ~T(n—1) ou s? = -"s2.,

(1) % = 5 S (X = Xa)? ~ iy,

(9) X, et s> sont indépendants (cf. exercice 3, TDS).

En utilisant ces propriétés, on montre facilement que

-~

31—51 Bo — Bo \/ﬁé‘x
VN s, =~ T(n—2) et 5 Ui ~T(n—2).

Proposition 11.17 (Intervalles de confiance). On notera t,—21_o le quantile d’ordre 1 — « de
la loi T'(n —2). Alors

o L’intervalle

Bl_ Sm\/ﬁ 761—{_ Sm\/ﬁ

est un intervalle de confiance bilatéral de By, au niveau de confiance 1 — .

5 OtaoiapVSEi+T, 5 | Olisiapy/si+7,
o — s Bo +
Sx\/ﬁ Sm\/ﬁ

est un intervalle de confiance bilatéral de By, au niveau de confiance 1 — .

[A Oln—21-0/2 % th—Q,l—a/Z]

o L’intervalle

2

e Un IC de seuil a pour o° est

0l zn o est le quantile de la x2.

Proposition 11.18. Tests d’hypothése bilatérauz sur By, By et o2, en notant W la région critique,

o Test de seuil o de” 1 =b" contre "y # b7

~

—b
w :{(yh s 7yn)a &Tsz\/ﬁ’ > tn—2,a}'

o Test de seuwil a de ” By = b” contre ” By # b”

By —b Szr/MN
W = (y1,...,yn);‘ﬁ0A \/__2‘>tn_27a .
EES

Y

o Test de seuil a de "o = 0¢” contre "o # oy”



3. Test de pertinence de la régression linéaire La région critique d’un tel test est

R :{‘@Sx\/ﬁ‘ > th,la/Q}-
g

On peut I’écrire de fagon plus parlante en faisant intervenir le coefficient de corrélation empirique.

En effet, on a

Par conséquent

et donc R se réécrit comme
r
R ——{\/n — 2A }

Remarque 11.19. La région critique du test
Hy:58,=0 contre H;:p;#0

est

R :{ lgsx\/ﬁ‘ > tn—Q,a}

donc si R est vraie, cela veut dire qu’on rejette Hy, i.e., 1 # 0, i.e., rpy # 0, donc on accepte la

linéarité.
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