Variété des caracteres

FG

Pour A, B € SLy(C) on a l'identité
Tr(AB) + Tr(AB™ 1) = Tr(A)Tr(B).

Preuve : le membre de gauche se factorise en remarquant B + B~ = Tr(B) Id
et en utilisant la linéarité de la trace et du produit matriciel.

Etant donnés des générateurs Aj,..., Ay € SLa(R), notons I;,. ; pour
Tr(A;, ... A;,). Si A; est remplacé par son inverse, on place une barre au dessus
de l'indice i correspondant dans la notation: ainsi Tr(A;A;'A;") = I,35. Le
mot vide est noté . Les identités

L=2 IL=5L, hLa=1Ixn, Lyg=Dh

sont évidentes et seront utilisées sans avertissement dans la suite (permutations
cycliques des indices, etc). Montrons :

L +15 =4I (1)

Lo =1+ B+ 1 — Ll — 2 (2)

Lios + Iiz2 = Liols + Lisla + Iosly — L1 Il (3)
Lioslizo = I3 + 15 + 13 + 13, + I35 + 135 + T1aly3l0s

— (Lilalyg + 1113113 + Tol3laz) — 4 (4)

4=1 +15+15 + Lo + Lilalzhios + I35 + I35 + I35 + Tioloslis
— (T1Ty23 + II5)Ias — (Toliag + I113) 113 — (Islies + I112)T12  (5)
2I1234 = I12l34 + I14l23 — I13l24 + I1I234 + Ioli34 + I3li24 + I4l123
+ L1 Isly — (Tiolaly + Ioalyly + IsglyIo + Ii4lo13) (6)
L’identité (1) est celle du début de la note. Nous l'utiliserons aussi abon-
damment, en particulier sous la forme I,,,, = I, 14w — Luzw avec u, v, w des mots
qui éventuellement se simplifient. Nous graisserons alors le v dans le membre

de gauche pour mettre en évidence la manipulation : Ly = LIuw — Lugw-
Pour (2), calculons

Logs = Liolis — Lizor = I3y — Ioliog + I1p =13, — Io(I1The — L) + 15 — 2.
Pour (3), remarquons que le membre de gauche vaut I123 + Ij53 et calculons

Liog + Iizg = (Lizg + Ligg) — (Ligz + Lizg) + (Lisz + Liz3)
= Iiol3 — gl + Iosly = Tiols — In(I1l3 — Iy3) + Iasly

en utilisant (1) trois fois & la deuxieme égalité.



Pour (4), calculons

Lioslize = Tigg132 + Ioges  par (1)
= Lighiage — Ijp19 + Ioga3
= Ii3(Iasliz — Lig) — Lygliz + 11 + Lyses
= Liz(Ipshia — Lils + L) — (il — Tio)Tia + 15 — 2 + Lygag -

On conclut en exprimant I35 par (2).

Pour (5), notons que (3)-(4) peuvent s’interpréter comme signifiant que Iy23
et 1130 sont les deux racines d'un certain polynome quadratique P dont les
coefficients sont des fonctions explicites de Iy, Ia, I3, I1o, Iog, I13. Alors (5) n’est
autre que la relation P(Iy23) = 0.

Pour (6), calculons

2Li23s = (Li2sa + Isg54) — (Io134 + Ioz14) + (Ingia + Logan)
- (Im + I2_341) + (123_41 + 12_341) - (Iﬁu + I5341) + (15341 + I2341)
= T1ol3q — Ig5lgy + Tialog — Iilous + Iuli5g — Islyg, + Ioligs  par (1)
= Iiolzy — (Inlz — Ii3) (Ioly — Ioq) + L1glos
— Iy Ingz +14(Ih1o3 — Iizo ) — I3(Iolig — T1o4) + I2li34.
N -

Or par (3) on a Ioag = Ingly + Iogls + Igals — IIsls — Doy et Tizo = Tiols + 113l +
Tosly — L1115 — I1o3 @ apres substitution et simplification il vient (6).

La relation (6) permet récursivement d’exprimer toute trace I,, comme un
polynéme en des traces de mots d’au plus trois lettres (i.e. de la forme Azil,
AzilAfl et AflAflAkﬂ), a coefficients dans Z[1]. Par (1) on peut supposer,
pour chaque mot, que tous les exposants valent +1 et que i, j, k sont distincts.
Par (3) on peut aussi supposer i < j < k pour les mots de trois lettres. Ainsi,

Ly € Z[3] [{Ti}<isn, {Tij hr<icj<n, {lijk hr<icj<r<n] -



