Chapitre 3 : Applications continues entre espaces vectoriels normés

Dans tout ce chapitre, £ désigne un R-espace vectoriel, non réduit a {0}, muni d’une norme
| - ||z et F' un R-espace vectoriel muni d’une norme || - || z.

Poura € E,b € F etr > 0, on notera

e Bp(a,r)={x € FE : ||[x—al|lg<r};
o Bi(a,r)={x € E : ||xt—a|lg<r};
® Bp(br)={y € F : |ly—bllr <r};
o Bp(b,r)={yeF : |ly=bllr <r};

1. Limite en un point

Définition 1.1. Soient A C Eeta € A. Soient f : A — F une application et/ € F. On dit
que f admet pour limite | au point a si :

Ve>0,3n>0 :(zedet|z—alg<n) = |(flx)—=I|r <e).

Si un tel élément [ existe, alors il est unique. On I’appelle alors limite de f au point a et on note
lim, ,, f(x) =lou f(x) — L
T—a

DEMONSTRATION DE L’UNICITE. ,
On suppose qu’il existe I’ # [ vérifiant la définition. Soit ¢ = W (> 0).
dm >0| Ve e A ||z —allg <m = ||f(z) =||F <e.
Ay > 0| Ve € A ||z —allg <m=|f(z) =U|r <e.
On pose 1 = min(ny, 72). Alors pour tout z € A tel que ||z —al|g < n,onal|f(z) —I||r <cet
1£ () =l < <.
On obtient alors

It =Vl = 1= £@) + 72) =l < 1) =l + 150 = Ul < 20 = LL2EE,

C’est impossible. |

Remarque 1.2. Si A estunouvertetsia € A, pourn assez petit,ona ||z—al|lp <n = x € A.
La définition s’écrit alors simplement :

Ve>0,3n>0: |[[z—allp<n=|flz)=I||r <e.

PROPOSITION 1.3. Soient A C E,a € Aet f: A — F. Alors f admet pour limite | au

point a si et seulement si pour toute suite (uy), d’éléments de A telle que v, —— a, la suite
n— oo

f(uy) tend vers l.

DEMONSTRATION.



=-. On suppose que f admet pour limite [ au point a. Soit (u, ),cn une suite d’éléments
de A telle que u,, — a. Soite > 0.

n—oo
30> 0[Vr e Ao —alls <5 = |f)— e > e
dNeN telqueVn> N, |u, —allg <n.
Donc pour toutn > N, ona || f(u,) — || < €.

<: On démontre la contraposée. Supposons que f n’admet pas pour limite [ au point a.
Alors3e >0 |Vn>0, 3z € Aavec ||z —allg <net]|f(x)—I||r > . En particulier, pour
tout n € N*, 3 u, € Aavec |lu, —allg < £ et|f(u,) —Il|p > e. Onadonc u, — a mais
| f(u,,) — l]| » ne tend pas vers 0, c¢’est-a-dire f(u,) ne converge pas vers [. [ |

PROPOSITION 1.4 (Opérations algébriques). Soient A C E, a € A. Soient f,g: A — F
deux applications. Soient \ € R, [y et ly deux éléments de F. On suppose que lim,_,, f(x) = I3
et lim,_,, g(z) = ls. Alors

lim(Af 4 g)(x) = M1 + la.

r—ra

DEMONSTRATION.
Utilisions la proposition 1.3. Soit (u,), une suite d’éléments de A qui converge vers a.
Alors limy, 4 oo f(un) = {3 et lim, o g(u,) = lo. d’apres les opérations sur les limites, on a

limy, o0 Af (un) + g(un) = Al + Lo [ |
PROPOSITION 1.5. Soient A C E et a € A. Soient f : A — F une application et | € F.
Silim, ., f(x) =1, alors lim,_, || f(x)] = [|I]|-

DEMONSTRATION. Ultilisons la proposition 1.3. Soit (u,),, une suite d’éléments de A qui
converge vers a. Alors lim,, , ., f(u,) = [ Alors pour tout n,

[ Can) ] = 12 < [ () = 2]

Comme || f(u,) — || tend vers 0, on en déduit que ||| f (u,)|| — [|I]|| tend vers 0, autrement dit que
|| f (w,)|| tend vers ||| |

PROPOSITION 1.6 (composée). Soient AC E, BC F,a € A be B, Gun espace vectoriel
norméetl € G.
Soient f : A — F et g : B — G deux applications telles que f(A) C B. Si

lim, ., f(z) = betlim, ,;, g(y) = I, alors lim,_,,(g o f)(x) = L.

DEMONSTRATION.

Soit (u,), une suite d’éléments de A qui converge vers a. Alors lim,, ., f(u,) = b.
Comme (f(u,)), est une suite de B qui converge vers b, on a lim,,_, 1, g(f(u,)) = L. [

PROPOSITION 1.7. Soient Fy, . . ., I}, des espaces vectoriels munis respectivement des normes
Ny ..., N,. On considere I’espace produit F' = I'} x - -- x F},, muni de la norme

Ny, - yp) = max(Ni(y1), - -, Np(yp))-
Soitl = (ly,...,l,) avecl; € F; pouri=1,...p. Soient A C E, a € A et une application
f: A—F
z— (fi(z),..., fp(z))
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N . fi: A— F
ou pour touti € {1,...,p}, T fi(2)
Alors lim,_,, f(x) = [ si et seulement si pour tout i € {1,...,p}, lim,,, fi(z) = L.

DEMONSTRATION.
lim, ,, f(z) =1
<= pour toute suite (u, ), telle que u,, — a, f(u,) — 1
n—oo

n—oo

<= pour toute suite (u, ), telle que u,, — a, Vi € {1,...,p} lim, 1 fi(u,) =1;
n—oo
< Vie{l,...,p}, lim, ,  fi(x) =1, [ |

2. Continuité en un point

Définition 2.1. Soient A C F eta € A. Soit f : A — F une application. On dit que f est
continue au point a si :

Ve>0,3n>0: (ze€det|z—alg<n) = (|fz)— fla)|r <e).
Autrement dit, f est continue au point «a si et seulement si lim,_,, f(x) = f(a).

Remarque 2.2. Si A est un ouvert, il existe 7y tel que ||z — a|| < 79y = = € A. Quitte a
remplacer 7 par min(n, 1), le définition de la continuité de f en a s’écrit alors :

Ve>0,dn>0: |[z—allg<n=|f(z)— fla)|r <e.

Les propositions démontrées dans le paragraphe sur les limites donnent directement les suiv-
antes :

PROPOSITION 2.3. Soient A C E,a € Aet f: A — F. Alors [ est continue en a si et
seulement si pour toute suite (uy,),, d’éléments de A telle que u,, —— a, la suite f(u,) tend
n—oo

vers f(a).

PROPOSITION 2.4. [Opérations algébriques]
Soient A C E et a € A. Soient f,g: A — F deux applications et A € R. On suppose que
f et g sont continues en a, alors \f + g est continue en a.

PROPOSITION 2.5. [composée] Soient A C E, B C F, a € A et G un espace vectoriel
normé. Soient f : A — F et g : B — G deux applications telles que f(A) C B. Si f est
continue en a et g est continue en f(b), alors g o f est continue en a.

PROPOSITION 2.6. Soient Iy, . . ., I}, des espaces vectoriels munis respectivement des normes
Ny ..., N,. On considere I’espace produit F' = I} X - -- X F,, muni de la norme

N(ylv s 7yp) = maX(Nl(y1)7 ey Np(yp))-
Soient A C FE, a € A et une application

f: A—F
T (fl(x)77fp(‘r))



N . fi: A—F
out pour toutt € {1, ... ,
p {0} v — fi(x)
Alors f est continue au point a si et seulement si pour tout i € {1,...,p}, f; est continue au

point a.

3. Continuité sur un ensemble

Définition 3.1. Soit A C Eet f: A — F. Ondit que f est continue sur A si f est continue
en tout point de A.

En appliquant les propositions 2.4 , 2.5 et 2.6 en tout point, on obtient :

PROPOSITION 3.2 (Opérations algébriques). Soient A C FE. Soient f,g : A — F deux
applications. Si f et g sont continues sur A, alors \f + g est continue sur A.

PROPOSITION 3.3 (composée).

Soient A C E, B C F et G un espace vectoriel normé. Soient f : A — Fetg: B— G
deux applications telles que f(A) C B. Si f est continue sur A et g est continue sur f(B), alors
g o f est continue sur A.

PROPOSITION 3.4.
Soient Iy, . .., F), des espaces vectoriels munis respectivement des normes Ny ..., N,. On
considere I’espace produit F' = I} X - -- X F,, muni de la norme

N(y1, - yp) = max(Ni(y), ..., Ny(y)).
Soient A C E et une application

f: A—F
zr— (fulx),. . fo())
N . fi: A—F
ou pour touti € {1,...,p}, v fi(x)
Alors f est continue sur A si et seulement si pour tout i € {1,...,p}, f; est continue sur A.

Exemple. On considére £ = R? muni d’une des normes usuelles et I’application f : R? —
R? définie par
fla,y) = (@ +y% ¢ +y).
La continuité de f est équivalente a la continuité des deux applications f; : R? — Ret f5 :
R? — R définies par
file,y) = 2° + 4% fol,y) = ¢ + .
Définition 3.5 (Continuité uniforme). — Soit A C Fet f : A — F. On dit que f est

uniformément continue sur A si :
Ve>0,3n>0|VayeA llv—ylle <n=|[f(z)-fW)lr <e

Remarque 3.6. Contrairement a la définition de la continuité, 1 ne dépend que de €, mais pas
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Remarque 3.7. D’apres la définition, il est clair que si f est uniformément continue sur A,
alors f est continue sur A. La réciproque n’est pas vraie en général.

2

Contre-exemple en exercice : Montrer que f(x) = x* n’est pas uniformément continue sur

R.

Définition 3.8. e Soit A C E,et f: A — F une application. On appelle image de
A par f I’ensemble

f(A)={y e F:3dx € Atelque f(z) = y}.
e f: EF — F une application et C' C F'. On appelle image réciproque de C' I’ensemble
fHC)={z € A: f(z) e C}.

Remarque 3.9. Attention, si f n’est pas bijective, 1’application réciproque f~! n’existe pas
mais I’image réciproque d’un ensemble est quand méme bien définie.

PROPOSITION 3.10. Pour tout C C F,ona f~1(F\C)=E\ f~}C).

DEMONSTRATION.
Onavuquez € f71(C) < f(x) € C ce qui est équivalent 2 f(x) ¢ C < z & f~1(C).
Donc
re fYUF\C) <= f(r) e F\C <= f(2) ¢ C<+=2a ¢ [Y(C)<= 2 E\f1(C). N

THEOREME 3.11. — Soit f : E — F une application continue.

i) Si C est un ouvert de F, alors f~*(C) est un ouvert de E.
ii) Si C est un fermé de F, alors f~1(C) est un fermé de E.

DEMONSTRATION.

i) Supposons que C est un ouvert de F. Soit z € f~'(C'). Montrons qu’il existe n > 0 tel
que Be(z,n) C f~1(C).
Ona f(z) € C et C estouvert donc 3 € > 0 tel que Bp(f(x),e) C C.
Comme f est continue en z,
dn > 0tel que ||z — zllp <n = | f(2') = f(z)]|r <e.
Autrement dit,
r' € Bp(z,n) = f(2) € Br(f(z),e) = f(2)) € C <2’ € f~1(C).
On a donc Bg(z,n) C f~HO).

ii) Supposons que C' est un fermé de F'. Alors F'\ C est un ouvert de F' et d’apres i)
E\ f7YC) = f~YF \ C) estun ouvert de E ce qui veut dire que f~'(C') est un fermé
de L.



4. Continuité sur les compacts

THEOREME 4.1 (Théoréme de Heine). Soit K un compact et f : K — F une fonction
continue sur K. Alors f est uniformément continue sur K.

DEMONSTRATION. Supposons que f n’est pas uniformément continue sur K. Alors, il ex-
iste e > 0 tel que pour toutn > 0, ilexiste x,y € K telsque ||[z—y|lg < net]| f(z)—f(y)||r > €.
En particulier, pour tout n € N*, il existe x,,, y, € K tels que

7= alls < 0 1F) = Fly)llr > =

K étant un compact, il existe une suite extraite (2,(,)), qui converge vers un élément v € K.
On a alors, pour tout n € N*,

1
1Zon) = Yol < —=»  [[f(@pm) = f(Yem)llF > €.
w(n) w(n) go(n) w(n) w(n)

Donc Tym) — Yom) — 0 €8 Ypn) = Yp(n) — Tp(n) + Tpm) — . Par continuité de f au point x,
les suites f(Z,(n)) €t f(yp(n)) convergent toutes les deux vers f(x). Par passage a la limite dans
I’inégalité

1 (o) = [ (Yol = €,
on obtient 0 > . D’ou la contradiction. |

THEOREME 4.2. — Soit K un compactde E et f : K — F une application continue. Alors
f(K) est un compact de F.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que toute suite d’éléments de f(K) admet une
suite extraite qui converge vers un élément de f(K).

Soit (y,,), une suite d’éléments de f(K). AlorsV n, 3z, € K : y, = f(z,).
(,,)n est une suite déléments de K qui est compact. Elle admet donc une suite extraite (2, (n))n
telle que x(,) — O TE€ K.
Par continuité de f au point x, Y,n) = f(Tpm)) —— f(2).

n—oo

Comme z € K, f(x) € f(K). [
Définition 4.3 (Bornée).
Soit AC Fetf:A— F.Onditque f est bornée sur A si
AM>0:VaeA ||f())|r <M.
Autement dit, f est bornée sur A si f(A) est un ensemble borné de F'.

Nous allons maintenant nous pencher sur le cas particulier ou F' = R.

Définition 4.4 (Majorée, minorée).
Soit AC Fetf:A— R.Onditque f est
e minoréesur Asidmg € R : Vo € A, f(x) = my. Le nombre m, s’appelle alors un
minorant de f sur A.
e majorée sur Asidm; € R : Va € A, f(x) < my. Le nombre m; s’appelle alors un
majorant de f sur A.



4. CONTINUITE SUR LES COMPACTS 7

Remarque 4.5. f est bornée si et seulement si elle minorée et majorée. En effet si m,
est un majorant de f sur A et mg est un minorant de f sur A, alors f est bornée par M =
max(|mg|, |m1]). Réciproquement, si f est bornée par M > 0, alors elle est minorée par —M
est majorée par M.

Définition 4.6 (Sup, Inf).

Soit A une partie non vide de E.
e Supposons que f est majorée sur A. On définit

sup f = inf{majorants de f sur A}.
A

C’est a dire c’est le nombre défini par :

VeeA flx)<supyf

Ve>0,3a. €A : supyf—e< flae).
Parfois, on notera sup, 4 f(x) = supy,.
e Supposons que f est minorée sur A. On définit

i%f f = sup{minorants de f sur A}.

C’est le nombre défini par :

VaoeA f(x)>infy f
Ve>0,3z. €A :infyf+e> f(z.).

eSidac A : infy f= f(a),alors f(a) est appelé miny f.
eSidbe A : supy f = f(b), alors f(b) est appelé max f.

THEOREME 4.7. — Soient K un compact non vide de E et [ : K — R une application
continue sur K. Alors il existe a € K et b € K tel que pour tout x € K,

fla) < f(x) < f(b).
Autrement dit f(a) = inf, f = miny f et f(b) = sup, f = maxy f.
DEMONSTRATION. D’apres le théoreme précédent, f(K) est un compact de R. En partic-
ulier, il est borné donc minoré et majoré.

Montrons qu’il existe un élément b de K vérifiant sup, f = f(b) :
D’apres les propriétés du sup,

1
VneN Jz, e K|supf——< f(x,) <supf.
K n K

Par compacité de K, la suite (z,,),, admet une suite extraite (x,))n telle que z ) —— b€ K

n—oo

Par continuité de f au point b, f(z,()) —— f(b).
n—oo
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V¥ n € N*, on a alors
1
su — —— < f(Tym)) <sup f.

D’apres le théoréme des gendarmes, on obtient f(x,,)) — supg f. Et par unicité de la
n—oo

limite, on a f(b) = supy f.

D’apres les propriétés de I'inf, Vn € N*, Jy, € K | infu f < f(y,) <infa f+ %
Par compacité de K, la suite (y,,), admet une suite extraite (y4(n))n telle que Yoy —— a € K
n—oo

Par continuité de f au point a, f(yYsmn)) —— f(a).
n—oo
¥V n € N*, on a alors

1
inf inf .
nf f < f(yom)) < inf f+ o)

D’apres le théoréme des gendarmes, on obtient f(y4n)) — infx f. Et par unicité de la limite,
n—oo
ona f(a) =infg f.

[ |
THEOREME 4.8. Dans R", toutes les normes sont équivalentes.
DEMONSTRATION.
Munissons R™ de la norme || - || et considérons N une autre norme sur R".
Par transitivité, il suffit de montrer que N est équivalente a || - || -
Notons ey, - - - , e, la base canonique de R".
Pour tout a = (a1, -+ ,a,) = Y., a;e;etpourtout © = (1, -+ ,x,) = > .| Ti€;, 0na

= |z — aiN(e;) < ||z — allo ¥ N(ey).
=1 =1

Pour tout £ > 0, en posant =¢/> " | N(e;), ona
| — al|leo <= |N(z) — N(a)| < e.
On a montré que I’application /V est (uniformément) continue sur R".
Considérons la sphere unité S(0,1) = {z € R", ||z]| = 1} = B'(0,1) N (R™\ B(0,1)). C’est
un ensemble fermé et borné de R", c’est donc un compact.

Comme N est continue sur S(0, 1) qui est compact, le théoreme précédent donne 1’existence de
a,b e S(0,1) tels que, pour tout x € S(0, 1),

N(a) < N(z) < N(b).
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Or pour tout x € R™ avec x # 0

’ IIxH

——x € 5(0, )car‘

1
||€L“||c>oxHOO - |x\| |z]|sc = 1 donc

1

[E41Pe

N(a) < N ( yc) < N(b).

Or N (Hsﬂlloox> = |\;,;|1|Oo N(z), ce qui donne

N(a)llzllo < N(z) < N()||2| -
Enfin, notons. que N(a) > 0 et N(b) > 0 puisque la sphére unité ne contient pas 0. Les deux
normes sont bien équivalentes. |

5. Applications lipschitzienne

Définition 5.1 (Lipschitzienne).
Soit AC E, f : A— F une application et £ > 0. On dit que f est k-lipschtzienne sur A si

Vre AVye A, [[f(x) = fWllr < klz —yls
On dit que f est lipschtzienne sur A s’il existe k£ > 0 tel que f est k-lipschitzienne sur A.

THEOREME 5.2. Soit A C Eet f : A — F une application. Si | est lipschitzienne sur A,
alors f est uniformément continue sur A.

DEMONSTRATION. Soite > 0. On pose n = -==. Pourtoutz € Aety € A,

le—=ylle <n=11f(z) = fW)lr <Ellz —ylle < kn= e<e.

k
kE+1

6. Applications linéaires continues

Définition 6.1 (Linéaire). Soit une application f : E — F. On dit qu’elle est linéaire si
pour tout z,y € E et pour tout A € R, on a

Oz +y) = Af(2) + f(y)-
Remarque 6.2. Si f est linéaire, alors f(0) = f(04+0) = f(0)+f(0) donc on a nécessairement
£(0) =o.

THEOREME 6.3. Soit f : E — F une application linéaire. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) f est uniformément continue sur E ;
ii) f est continue sur E ;
iii) f est continue en 0 ;
iv) f est bornée sur By(0,1) ;
v) [ est bornée sur Sp(0,1) ={z € E : ||z|g =1},
f@)lr < kllalle s

vii) f est lipschitzienne sur F.



DEMONSTRATION.
Nous allons démontrer que 1) = ii) = 1ii) == 1V) == V) = Vi) == Vii) = 1).
i) = ii) : = iii) : Evident.
iii) = iv) : Supposons que f est continue en 0. Alors il existe > 0 tel ||z]|p < n =
[F@lr < 1.
Pour tout y € Bj(0, 1), ona |3 yllr = llyllr < & < n donc [|f(2 )]s < 1.
Par homogénéité de la norme et par linéarité de f, on a

ewlle = |37@)| = 1FGwllr <1

On en déduit que || f(y)||» < 2. Finalement, f est bornée sur B (0, 1) par 2.

iv) = v) : Evident puisque Sg(0,1) C B}(0, 1).

v) = vi) : Supposons que f est bornée sur S(0, 1), c’est a dire qu’il existe & > 0 tel que pour
touty € S(0,1), || f(v)|lr < k.

Soitz € E.

Siz =0, l’inégalité
Siz # 0. Alors T ”
linéarité de f, on a

f@)|lFr < k|x||g est trivialement vérifiée puisque f(0) = 0.
——x € Sg(0,1) donc ||f( )z||p < k. Par homogénéité de la norme et par

= ()
]| 2
On en déduit que || f(2)||r < k||| -
vi) = vii) : Supposons qu’il existe k& > 0 tel que pour tout x € E, || f(z)||r < k||z| . Alors
pour tout z,y € F, par linéarité de f, on a

1 () = f@llr = I (2 = )llr < klz = ylle.

Autrement dit, f est lipschitzienne.
vil) = 1) : Vrai d’apres le théoreme 5.2

=/l

1@ = HH -

||w||E F

|
THEOREME 6.4. On suppose que E est de dimension finie n. Soit B = (eq,--- ,e,) une
base de E. Pour x =Y . | x;¢;, on pose ||zl = max;_j ... , |z;].
i) L’application || - ||« est une norme sur E.
On munit E de la norme || - || oo
ii) Pour tout R > 0, la boule fermée B (0, R) = {x € E : ||z|s < R} est un compact
de E.

iii) Les ensembles fermés et bornés de I sont des compacts.
1v) Toutes les normes sur I sont équivalentes.

DEMONSTRATION.
i) Soientz = > wie; € E,y=> " ye € EetAe€R.
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i)
|Z]|oo = 0 <= max |z;| = max |z;| <= Vie{l,...,n}, |z;| =0
=i oy
<:>Vz€{l,...,n}, r,=0<=x=0.
ii)
IA@lloo = max |Az;| = max [Al|z;| =[A| max |z;| = |A|]z]le-
iii) Pour tout 7 € {1,...,n},ona
|7 + il < || + |yil < max |z + max |yi| = [|lz]le + [[yllo-
i=1,....,n i=1,...,n
On a alors
o+ yllow = max [+ 4l < el + gl
ii) Munissons £ et R" de la norme || - ||. L’application f : R" — [ définie par
f(zy,-+,x,) = > i, xse; est linéaire. En effet, pour tout (z,--- ,z,) € R, pour
touty = (y1,--- ,y,) et pour tout A\ € Rona

J (@, mn) + (s ) = fF (Ao + 91,0, Az + yn)

_Z )\%4‘?/1 z—>\2$261+zyz€z

:/\f(xla ) n>+f(y17 ;yn>-
De plus, d’apres le théoreme 6.3, f est continue puisque pour tout (x4, - -, z,) € R",
1 (el = (@, - an) |

Par ailleurs, By, (0,R) = {xr € E € R" : ||zl < R} est’image par f de la boule
fermée de R™ {(x1,...,2,) € R" ¢ |[(x1,...,25)|lcc < R}, qui est un compact de R™.
D’apres le théoreme 4.2, B;(0, R) est un compact de E.

iii) Soit A un ensemble fermé et borné de E. Alors il existe R > 0 tel que A C B;(0, R).
A est un fermé inclus dans un compact donc A est borné.

iv) C’est une répétition de la preuve du théoreme 4.8.

Définition 6.5. On note L(FE, F') I’espace vectoriel des applications linéaires de E dans F et
L.(E, F) le sous-espace vectoriel des applications linéaires continues de £ dans F'.

THEOREME 6.6. Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire de E dans F
est continue. Autrement dit, si E est de dimension finie, alors L(E, F) = L.(E, F).

PROOF. Soit B = (e, - ,e,) une base de E. Tout x € E s’écrit de maniére unique
T = Z?:1 x;e; avec les x; € R. Dans F, toutes les normes sont équivalentes. Choisissons la
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norme ||z||g = max", |z;|.
Soit f € L(FE, F). Alors pour tout z € F,

(Z) - | <2 el < llels 3 (el

D’apres le théoreme 6.3 avec k = Y ", || f(e;)||r, f est continue sur E.

(@)l =

f(ei

THEOREME 6.7. Soit f € L.(E, F). Alors les égalités suivantes sont vérifiées :

swp Nf@le = sup e, e

z€SE(0,1) zeB;(0,1)\{0} ||1’HE r€Ex* HIHE

Remarquons que les sup sont bien définis grdce au théoréme 6.3.

DEMONSTRATION.
Comme Sg(0,1) C By(0,1)\ {0} C E*,ona
2€Sx(0,1) z€B/,(0,1)\{0} ||$HE z€E* ||IHE

De plus, pour tout x € E*, par homogénéité de la norme et par linéarité de f, on a

Lf@)lle _ || _1
= f
[P felie HxHE F
Comme Tols ” z € S(0,1), on en déduit que
I ()lle
ces |2]E T sesmon)

Finalement, les trois nombres sont égaux
THEOREME 6.8. L’application ||| - ||| définie sur L.(E, F) par

A1l = sup 1@

zepx |||

est une norme sur L.(E, F).

DEMONSTRATION. Vérifions les trois propriétés de la norme. Soient f,g € L.(E,F) et

A eR.
D) |||f]|| =0 <= Vx € E*, f(z) =0<«= f =0 (Rappelons que f(0) = 0).

i1)
S I@le @ 1@

AL =
weBx 7B weBr |zllE webs  ||7||E
1ii) Pour tout x € E*, on a

1f () + g@)lle _ [/ @)l[r N [EAEDI s 1IN+ gl
[Ed 1P ~ lzlle lzlle — '

= [AILAH-
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Donc

LF =+ gl < T+ Mgl
n

PROPOSITION 6.9. Supposons que E est de dimension finie. Soit f € L(E,F). Alors il
existe vy € Sg(0, 1) tel que

LA = 1S (o)l -

DEMONSTRATION.
Rappelons que [|f1]| = sup..cs, 1) [/(2)] -
Comme FE est de dimension finie, Sg(0,1) est un compact et L(E, F) = L.(F, F). En par-
ticulier, f est continue et ||f||» est continue sur Sg(0,1). D’apres le théoréme 4.7, il existe
xo € Sp(0,1) tel que
sup ||f(2)[r = |[f (o) |-

z€SE(0,1)

Calcul de ||| f||| dans la pratique pour f € L(E, F).

On commence par majorer le plus finement possible || f(z)||r afin de déterminer la meilleure
constante C' > 0 qui vérifie :

Ve e B, ||f(z)llr < Cllz|e.

Cela montre que f est continue (d’apres le théoreme 6.3) et que pour tout x € E*,

@l _
E
donc
111 = sup e ¢,

zeb* ||x||E N
Si notre majoration est vraiment optimale, pour montrer I’égalité
I’inégalité inverse.
Dans le cas ou E est de dimension finie (voir exercices 10 et 11, feuille 3), on cherche ¢ € E*

|f]|| = C, il reste a montrer

tel que
a
@l _ .
lall 2
Remarquons que I’existence d’un a non nul vérifiant W@Le — || ||| est garantie par notre

llall
proposition 6.9. :

Dans le cas ou F n’est pas de dimension finie (voir exercice 12), il n’existe pas peut-étre pas

un a vérifiant I’égalité lM@lr — ¢ Si on n’en trouve pas, on cherche une suite (a,,),, d’éléments

[lall
de £ telle que )
1/ (an) |7

C.
laallz 7T
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Si on trouve une telle suite, comme elle vérifie pour tout n

| f(an)llr
S <A
|an|le
par passage a la limite, on obtient
C <l £l

7. Espaces complets

Définition 7.1. On dit qu’un R-espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cauchy
y est convergente. Un espace de Banach est un e.v.n. complet.

Remarque 7.2. On sait que R muni de la valeur absolue est un e.v.n. complet.
THEOREME 7.3. Tout R-espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

DEMONSTRATION. Soit B = (eq,--- ,¢e,) une base de E. Dans E, toutes les normes sont
équivalentes. Choisissons la norme ||z||g = maxj_;__, |z;|oux =3 " | ze;
Soit (uy) une suite de Cauchy dans E. Notons (uy1,. .., ux,) les coordonnées de u dans la
base B c’est a-dire que uy = Y 7| uy je;.
Alors pour tout j € {1,...,n}, lasuite (uy ;)x est une suite de Cauchy réelle. En effet, pour tout

e > 0, il existe N € N tel que pour toutp > g > N,

|up — uglle = max |Uupj — ug sl <e.
Jj=1,...,n

On en déduit que et pour tout j € {1,...,n}etpourtoutp >q > N, |u,; — u, | <e.
Comme R est complet, chaque suite (uy, ;)i est convergente dans R. Posons [; = limy_, o ug ;

etu = Z?:l ljej.

Comme
lur —ullp = max fuk; — 1| —kssoo O,
la suite (uy )y converge vers u dans E. [
THEOREME 7.4. Si (F, || - ||r) est complet, alors U'e.v.n. (L(E, F), ||| -||) est complet.
DEMONSTRATION. Soit (f,,), une suite de Cauchy dans (L.(E, F), ||| - |||)-

Premiére étape. Montrons qu’il existe f € L(E, F) telle que Vo € E, f,(x) = ns100 f(2).
Soit x € E*. Comme la suite (f,,), est de Cauchy, pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que pour
toutp > g > N,ona

3

|||fp _fq||| <

]|
Donc pour toutp > ¢ > N,on a

1fo(@) = fo@) e < o = Fallllzlle < ——]lz]ls =e.
EE

Remarquons que pour z = 0, la suite (f,,(0)),, est constante égale a 0.
Nous avons pour I’instant montré que pour tout z € F, la suite (f,,(x)),, est une suite de Cauchy
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dans (F, || - ||r) qui est supposé étre complet. Cette suite est alors convergente et nous pouvons
poser

Pour tout 2,y € E, A € Retn € N,ona f,(Ax +y) = A\, (z) + f.(y). Par passage a la
limite, on obtient f(Ax +y) = Af(x) + f(y).
Nous avons donc f € L(E, F).
Deuxiéme étape. Montrons que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N et
pourtoutx € F,ona || f(x) — fu(2)||lr < ellz| s

Soit € > 0. Utilisant une fois de plus que la suite (f,,), est de Cauchy, il existe N € N tel
que pour tout p > n > N, [[If, — fulll < <.
Pour tout z € E et pour toutp > n > N,

1fp(@) = fu() | < [[fp = Fulllllz]] < ellz]e-

En faisant tendre p vers +o00, on obtient que pour tout n > N, || f(z) — fu(2)||F < €||z| &-
Troiséme étape. Montrons que f € L.(E, F'). Il reste & montrer qu’elle est continue sur E.
D’apres le résultat de la deuxieme étape appliqué au cas particulier ou ¢ = 1, il existe NV € N tel
que pour tout n > N et pour tout x € E, ona || f(z) — fu(2)||lr < ||z|z. En particulier, pour
tout z € E, |[f(x) — fn(2)]r < [l2] 2.

Comme f — fy est linéaire, ’inégalité ci-dessus implique d’apres le théoreme 6.3 que f — fu
est continue sur F.

On en déduit que f = (f — fn) + fn est continue sur £ comme somme de deux applications
continues.

Quatriéme et derniére étape : Vérifions que (f,), converge vers f dans L.(E, F'), c’est a dire
que liInn—Hroo |||f - fn||| =0.

Le résultat de la deuxieme étape montre que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout

n >N,
11f = fulll = sup W& = Fnl@lle
T Tl

Autrement dit, lim,,, o ||| f — fal|| = 0.



