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Posets

Définition.

Soit E un ensemble fini. Un ordre partiel sur E est une relation
binaire < qui est réflexive, transitive et symétrique. On dit que E
est un poset s'il est muni d'un ordre partiel.

Exemple.
Les parties de {1,...,n} ordonnées par inclusion.

Les diviseurs d'un entier n, ordonnés par divisibilité.
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Posets

On le représente par son diagramme de Hasse
arétede xa zsix< zet Az, x<y< z

Exemple.

: on dessine une



Posets

Quelques questions que I'on peut se poser sur un poset :

» propriétés structurelles : structure de treillis (existence de
bornes inf/sup)...

> propriétés énumératives : énumération des chaines,
antichaines...

> propriétés topologiques...



Partitions non-croisées
Exemple.

On note NC, le poset des partitions non-croisées sur {1, ..., n},
i.e., les partitions d'ensemble qui peuvent étre dessinées sans
croisements. La relation d’ordre est le raffinement.
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Partitions non-croisées

On sait que NC, est un treillis, de cardinal

1 2 1
C, = nt
2n+1 n

(le nitme nombre de Catalan).

Plus généralement, le nombre de chaines croissantes
m <...---<m est le nombre de FuB-Catalan

w1 ((k+1)n+1>.

(k+1)n+1 n
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Espaces topologiques
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Espaces topologiques

Soit E un ensemble fini. Une topologie sur E est un ensemble 7 de
parties de E tel que

» O EET,

» T est stable par intersection et union.

Par convention, on appelle les éléments de T les parties fermées ou
fermés de E.

On suppose toujours qu'une topologie sépare les points de E,
c'est-a-dire : pour x, y € E distincts, il existe F € T tel que F
contienne soit x, soit y (mais pas les deux).

[ Finite topological spaces, cf. McCord 1966 |



Espaces topologiques

Exemples : L'espace topologique discret est (E,7T) ou T contient
toutes les parties de E.

On peut créer des espaces topologiques par produits finis £y X Es
ou union disjointe finie E; W Eo.

E={1,2,3} et T = {@,{1},{2},{1,2}.{1,2,3}}

Cet espace s'identifie naturellement au segment fermé [1,2] C R :
on peut identifie le point {1} € Ea 1 € [1,2] (et de méme pour 2),
et on identifie {3} a un point générique de I'intervalle ouvert |1, 2].
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Espaces topologiques

Théoréeme. Soit un ensemble fini E. Il y a une bijection entre les
topologies (séparées) T sur E et les ordres partiels < sur E.

Définition. Un idéal d'un poset (E, <) est un sous-ensemble / tel
que x,y€ E, ye I, x< yimplique x € /

Proposition. Les idéaux d'un poset (E, <) forment une topologie.

Clairement, @ et E sont des idéaux, il s'agit de vérifier que si /1,
sont des idéaux alors [y U Iy et [; N Iy aussi.
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Espaces topologiques

Dans un espace topologique (E,T), pour x € E, son adhérence @
(ou X) est le plus petit fermé qui contienne x.

Les fermés x pour x € E sont les fermés minimaux de E : ils ne
s'écrivent pas comme une union disjointe de fermés non vides.

Cette notion permet de définir un ordre partiel < sur E :
X<y xcy.

En particulier, les éléments minimaux pour < sont les points
fermés, i.e., les x € E tels que x = {x}.

Proposition. Cette relation < est un ordre partiel.

Cette construction et la précédente réalisent la bijection entre
topologies et ordres partiels.

12 /52



Espaces topologiques

La sphére de dimension 2,
S? C R3, peut étre représentée
par le poset ci-contre.

En général il faut au moins 2n + 2 éléments pour réaliser la sphére
de dimension n [Barmak, Minian, "Minimal finite models”, 2007].
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Complexes simpliciaux
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Complexes simpliciaux

Soit E un ensemble fini. Un complexe simplicial (sur E, cad ayant
les éléments de E comme sommets) est un ensemble F de parties
de E appelées faces tel que :

» pour tout x € E, {x} € F,

» pour tout f€ F, les sous-ensembles de f sont aussi dans F.

Exemple.

F={o, 2 4
{1}, {2}, {3}, {4}, {5, /_\/
{1,2},{1,3},{2,3},{3,4}, ¢

{1,2,3}}.
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Complexe d'ordre
Soit E un poset fini. Son complexe d’ordre Q(E) est le complexe
simplicial :
> ayant les éléments de E pour sommets,
> les chaines strictes d'éléments de E pour faces.

Exemple.

16
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Complexe d'ordre

Théoréme.

Soit T une topologie sur E, et < I'ordre partiel correspondant via
la bijection précédente. Alors (E,7T") est homotopiquement
équivalent a la réalisation géométrique du complexe Q(E, <).

On appelle Q(E, <) la subdivision barycentrique de (E,T).
Exemple.
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Complexe d'ordre

Mais (E, <) — Q(E) n'est pas une bijection.

Par exemple, un poset et le poset "retourné” (par un
anti-isomorphisme) ont le méme complexe d'ordre.

Le complexe A n'est pas le complexe d'ordre d'un poset.
Pourtant, €2 est "presque” surjectif, au sense ou pour tout

complexe simplicial C, il existe un poset P tel que C a la méme
topologie que Q(P).
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Poset des faces

A un complexe simplicial C on associe un poset II(C) tel que :

> ses éléments sont les faces non vides de C,

» |a relation d’ordre est I'inclusion.

Exemple.

(Pourquoi ne pas prendre la face vide ? Si un poset P a un
minimum m, alors Q(P) est un céne sur Q(P\{m}), donc Q(P) est
topologiquement trivial.)
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Poset des faces

Théoreme.

Soit C un complexe simplicial, et (E, <) |'espace topologique
correspond au poset II(C) via la bijection précédente. Alors C et
(E, <) sont homotopiquement équivalent.

Plus précisément, C et Q(II(C)) ont la méme réalisation
géométrique (qui s'interpréte encore comme une subdivision
barycentrique).

Exemple.

2 4



Epluchabilité
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Epluchabilité

Une méthode combinatoire puissante pour déterminer la topologie
d'un poset consiste a montrer qu'il est épluchable. Bjorner et
Wachs (~1980) ont développé des méthodes générales a partir

d’ordres lexicographiques pour montrer qu'un poset est épluchable.

Si un poset est épluchable, sa topologie est celle d'un bouquet de
sphéres.

Nous allons utiliser ces méthodes dans le cas des posets de
partitions non-croisées et des posets de fonctions parking.



Epluchabilité

Soit C un complexe simplicial, dont toutes les facettes (faces
maximales) ont la méme dimension n (le complexe est pur).

Définition. Supposons qu’on ait un ordre total < sur les facettes de
C:F < Fy<F3=<---.Cest un ordre épluchant si :

> Vi, ( U FJ) N F; est un complexe pur de dimension n — 1.
1<j<i—1

Un poset P est épluchable s'il existe un ordre épluchant pour Q(P).

Exemple.

Ordre épluchant Pas un ordre épluchant



Epluchabilité

Sur certains complexes, il n'y a aucun ordre épluchant :




Epluchabilité
Définition. Soit k, n > 0. Un bouquet de k sphéres de dimension n
est la topologie obtenue par :

» on part de k sphéres disctintes de dimension n, chacune munie
d'un point distingué,
» on identifie (dans un espace quotient) les k points distingués.

Exemple.

Bouquets de sphéres de dimension 2.
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Epluchabilité

Exemple.

Si C est un graphe (complexe pur de dimension 1) connexe, avec fy
sommets et f; arétes, alors il a la topologie d’'un bouquet de
fi — fy + 1 sphéres de dimension 1.

Théoréme.

Si C est pur de dimension n et épluchable, il a la topologie d'un
bouquet de sphéres de dimension n.
Preuve. Soit F; < --- < Fk un ordre épluchant. Il suffit de faire

une induction sur k. Si ( U FJ> N Fy est égal a la frontiere de
1<j<k—1
Fi, on a rajouté une sphére de dimension n. Sinon, on peut aplatir

Fy sur ( U FJ> N Fy donc la topologie n'a pas changé.
1<j<k—1
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Invariant de Mobius

Comment connaitre le nombre de sphére dans la topologie d'un
poset épluchable?

Théoreme.

Soit P un poset avec un minimum m et un maximum M, ou toutes
les chafnes maximales ont n éléments. Soit 1 son invariant de
Mobius. Si le poset P\{m, M} est épluchable, il a la topologie d'un
bouquet de |u| sphéres de dimension n — 2.

Schéma de preuve : Soit f; le nombre de chaines strictes a i
éléments dans P\{m, M}. La caractéristique d'Euler de

Q(P\{m, M}) est 3"~ o(—1)f;, et aussi 1+ (—1)"bp_3 ol by_o est
le nombre de n — 2-sphéres. On relie >~ (—1)'f; a la fonction de
M®obius par un calcul dans /'algébre d’incidence du poset.



Partitions non-croisées
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Partitions non-croisées

Définition.

Une partition non-croisée de {1,..., n} est une partition
d'ensemble de {1, ..., n}, qui peut étre dessinée sans croisement.
Par exemple :

123 456 7 8 910

représente la partition non-croisée
{{1,3,4},{2},{5,9},{6,7,8},{10}}.

Les partitions non-croisées de {1,...,n} forment un poset NC,, ou
I'ordre est la raffinement. L'élément minimal est la partition a un
seul bloc, I'élément maximal est la partition a n blocs.



Partitions non-croisées

Le nombre de chaines a k éléments dans NC, est le nombre de

FuB-Catalan :
o _ 1 (k+1)n+1
" (k+1)n+1 n '
Théoréme. Soit P un poset avec un minimum m et un maximum

M. Soit (p le polynéme ( de P, i.e., (p(k) est le nombre de chaines
a k éléments de P. Alors I'invariant de Mobius de P est ((P, —2).

Ainsi le nombre de Mébius de NC, est (—1)""1C,_;.
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Partitions non-croisées

On peut définir les partitions non-croisées avec le groupe
symétrique &,,.
Définition. Pour une partition non-croisées m € NC,, sa
permutation non-croisée associée est 0 € &, telle que :
» pour chaque bloc b= {ii,fa,...,ix} de m, o a un cycle
(f1y 2y e yik)-

On a donc un poset des permutations non-croisées NC,.
Définition. Pour o € &, soit £(0) = n— z(o) ol z(o) est le
nombre de cycles de o.

Théoreme. 0 € G, est une permuation non-croisée ssi
l(o) +£(c71y) = n—1 ol v est le long cycle (1,2,...,n).
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Partitions non-croisées

Théoréme. Les chaines maximales de permutations non-croisées
sont en bijection avec les factorisations de «y en produit de n — 1
transpositions, via :

o1 <02 <a3... (02)(0y 03), (05 04) . ..

Exemple.

e o o o — (1,2,3/4)=1(2,4)(1,4)(2,3)
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Partitions non-croisées

Définition. Soit N'C}, le poset NC,, privé de son élément minimal
et de son élément maximal.

Les chaines maximales de N/C/, sont en bijection avec les chaines
maximales de N/C,,.

On peut comparer deux transpositions (i, j) et (k, /) par I'ordre
lexicographique : (i,j) < (k, /) ssi i< k, ou i= ket j<I
Théoréeme. L'ordre lexicographique sur les factorisations de
(1,2,3,...,n) en produits de n — 1 transpositions est un ordre
épluchant pour N'C/,.
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Partitions non-croisées
Exemple.

Les factorisations :

(1,2,3,4,5) =
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Un critére d'épluchabilité

Soit P un treillis. Pour tout x € P, soit <, un ordre total sur les
éléments qui couvrent x. On peut alors définir un ordre
lexicographique sur les chaines maximales de P par

(le"'axn) < (yl---v}/n>
ssi Xj <x,_, Yi, ou i est le plus petit indice tel que x; # y;.
On suppose que sion a x< y< z, et x< y avec y <, y, alors :

» soit 3y’ avec x< y/ <z, Yy <y,
» soit 37 avec x<Z <y VzetZ <,z

Théoréme. Sous I'hypothése précédente, I'ordre lexicographique est
épluchant.
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Fonctions de parking
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Fonctions de parking

Définition. Une fonction de parking est un mot aj ... a, d'entiers
> 1 tel que le mot trié & ... a), satisfait a} < i.

Exemple. 123, 132, 213, 122, 212, 111 sont des fonctions de
parking, mais pas 133.

Théoréme. Il y a (n+ 1)""! fonctions de parking de longueur n.
Elles sont aussi en bijection avec les arbres de Cayley, les

factorisations du cycle (1,2,...,n+ 1) en produit de n
transpositions.
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Fonctions de parking

Le groupe symétrique &, agit sur les fonctions de parking par
g - (21 . a,,) = 30—1(1) c. aa_l(,,).
Le caractere de cette action est :

x(0) = #{ fonctions de parking de longueur n fixées par o}
_ <n+ l)z(a)—l

ol z(o) est le nombre de cycles de o.
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Fonctions de parking

Une description alternative : on étiquette les pas montants d’un
chemin de Dyck de longueur 2n avec les entiers de 1 a n, de facon
croissante sur chaque suite de pas consécutifs.

4

Les étiquettes le long de la iéme ligne verticale sont les indices de i
dans la définition précédente, par exemple ci-dessous correspond a
212412.



Parking functions

On peut utiliser les partitions non-croisées au lieu de chemins de
Dyck.

Proposition. Les fonctions de parking sont en bijection avec les
paires (m,0) ol 7 est une partition non-croisée de {1,...,n} et
7T € G, est une permutation, telle que pour chaque bloc b € 7,
o(h) <o(i)<---avech={h <ih<--}

Partition non-croisée : Fonction de parking :

o VD o o 8
123 45 6 7 8 910 2 347 15 8109

(o(ih),0(i2),... sont des étiquettes de b).

6
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Parking functions

La bijection envoie (m,0) sur aj ... a, telle que : pour chaque bloc
b= {i1 < i2,...} dem,onai = Ao(iy) = Ao(in) =
L'exemple précédent

o A0 o

o NN o
123 456 7 8 910 2 347158109 6
donne 51216[10]1656.
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Parking functions

L’action du groupe symétrique sur les paires (7, o)
change o seulement.

Un choix naturel de représentants pour les orbites sont les (7, o)
ol o est la permutation identité.

Les fonction de parking correspondantes sont les aj ... a, telles que
aj < i, et lexicographiquement maximales dans leur orbite avec
cette condition, par exemple : 121156665[10].

Le nombre d’orbites est le nombre de Catalan C,. D'autres
représentants (apparemment plus naturels) sont les fonctions de
parking croissantes.
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Le poset des fonctions de parking

Un ordre partiel sur les fonctions de parking est défini par :
(m,0) < (7', 0') si
» 7’ est un raffinement de 7,

» si un bloc b € 7 est 'union de blocs b}, b, --- € 7’ alors les
étiquettes de b sont I'union de celles de b}, b, ...
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Le poset des fonctions de parking

Proposition.
» Il y a un unique élément minimal (la partition a un seul bloc
avec son unique étiquetage croissant).
> Iy a n! éléments maximaux (la partition a n blocs de taille 1

avec n! étiquetages possibles).

Proposition. Pour chaque élément maximal (, o), I'idéal
contenant les éléments sous (7, 0) est isomorphe au poset NC,,.
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Le poset des fonctions de parking

Ce poset a été introduit par Edelman en 1980 sous une forme un
peu différente.

Théoreme. [Edelman] Le nombre d'éléments de rang k (avec
0 < k< n-—1) dans ce poset est :

Kl (z>52(n,k+ 1),

ou le rang de (, o) est le nombre de bloc de 7.

C'est aussi le nombre de fonctions de parking de longueur avec k
valeurs distinctes.
Théoréme [Edelman]. Le nombre de chaines x; < -+ < x,,, dans ce
poset est

(mn+1)""1.
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Le poset des fonctions de parking

Théoreme. Le nombre de chaines x; < --- < x; dans P avec x, de

rang r est
k
r!< n>52(n,r+ 1).
r

Ceci généralise I"énumération par rang. On obtient aussi les
nombres de Whitney (de premiére espéce) par la spécialisation
k=—1.

Ce poset apparait implicitement dans la théorie des espaces de
parking d'Armstrong, Reiner, Rhoades. En particulier, d'apres cette
théorie, le caractéred de &, agissant sur les chaines x; < -+ < xpp
est

o — (mn+1)701,
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Epluchabilité

Le codede 0 € G, est :

1(0) = 7(0) .. m(0)
i) = #{> o7 H(i) P> a()}.
Par exemple (3142) = 1200.

Théoreme. On définit un ordre total <y sur les éléments (7’, ¢’) qui
couvrent f= (m, o) par comparaison lexicographique de

(v(a"), (")~ 1x). Alors les ordres (<f)spF, satisfont le critére
d'épluchabilité.
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Homologie des posets
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Homologie des posets

L' homologie du poset PF,, = PF,\{m} est I'homologie simpliciale
de son complexe d'ordre.

Explicitement, soit C; I'espace vectoriel avec pour base les chaines
strictes x; < -+ < x;+1 dans PF, pour i > —1. (Comme &, agit
sur PF, en respectant |'ordre, c’est un &,-module.)

Soit 0;: C; — C;_1 I'application :
’. .
8,-(x1 < e <K X,'+1) = Z(—l)J(X1 <L X < X,').
=1

Alors 0;0 011 = 0. Le iéme groupe d’homologie réduite est :

/:I,(P) == ker((?,-)/im(@,-ﬂ).
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Homologie des posets

Comme le poset est épluchable, il y a un unique groupe

d’homologie non nul, celui de degré maximal : H,_2(PF,). Sa
dimension est le nombre de spheres dans le bouquet, c’est aussi
(au signe pres) l'invariant de Mébius de PF, U { M}.

Le groupe symétrique agit aussi sur H,_s(PF,).

Théoreme. Le caractére de &, sur H,_o(PF,) est

X(0) = (~1)€)(n — )7,

En particulier, I'invariant de Mébius de PF, U {M} est
(=1)"(n—1)" 1.
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Homologie des posets

Preuve. On utilise d'abord la formule des traces de Hopf
[Sundaram]. Elle donne :

D (=1)CG = (~1)'Hi(PF,) = (—1)"Hp_2(PF,).
Ensuite, C; est relié au caractere Z,, de G, agissant sur les chaines

xp < -0 < X par
m m
I = Ci.
>(7)

i=0

On prend m = —1 et on utilise :

(7)) =0 Zalo) = (s 1o,
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Homologie des posets

Remarque. Le caractére signe € est défini par
o (=14 = (—1)n=#0),

Une fonction de parking est dite primitive si le chemin de dyck
associé a un seul retour a 0. Soit PPF,, C PF, le sous-ensemble
des fonctions de parking primitives.

Proposition. Le caractére de &, agissant sur PPF,, est
o+ (n—1)%9)=1 En particulier on a (dans I'anneau des
caracteres de &) :

H,—2(PF,) = ¢ ® PPF,.
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Merci pour votre attention
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