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1. RESOLUTION DIRECTE DES SYSTEMES LINEAIRES

Dans la suite, A = (a(i,j))1<i<ni<j<n désigne une matrice carré inversible de
nombres réels ou complexes.

1.1. Notions préliminaires. Une des taches fondamentales du numéricien consiste
a résoudre, & I'aide d’un ordinateur, des systémes linéaires de la forme Az = b ou
z est 'inconnue et b un vecteur réel ou complexe. Souvent, il arrive que la matrice
A est creuse, c’est a dire qu’elle contient beaucoup de zéros. Par opposition, une
matrice possédant peu de zéros est dite pleine. Pour des raisons d’efficacité il fau-
dra trouver des algorithmes permettant d’éviter au maximum le stockage des zéros
afin d’économiser la mémoire et les temps de calcul.

On appelle méthode de résolution directe d’un systéme linéaire un algorithme
qui, si l'ordinateur faisait des calculs exacts, donnerait la solution en un nombre
fini d’opérations. Il existe aussi des méthodes itératives qui consistent & construire
une suite de vecteurs x,, convergeant vers la solution x.

1.1.1. Stockage des matrices creuses. La méthode la plus économique pour sto-
cker une matrice creuse consiste & mettre ses valeurs dans un tableau de réels
atab(k)1<x<n o0t N est le nombre de valeurs non nulles de A. Les termes diagonaux
de A seront toujours supposés non nuls. Il faut alors deux tableaux indi(k)1<k<n et

indj(k)1<k<n pour repérer les numéros de lignes et de colonnes suivant la formule :
atab(k) = a(indi(k), indj(k))
Exemple : dans la suite nous ferons les calculs pour la matrice

2 0 0 -1

A 0 2 -1 0

ici, nous sommes conduits &

atab = [2,— -1,2,-1,-1,-1,2]
indi = [1122333444]

indj = [1,4,2,3,2,3,4,1,3,4]

N = 10

Bien qu’économique en mémoire, ce stockage (dit stockage morse) est peu adapté
a la résolution directe des systémes linéaires. Nous allons partir de cette représenta-
tion afin d’obtenir un stockage plus utile. Pour simplifier ’exposé, nous supposerons
(quitte & stocker quelques zéros supplémentaires) que les valeurs non nulles de A
sont réparties de maniére symétrique (a(i,5) # 0 = a(j,i) # 0). A n’est pas néces-
sairement symétrique.

1.1.2. Profil d’une matrice.
Définition 1.  — On appelle profil de A le tableau prof(j)i<i<n défini par

E; ={i,1<i<j,a(i,j) #0}
prof(j) = j — max E;

— On dit qu’un couple (i,7) est dans le profil de A si

J—proflj) <i < j oui—prof(i) < j <i
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Remarque : sur la colonne j, F; contient en fait les indices de lignes ¢ au dessus
de la diagonale, pour lesquels a(i,j) # 0. j — prof(j) + 1 est alors le plus petit de
ces indices.

Exemple : le profil est ici

profil = [0,0, 1, 3]

1.1.3. Diminution du profil d’une matrice, algorithme de Cuthill-Mac Kee. Nous
verrons par la suite qu’il est intéressant que la matrice A ait un profil le plus petit
possible. L’algorithme de Cuthill-Mac Kee consiste & renuméroter les lignes et les
colonnes de A afin de diminuer son profil, c’est & dire concentrer les valeurs non
nulles autour de la diagonale. Nous dirons que deux indices 7 et j sont voisins si
a(i,7) # 0 (rappelons d’ailleurs que par hypothése a(i,7) # 0, donc 4 est toujours
sont propre voisin), et nous commengons par compter les voisins nbvois(¢) de i grace
a l'algorithme suivant.

for k to N do

if indil[k] > indj[k] then

nbvois[indj[k]] :=nbvois[indj[k]]+1 :

nbvois[indi[k]] :=nbvois[indilk]]+1 :fi :od :

for k to n do nbvois[k] :=nbvois[k]+1 :od :

Notons alors nvoismax= maxi<;<, nbvois(i). nvoismax est le nombre maximum
de voisins sur tous les indices. Nous sommes donc en mesure de construire le tableau
listvois(i, 1)} ;<. 1 <1<nvoismax Ol listvois(z, ) contient le voisin numéro [ de I'indice
i:

indvois :=vector(mn) :listvois :=matrix(n,nvoismax)

for k to n do

indvois[k] :=1 :listvoisl[k,1] :=k :od :

for k to N do

if indi[k] > indj[k] then

i :=indi[k] :j :=indj[k]

indvois[i] :=indvois[i]+1 :indvois[j] :=indvois[j]+1

listvois[i,indvois[i]] :=j :listvois[j,indvois[jl] :=1 :

fi :od :

Exemple : on trouve

1 4 0

. . 2 3 0
listvois = 3 9 4
4 1 3

Ces tableaux permettent d’ailleurs de calculer le profil de A :

prof :=vector(n,0)

for i to n do :for j to indvois[i] do

if listvois[i,j] < i then

prof[i] :=max(prof[i],i-listvois[i,j]) :fi :od :od :

L’algorithme de Cuthill-MacKee consiste alors & partir d’'un indice arbitraire
1o = inum(1l). Ensuite, dans le tableau inum on ajoute les voisins de iy puis les
voisins des voisins, etc. On peut donc écrire :

estcompte :=vector(n) :inum :=vector(n) :i0 :=1

for i to n do

estcompte[i] :=0 :od :

inum[1] :=i0 :

estcompte[i0] :=1 :

compte :=1 :pointeur :=1

while compte < n do
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iactu :=inum[pointeur]

for ii to nbvois[iactu] do

i :=listvois[iactu,iil

if estcompte[i]=0 then compte :=compte+l :inum[compte] :=i :
estcompte[i] :=1 :fi :

od :

pointeur :=pointeur+1 :

od :

A la fin, le tableau inum contient la nouvelle numérotation.
Exemple :

inum = [1,4, 3, 2]

Apreés avoir renuméroté, il est souvent intéressant de relancer plusieurs fois ’algo-
rithme en prenant i¢ := inum(n). Il est aussi préférable, dans la boucle sur ii de
numéroter en priorité les indices ayant le moins de voisins. Si aprés 'algorithme, la
diminution du profil est importante, il est préférable de remplacer la matrice A par
la matrice A’ définie par :

/

Ynum() inum()

= Qi

Exemple : A’ est ici

o 0 -1 2

(dans la suite des exemples, nous continuons a travailler avec A et non avec A’)
Nous sommes maintenant en mesure de construire un nouveau stockage de A
appelé stockage profil.

1.1.4. Stockage profil de A. A sera stockée dans trois tableaux : ainf contiendra la
partie inférieure de A. asup contiendra la partie supérieure et adiag la diagonale de
A. La diagonale est facile a stocker

adiag(i) = a(i,i) 1<i<n

On décide de ranger dans asup les valeurs de la partie supérieure de A qui sont
dans le profil, colonne aprés colonne, zéros compris. Le principe de stockage est le
méme pour ainf, en travaillant ligne par ligne. En notant NN le nombre de valeurs
stockées dans ainf ou asup, on a donc

n
NN = Z prof(7)
i=1
Pour le repérage, nous aurons besoin de savoir ot commence chaque colonne dans
asup (ou chaque ligne dans ainf). Pour cela, nous construisons un tableau debut(i)1<;<n,
par l'algorithme
debut :=vector(n+1) :debut[1] :=1 :debut[2] :=1
for k from 3 to n+l1 do
debut [k] :=debut[k-1]+prof[k-1] :od :
Il est alors possible de remplir asup et ainf par I’algorithme
asup :=vector(NN,0) :ainf :=vector(NN,0) :for k to N do
i :=indilk] :j :=indj[k]
if i < j then kk :=debut[j+1]-j+i :asuplkk] :=atabl[k] :fi :
if i > j then kk :=debut[i+1]-i+j :ainf[kk] :=atabl[k] :fi :
od :
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Exemple :
NN = 4
adiag = [2,2,2, 2]
ainf = [-1,— —1]
asup = [-1,— 1))
debut 1, 1,1, ,]

Nous donnons enfin en exemple 'algorithme de calcul du produit de A par u
avec stockage dans v

for i to n do

v[i] :=adiagl[i]*ul[il

for k from i-prof[i] to i-1 do

v[i] :=v[i]+ainf [debut[i+1]-i+k]*ulk] :od :

for k from i+l to n do

if i > =k-prof[k] then

v[i] :=v[i]+asup[debut [k+1]-k+i]*ulk]

fi :

od :od :

1.2. Décomposition LU d’une matrice inversible.

1.2.1. Algorithme. Pour résoudre Ax = b, on va chercher a écrire A = LU ou
— L est une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale, telle que
L+ LT ale méme profil que A.
— U est une matrice triangulaire supérieure, telle que U 4+ U7 a le méme profil
que A.
La résolution de Ax = b est alors ramenée aux résolutions successives des sys-
témes échelonnés Ly =bet Uz = y.
Nous allons procéder par identification :

i
l(%]) 1(17]) Si 'L _ prof(l) S] < Z ul,] U(IL?]) S1 j prOf(]) — 1 — ]

SN e ‘
0sil<j<i— prof(i) 0si1<i<j— prof(y)

nous voulons donc que

Zl u(k,j) 1<i<n
k=1

n

pour des (7, j) dans le profil de A, on a donc (par convention, Zzza =0sia>b):

a(i,j) = Y _1(i,k)u(k
k=1
min(z,5)

= > 106, k) u(k, §)

k=max(i—prof(s),j —prof(s))
donc si j < i alors

a(i, j) = > 16, k) ulk, 5)

k=max(i—prof(i),j —prof(s))
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et si ¢ < j alors
a(i, j) = > (i, k) u(k, )

k=max(i—prof(i),j—prof(;))
et nous en déduisons que

u(l,j) = a(l,j) 1<j <1+ prof(j)

puis, pour ¢ =2,3,--- ,n

1 At
(i,7) = ———=|ali,j)— (i, k) u(k,j
(2,) WG (2,) > (i, k) u(k, j)

k=max(i—prof(:),j —prof(s))
pour ¢ — prof(i) < j < i
i—1
u(i,j) = a(i,j)— Z (i, k) u(k,j) pour ¢ < j < i+ prof(j)
k=max(i—prof(i),j—prof(j))

il se trouve, dans cet algorithme, que L et U peuvent étre stockés dans les mémes
tableaux que A au cours de I’élimination, a condition de prendre les calculs dans le
bon ordre! L’algorithme final s’écrit alors :

for i from 2 to n do

for j from i-prof[i] to i-1 do

for k from max(i-prof[i],j-prof[jl) to j-1 do

ainf [debut [i+1]-i+j] :=ainf [debut[i+1]-i+j]

-ainf [debut [i+1] -i+k]*asup[debut [j+1]-j+k]

asup[debut [i+1]-i+j] :=asup[debut[i+1]-i+j]

-ainf [debut [j+1] - j+k] *asup [debut [i+1] -i+k]

od :

ainf [debut[i+1]-i+j] :=ainf [debut[i+1]-i+j]/adiaglj]

od :

for k from i-prof[i] to i-1 do

adiag[i] :=adiag[i]-ainf [debut[i+1]-i+k]*asup[debut[i+1]-i+k]

od :od :

Exemple : On trouve

adiag = [2,2,3/2,5/6]
asup = [-1,-1,0,-1]
ainf = [~1/2,—1/2,0,—2/3]

on a donc

-

I
1
OO O N
O O N O

Sl
~— (e}
[N

Il = |
— —_

co b N

— o O O
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1.2.2. Descente-remontée. L’algorithme de résolution de Ly = b (descente) s’écrit
y :=vector(n,0) :x :=vector(n,0)

y[1] :=b[1]
for i from 2 to n do
y[i] :=bl[i]

for k from i-prof[i] to i-1 do

y[i] :=y[i]-ainf [debut [i+1]-i+k]x*y [k]

od :od :

L’algorithme de résolution de Uz = y (remontée) s’écrit
x[n] :=y[nl]/adiag[n]

for i from n-1 to 1 by -1 do

x[i] :=y[i] :for k from i+l to n do

if i > =k-prof[k] then

x[i] :=x[i]-asup[debut [k+1]-k+i]*x[k] :fi :
od :

x[i] :=x[i]/adiagli]

od :

1.2.3. Algorithme avec pivotage. Il arrive parfois au cours de 'algorithme que le
pivot, qui est la valeur par laquelle on divise (ici adiag(i)), est nul ou trés petit. A
cause des erreurs d’arrondi, les résultats obtenus peuvent alors étre trés différents
de la solution exacte. Il faut donc modifier I'algorithme. Pour cela, on améne a
chaque étape en position (i,4), par échange de lignes, le plus grand élément en
valeur absolue de la colonne i. Il faut mémoriser ces échanges de lignes dans un
tableau (noté ici sig). De plus, la structure ligne de ciel étant détruite par ces
échanges, nous présentons un algorithme pour les matrices pleines.

factolu :=proc(A,sig,n)

#initialisations

det :=1 :sig :=vector(n)

for i to n do sigl[i] :=1i :od :

for k to n-1 do

p :=Alk,k] :kp :=k :

#recherche du pivot le plus grand

for i from k to n do

if abs(A[i,i]) > abs(p) then

kp :=i :p :=A[i,i] :fi :

od :

#calcul de la signature de la permutation

#pour calcul du determinant

if not(kp=k) then det :=-det :fi :

#echange des lignes kp et k

for j to n do

interm :=A[k,j] :A[k,j] :=Alkp,j] :Alkp,j] :=interm :

od :

interm :=siglk] :siglk] :=siglkp] :siglkp] :=interm :

#elimination

for i from k+1 to n do

g :=-A[i,k]/A[k,k] :A[i,k] :=-g :

for j from k+1 to n do

Ali,j] :=A[i,jl+g*Alk,j] :od :od :od :i :=’i’

#affichage du resultat : > #factorisation, permutation, determinant

op(A) ,op(sig) ,det*product (A[i,i],i=1..n) :end;
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L’algorithme de descente-remontée, en tenant compte de la permutation, est le
suivant :

desrem :=proc(A,sig,b,x,n)

y :=vector(n)

y[11 :=bl[sigl1]]

for i from 2 to n do

y[i] :=b[sigli]]-sum(A[i,jl*y[j]l,j=1..i-1) :o0d :

x[n] :=y[nl/Aln,n] :i :=°i> :j =3’

for i from n-1 by -1 to 1 do

x[1] :=(y[il-sum(A[i,jl=*x[j],j=i+1..n))/A[1,1i]

od :op(x) ;end;

O™

1.3. Travaux pratiques.

(1) Reéaliser un programme pour résoudre un systéme linéaire Au = f oi A est
une matrice tridiagonale.

(2) Tester ce programme en comparant les résultats obtenus avec des résultats
connus, dans un cas simple.

(3) En approchant le probléme

@) = @)
u(0) = wu(l)=0

par un systéme linéaire, résoudre numériquement ce probléme pour f(z) =

z(z—1), f(z) =2(x —1/2)(x — 1), f(z) = z(x — 1/3)(x — 2/3)(x — 1) et

pour diverses dimensions du systéme linéaire. Conclusions ?
(4) Résoudre numériquement
—u" () +x(x — Du(z) = 1
u(0) = wu(l)=0
0d

2. INTEGRATION NUMERIQUE

2.1. Préliminaires. On souhaite disposer d’'un moyen d’évaluer numériquement
I(f) = ff f(t)dt ou f est une fonction continue sur un intervalle [4, B] avec A < B.
En effet, dans de nombreuses applications, cette intégrale ne se raméne pas a des
fonctions simples, et méme si c’est le cas, on cherche une méthode simple et utilisable
dans le cas général. Pour cela, nous chercherons une approximation de I(f), notée

J(f) sous la forme
N

T(f) =D Xif (w:)
i=0
ou les points z; sont dans l'intervalle [a, b]. Les x; sont appelés les points d’inté-
gration et les coefficients A; les poids d’intégration.

2.2. Intégration des polyndémes. Pour commencer, supposons que f est un po-
lynéme de degré < N, et supposons que les points d’intégration z; sont imposés
avec

A<zy<---<zy<B

Dans ce cas, il est possible de trouver un unique jeu de \; tel que I(f) soit exac-
tement J(f). En effet, par linéarité de I et J, il suffit que I(f) = J(f) quand
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f =2 — 2" pour 0 < i < N. Les poids d’intégration sont alors solutions du
systéme linéaire

1 1 - 1 o B-A
B2_A?
g X1 - TN A1 >
. = } S AAN=S
}V N N ’ N+1; N+1
Ty T TN AN %

qui admet une solution et une seule car

det A = (=1) PNV TT(@; — 25) # 0

i<j

Exemples :

~ N =0,20 = 242, on trouve A\g = B — A, soit

A+ B

(1) I(f) = (B - 4) f(55

)

c’est la méthode des rectangles. On constate que la méthode est encore exacte
pour des polynomes de degré < 1.

- N=1,29 = A,z1 = B, on trouve \yg = \; = BT’A, soit
flA) + f(B
® 5 = (8- ) TAIE)
c’est la méthode des trapézes.
- N=2,20=A4A,21 = ALQB,ZQ = B, on trouve \yg = Ay = BT_A,/\l = @,
soit
B-—A A+ B
® a0 =2 (1) + 1+ 4155 )

c’est la méthode de Simpson. Cette méthode est encore exacte pour des poly-
némes de degré < 3.

2.3. Intégration des fonctions réguliéres. Quand f n’est plus un polyndme,
les formules (1), (2), et (3) peuvent encore étre écrites. Cependant, on n’aura plus
nécessairement I(f) = J(f). Il faut alors se demander en quel sens I(f) est une
approximation de J(f). A cette fin, posons E(f) = J(f) — I(f). E(f) est 'erreur
de la méthode d’intégration. Nous allons évaluer E(f) dans le cas de la méthode
des rectangles.

Théoréme 1. Si f est de classe C* sur [A, B] alors, 3c € [A, B] tel que

(b—a)’

e

E(f) =~

Démonstration : commencons par écrire la formule de Taylor avec reste intégral

F(@) = F(A) + (z — A)f/(A) + / (& — )" (1)t
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La formule des rectangles étant exacte pour des fonctions affines, on a (H est la
fonction de Heaviside)

E(f) = xﬂ/ (t)dt)
(B — A/ max (0 +B —t)f"( dt+/ / max(0,z — ) f" (t)dt

/ </ max (0, AtB t) — max(0,z — t)d:c) ' (t)dt
t=A r=A 2

B 2
| (mEE —aw - a@EE -0 - EE)

=A

or H(AEE —)(B— A)(2EL2 — ) - (Bgt)Q est une fonction négative sur [A, B] donc
Jde € [A, B] tel que
B A+B A+ B B —t)?
I L N L R I
t=A
(B-A)°

- S50

O
Nous admettons le théoréme suivant (qui se démontre avec les mémes techniques
que le précédent)

Théoréme 2. Soit une méthode d’intégration J 4 N points, exacte pour des po-
lynoémes de degré < P avec P > N. Alors, si f est de classe CPT1 sur [A, B],
Jde € [A, B] tel que
E(f) = K- (B - AP f(c)
ot K = K(P) est une constante indépendante de f et de A et B.
Nous déduisons de ce théoréme la majoration
B < IKP)B =) sup |0
c€[A,B]

malheureusement, nous ne pouvons pas en déduire que |E(f)| — 0 quand P — oo
car rien ne dit que |[K(P)||(B — A)|"1? SUP.c(4,B] ff(PH) (c)| tend vers 0. D’ailleurs,
on peut exhiber des fonctions f pour lesquelles |E(f)] — oo quand le nombre de

points d’intégration augmente! Nous sommes donc conduits & introduire les mé-
thodes d’intégration composites.

2.4. Méthodes composites. On part d’'une méthode d’intégration sur l'intervalle
[0, 1] exacte pour des polyndmes de degré < N

N
J(f) = Zﬂif(fi)
i=0

ou 0 <& <--- <&y <1 sont les points d’intégration et les u; les poids d’intégra-
tion. Considérons maintenant un polynéme @ de degré < N défini sur un intervalle
[a,b] un changement de variables donne :

b 1 N
/ Qt)dt = (b—a) /O Qb — )t +a)de = (b — ) 3 i Q((b — 0) + a)
a =0

Une méthode d’intégration composite consiste alors & considérer une subdivision
de lintervalle [A, B]
A<zg<---<zy <B
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et a appliquer la formule (4) sur chaque intervalle [a,b] = [x;, 2;41],0 <@ < M —1.
Nous approcherons donc I(f) par

M N
H(f) = (wr—zr-1) D paf (2 — 2h-1)& + Tp-1)
k=1 i=0
Dans le cas d’une subdivision réguliére, xx = a + kh avec h = B#A et

M N
H(f) = hzz,ulf((k —1+4¢&)h)
k=1i=0
en appliquant le théoréme (2) a chaque intervalle [a, b] = [z;, ¢;+1], on obtient, dans
le cas de la subdivision réguliére :

Théoréme 3.

H(f) = I()| < IK(P)|(B = 4) sup | f+D(e)| nP+
c€[A,B]
Cette fois-ci erreur tend bien vers 0 quand h — 0 (c’est & dire quand M — o)
a P fixé.
2.5. Ordre d’une méthode. Continuons a étudier les méthodes composites dans
le cas d’une subdivision réguliére. Pour I'instant nous avons obtenu des majora-

tions de l'erreur. Nous nous intéressons ici au cas ot ’on dispose d’un équivalent
de l'erreur quand A — 0.

Définition 2. On dit que la méthode est d’ordre L pour la fonction f ssi 3C' # 0,
|H(f) — I(f)| ~ Ch* quand h — 0

Il est évident que plus l'ordre de la méthode est élevé, plus la convergence de
H(f) vers I(f) est rapide quand h — 0. Néanmoins, la taille de la constante C
n’est pas & négliger !

Exemples :

— On considére f(xz) = e, et on calcule fol f(t)dt par la méthode des rectangles
pour 10 < M < 20. On trace le logarithme de l'erreur en fonction du loga-
rithme de M. Si M est assez grand, on s’attend a ce que la courbe soit presque
une droite. Sa pente sera 1'opposé de l'ordre de la méthode (car M = b_T“)
L’algorithme est le suivant

intrect :=proc(f,a,b,M)

h :=evalf ((b-a)/M)

h*sum(£f ((i+.5)*h),i=0..M-1) ;end ;

f :=x- > exp(x) ;

intrect(£f,0,1,10) ;

graf := [seq([1n(1./j),

1n(abs(exp(1l.)-1.-intrect(£,0,1,j)))]1,j=10..20)] ;

plot(graf) ;

La pente de la courbe obtenue est de —2. L’ordre de la méthode des rectangles
est donc de 2 pour la fonction exponentielle.

— On considére f(z) = €*, et on calcule fol f(t)dt par la méthode de Simpson

pour 10 < M < 20. L’algorithme est le suivant

intsim :=proc(f,a,b,M)

h :=evalf ((b-a)/M)

h/6.*sum(f (i*h)+4.*f ((i+.5)*h)+f((i+1.)*h),i=0..M-1) ;end;

f :=x- > exp(x) ;

intsim(£f,0,1,10) ;

graf := [seq([1n(1./j),
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1n(abs(exp(l.)-1.-intrect(£f,0,1,j)))]1,j=10..20)]1;
plot(graf) ;
L’opposé de la pente de la courbe obtenue est de 4. C’est 'ordre de la méthode
de Simpson pour la fonction exponentielle.
— On considére f(z) = Inx, et on calcule fol f(t)dt par la méthode des rectangles.
On trouve que lordre est 1! Ceci montre que la régularité de la fonction est
indispensable dans le théoréme (2).

2.6. Méthode de Gauss composite. La méthode de Gauss consiste a déterminer
les points d’intégration ¢&; sur I'intervalle [0, 1] de sorte que la méthode

J(f) = mif(&)
i=0

déja exacte pour des polynomes de degré < N soit exacte pour des polyndmes
de degré le plus élevé possible. A priori, on dispose de N + 1 degrés de liberté
supplémentaires, on s’attend donc a ce que la méthode puisse étre exacte pour des
polynémes de degré < 2N + 1.

Considérons alors sur ’ensemble des polynémes le produit scalaire

(P.Q) = / P(HQ(t)dt

En orthonormalisant la suite de polynémes n — 2", par le procédé de Gramm-
Schmidt, on obtient

Lo(l') = 1
1

Li(z) = 2V3 (:17 - 2)

9 1
LQ(J?) = 6\/5 T —x+ 6

3 3 1
9 2 1

Ly(z) = 210 <m4—2x3+7x2—7x+70>

nous admettrons que Ly admet k zéros distincts dans ]0, 1[. Nous allons alors mon-
trer

Théoréme 4. Siles &; sont les zéros de Ly41 alors la méthode

N

T(f) = mif(&)

i=0
est exacte pour des polyndomes de degré < 2N + 1.

Démonstration : soit P un polynéme de degré < 2/N+1. La division euclidienne
de P par Ly4idonne

P=qLyy+r
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ou 7 est un polynéme de degré < N et ¢ un polynéme de degré < N. Donc, par
orthogonalité des polynomes Ly, et parce que les & sont racines de Ly 41 :

/01 P(t)dt = /01 q(t) L4 (t)dt + /01 r(t)dt = /01 r(t)dt

N N N
= Y @) =Y pmilaLngr +7)(&) = Y P (&)
i=0 i=0 i=0
O
Exemples :
-N=1= ¢ = % - ?,& = % + %. La méthode est d’ordre 4 pour une
fonction réguliére.
- N=2=¢§ = % - @,51 = %,& = % + @. La méthode est d’ordre 6 pour
une fonction réguliére.
0o

3. INTERPOLATION DES FONCTIONS

3.1. Interpolation de Lagrange. On se donne une fonction continue, f : [a,b] —
R, et une subdivision de [a, ]
a=x9<---<xTny=0>b

le probléme de 'interpolation est alors de déterminer un polynéme P de degré
< N tel que

Vi= 0N, P(r) = f(x:)
P est dit polynome d’interpolation de f relatif a la subdivision z.
Théoréme 5. Pour toute subdivision x de points distincts, il existe un unique
polynéome d’interpolation de f.

Démonstration : si P(t) = ap + a1z + -+ + anz?, les coefficients de P sont
solutions de

1z - xff ag f(zo)
1 oz o ay f(z1)
1 TN SC% an f(xN)

la matrice de ce systéme linéaire est une matrice de Vandermonde de déterminant
# 0 car les points x; sont distincts.(]

Théoréme 6. Soit f : [a,b] — R de classe CN*L1. Soit Py le polynome d’interpo-
lation associé o f relatif & la subdivision a = o < --- < xy = b alors 3c € [a, D]

)

J@) = Py(@) = (@ —20)- (¢~ an) Ty

Démonstration : voir les exercices[]

On constate, comme pour I'intégration numérique, que si on souhaite approcher
f il ne faut pas, en général, faire tendre N vers 'infini! Il est préférable de fixer N,
de subdiviser U'intervalle [a, b] en M sous-intervalles égaux sur lesquels on interpole
f avec N points. On peut alors faire tendre M vers I'infini. L’inconvénient de cette
approche est que 'approximation de f est continue, polynémiale par morceaux,
mais n’est pas dérivable, en général, aux extrémités des M sous-intervalles.

Exemple : I'interpolation Py de z — 1—5-% sur l'intervalle [—1, 1] pour la sub-
division x; = —1+ %,i =0--- N ne converge pas vers f quand M tend vers I'infini
(on observe des oscillations de Py de plus en plus importantes. Ce comportement
de Py est appelé phénoméne de Runge).
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Mais il existe une autre difficulté que nous allons aborder sur un exemple
Exemple : soit f(z) = z sur [0, 1]. Soit la subdivision z; = +%,i = 0---N. La

N
résolution de
1oz - af) ag f(x0)
1oz e a2y ax f(x1)
1 zy N ay f(zN)
conduit bien sir a (ag,a1,---,an) = (0,1,0,---,0). Or si 'on tente de résoudre

ce systéme avec N = 20, numériquement pour une précision de 10 chiffres, grace
a la méthode LU (avec ou sans pivotage), les résultats obtenus n’ont rien a voir
avec la solution exacte. L’erreur peut atteindre, suivant la machine avec laquelle on
travaille, plusieurs centaines de milliers! Le systéme de Vandermonde appartient a
la catégorie (heureusement plutot rare) des systémes linéaires mal conditionnés.
On appelle ainsi un systéme pour lequel une petite erreur sur les coefficients ou le
second membre entraine une erreur importante sur la solution du systéme. Il est
possible de savoir si un systéme Ax = b est bien ou mal conditionné en connaissant
sont conditionnement, défini par

cond(A) = ||A]l HA_lH

ot ||| est une norme matricielle quelconque. On a toujours cond(A) > 1, et plus
ce nombre est grand plus la résolution du systéme est difficile. Dans notre exemple
cond(A4) = 356551625901350880. Par ailleurs, cond(A) = 1 ssi A est une matrice
orthogonale (A=1 = AT). Les systémes linéaires les mieux conditionnés sont donc
ceux dans lesquels intervient une matrice orthogonale.

Heureusement, il existe d’autres méthodes pour calculer le polynéme d’interpo-
lation

3.2. Polynémes de Lagrange.

Définition 3. Soit a = z9 < --- < xy = b une subdivision de Uintervalle [a,b].

On appelle jeme polynéme de Lagrange associé a la subdivision et on note L; le
polynome

Hj;éi(x - zj)

112 (zi — 25)

L; est un polynéme de degré N, (Lg,--- ,Ln) constitue une base de ’ensemble des
polynomes de degré < N, de plus

1sij=i

M@ﬁ:{omj¢i

Théoréme 7. Soit f : [a,b] — R. Soit Py le polynome d’interpolation associé & f
relatif a la subdivision a = xg < --- < xy = b. Py est alors donné par

N
Py = f(wr)Lx
k=0
3.3. Interpolation par fonctions splines.

3.3.1. Introduction. Les inconvénients de 'interpolation de Lagrange sont :
— possibilités d’oscillations si le degré de 'interpolation est trop élevé.
— l'approximation n’est pas dérivable quand on utilise I'interpolation par mor-
ceaux.
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Nous allons maintenant décrire une modification de l'interpolation de Lagrange
qui permet d’éviter ces désavantages.

Soit @ < zg < -+ <y < b une subdivision de l'intervalle [a,b], et f : [a,b] — R,
une fonction. Nous noterons f(z;) = y;.

Définition 4. Une fonction o définie sur [a, b] est appelée une spline d’interpolation
de f relative a la subdivision x; ssi
— o est de classe O sur [a,b] (donc o' (z}) = o'(x;_,) pouri=1---N—1)
— o est de classe C sur [z;,xiy1],4 = 0---N — 1 (" nlest pas forcément
continue sur [a,bl)
- o(xi) =y

Remarque : spline signifie latte en Anglais. Une latte de bois souple était effec-
tivement utilisée par les dessinateurs industriels pour tracer des courbes dérivables
passant par des points donnés.

Il existe bien siir une infinité de splines d’interpolation de f (dont le polynéme
d’interpolation). En fait nous allons chercher parmi toutes les splines celles dont les
oscillations sont minimales sur Uintervalle [a, b] au sens ou

b
/ o’ (t)%dt est minimale
a

En termes physiques, la quantité f: o' (t)%dt est d’ailleurs 1'énergie de flexion de la
latte. Nous allons donc calculer la position effective d’une latte flexible qui passe
par les points (z;, f(z;)).

3.3.2. Caractérisation.

Théoréme 8. [l existe une unique spline d’interpolation dont l’énergie est mini-
male. Cette spline o vérifie :

— la restriction de o & [x;, 2;11] est un polynéme de degré < 3 pouri=10---N—1

- (o) = yo,0(zN) =y~

~o(@f)=o0(z;)=y; pouri=1---N—1

*U’(l‘j)—O’( Z)pouri=1---N—1

o (2q) = 0" () = 0

- o"(xf)=0"(z]) pouri=1---N—1

Idée de la démonstration : Soit C' I’ensemble des splines d’interpolation de f
relativement a x;

C= {J,U € C'a,b)NC™® [zi,2i41],i=0---N — 1,0(x;) = yi}
C est un ensemble convexe. Soit V' ’espace vectoriel
V= {QP,QD S Cl [a,b] nCc= [.’Ei,.’bﬁ,l} ,i =0---N — ].,(,0((EZ) :0}

On a C +tV C C pour tout réel t. Soit E(o) = fab o’ (t)?dt. Pour tout ¢ dans V,
et tout réel ¢, on a

E(o) < E(o +tp)

par conséquent,

E(o +tp)

dt

ce qui se traduit (aprés calculs) par

b
Vo eV, / o (1) () = 0

t=0
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On considére alors une fonction ¢ a support dans |z;, 2;11] (le support d’une fonc-
tion est I'adhérence du plus grand ouvert sur lequel la fonction n’est pas nulle),
nous avons alors, aprés intégrations par parties sur [z;, T;11]

/ @ (1)p(t) = 0

et ceci étant vrai pour toute fonction a support dans |z;,2;11[, on en déduit que
sur cet ouvert

c®(z) =0

d’oul la premiére assertion. Les assertions 2, 3 et 4 sont évidentes car o € C
Enfin, pour ¢ € C, on a (en convenant de prolonger o par 0 en dehors de [a, b])

b b N
[orwee = - [ o@e e+ 3¢ (") - o))
i Nl_O
= [ oW 0et) + 3¢ e (o7 (a7) — 0" (07)
a 1=0
3wl (0" () — 0" (7))
Nz—O
= Zg@'(zi) (" (z;7)—o"(zf)) =0
1=0

en choisissant convenablement ¢, on en déduit les assertions 5 et 6.0

3.3.3. Calcul de la spline. Pour calculer pratiquement la spline minimale, on pose
M; = ¢"(x;). En particulier, My = My = 0. Sur lintervalle [z;,2;11], o est alors
donné par

(iy1 —2) (@ — ) (x — 22511 + 23)

olz) = 1/6 M;
(2) / p——
~1/6 (Tiy1 — ) (z — ;) ( — 23 + $i+1)Mi+1
LTi+1 — L4
+ Yi+1 — Yi o4 Yilit1 — TilYit1
Tit1l — Ti Tit1 — Ti
de plus
/ _ Yi+1 — Yi
g (.Z'l) = —1/3Mi ($i+1 — 331) — 1/6MZ‘+1 (xi+1 — .Tl) + —
Tiy1 — Ty
o'(€is1) = 1/6M;(2iv1 — 2;) + 1/3 Misy (w41 — a7) + 22—
Ti41 — T4
le raccord des dérivées au point z; implique donc
1/6 M1 (g1 — ;) +1/6 M (x; — 23-1) + 1/3 M; (zig1 — xi—1)

Yir1 —Yi  Yi —Yi-1
Titl — T T — Ti—1
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Pour simplifier, considérons une subdivision réguliére (z;11 —x; = h = b_T“), les
M; sont alors solutions de

2/3 1/6 0 M, y2—2y21+yo
1/6 2/3 1/6 g
/6 . .0 ' =
S 16
0 1/6 2/3 My_1 yN*Q?/Nh—Zl“FyN—Z
il suffit donc de résoudre un systéme tridiagonal.

[

4. RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS NON-LINEAIRES

4.1. Introduction. Soit f : Q fermé C RP — RP. On cherche T € Q tel que f(T) =
0. Nous supposerons qu'un moyen (une étude graphique, une raison physique, un
théoréme, 'intuition ou ... la chance!) nous ont permis de voir que T était 'unique
solution dans 2. Nous supposerons aussi que f est au moins continue sur €.

En général, les méthodes de résolution de f(Z) = 0 sont des méthodes itératives.
Elles consistent a construire une suite z,, convergente (le plus rapidement possible)
vers T. Nous envisagerons le cas ou cette suite est de la forme

g € €
Tpy1 = g(mn)

ol g est une application de ) dans {2 continue.

4.2. Le théoréme du point fixe. Tout le monde a déja entendu parler de
Théoréme 9. Soit g une application définie sur Q fermé, qui vérifie

(1) g(2) C Q (cette condition est indispensable pour que la suite x,, soit défi-
nie!)
(2) g est K— Lipschitzienne sur  avec K < 1, c’est a dire
3K, 0 < K <1,¥(z,y) € @ x Qlg(z) = g(y)l| < K ||z —y]|

Alors Uéquation g(T) = T admet une solution et une seule dans Q2. De plus pour
toute suite de la forme

xg € Q
Tn+1 = g(asn)
on alim,_ o x, = .
Démonstration :
(1) unicité : soient 1 et 2, deux solutions. On a :
21 — 2| < K [lzg — z2|
et K <1=x1 =29
(2) existence : soit la suite
xg € Q)
Tnt1 = g(Tn)
Puisque f est K —Lipschitzienne, on a

[#n41 = an| < K ||lzn — 2n-1]]
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donc
(5) Zns1 — 2n < K™ |1 — 20|

Calculons maintenant, pour p > n

P
E Tk — Tk—1 =Tp — Tn

k=n+1
par (5), on obtient
p 00
lzp —zall < D K"y — ol < K™ |z — zo] Y K*
k=n+1 k=0
KTL
=T % lx1 — zo|] — 0 quand (n,p) — oo

la suite (z,,) est donc de Cauchy dans €2, donc convergente dans Q car
est un fermé dans un complet donc complet. De plus, soit [, la limite de
cette suite, par continuité de g, g(l) = [, d’ou l'existence du point fixe.[O

Il est important de disposer de critére pratique assurant qu’une fonction g est
K —Lipschitzienne, avec K < 1.

Théoréme 10. Si||¢'(x)|| < K pour tout x dans ) conveze, alors, g est K— Lipschitzienne
sur ).

Démonstration : soient x et y dans Q. Puisque le segment [z, y] est inclus dans
Q, ona

mw—g@w=45ﬂx+ux—wxx—m

donc
1
lg(y) —g(@)]| < /OHg/(xH(w*y))(x*y)lldt
< [ W+ ta— )=
< K= -y
0

En général, la méthode du point fixe, quand elle converge, est une méthode
d’ordre 1. C’est a dire que, en gros, a chaque itération 'erreur est multipliée par
un coefficient plus petit que un. Voici un énoncé plus précis

Théoréme 11. Supposons que la méthode du point fixe converge et que g est de
classe C?, alors
_ — _ 2
Tpt1 =T =g (&) (n —T) + O([|zn — Z[7)
en particulier, en dimension un d’espace, si T, #* T,
T -
—E (@)
Ty — T
et done, |¢'(T)| < 1.
Nous sommes conduits & la définition suivante

Définition 5. Une méthode du point fize est d’ordre k ssi

M—M avec 0 < || < 400
(zn — )
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4.3. Méthode de Newton. La méthode de Newton est un cas particulier de la
méthode du point fixe. Quand elle converge, elle est en général d’ordre 2, d’ott son
intérét. L’idée est la suivante :

Supposons que ’on connaisse a I’étape n une approximation x,, de la solution T.
Posons

Tntl = Tpn + dxn

Nous allons chercher un accroissement dz,, qui améliore la précision de 'approxi-
mation. Un développement de Taylor donne

f(@n +dzy) = f(zn) + f(@n)dzn + O(||dz,||)

On souhaite bien str que f(x, + dx,) soit le plus proche possible de zéro. En
négligeant les termes du second ordre, il est donc logique de résoudre

flxn) + f'(xn)dr, =0
soit
Tn41 = Tp — f/(l‘n)_lf(l‘n)

Bien siir, la suite (z,,) n’est pas toujours définie. Il faut, en particulier, que f'(z,)
soit une matrice inversible et que x,4+1 € €. Pour étudier cette suite, on peut par
exemple essayer d’appliquer le théoréme du point fixe a la fonction g : ¢ — g(z) =
2 — f(2) " f ().

Vérifions, dans le cas de la dimension 1, que la méthode est, sous certaines
hypothéses, une méthode d’ordre 2.

Théoréme 12. Soit f de classe C? sur [a,b] admettant une unique racine T dans
[a,b]. On suppose que :

- |f'(x)] >m >0 et|f'(x)] <M sur[a,b

~x9 € [T—n,T+1] avecn < 2

alors la méthode de Newton converge et

W /M 2" —1
2 — T < |wo — 7| ()
2m

Démonstration : la suite z,, est définie par
Tptl =T =2Tp —T — f/(xn)_l (f(zy) — f(f))

par ailleurs,

= 2
Fla) = FE) = (@~ %) £ ) + 2T () avec € €, 7
done £7(€)
- 2
Tpnt1 — T = (T, — T) m
et
[t — 7] < [2n — T o

2m
ce qui prouve l'existence de la suite et sa convergence. On a aussi

Tntl1 — T fﬂ(f)
2 (7
(xp, — ) 2f()
Si f”(Z) # 0, la méthode est d’ordre 2.0

4.4. Exercices. 1) Montrer que l'équation f(x) = 2% — 2 posséde une solution
unique « et qu’on peut obtenir celle-ci en utilisant la méthode de Newton & partir
de zg = 1. Donner une minoration du nombre d’itérations a effectuer pour obtenir
une précision € = 10710

(|
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5. RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

5.1. Rappels. Soient P un entier > 1, 7' un réel > 0, o un élément de R” et f
une application continue de [0, 7] x R & valeurs dans R”. On cherche une solution
y:[0,T] — RP aT’équation différentielle

y'(t) = [flty) Vtelo,T]
(6) y(0) = a
Pour simplifier ’exposé, nous poserons P = 1. Mais les résultats et méthodes décrits

dans le cas scalaire s’étendent sans difficulté au cas vectoriel. Rappelons le théoréme
de Cauchy-Lipschitz

Théoréme 13. Si f est Lipschitzienne par rapport a y, c’est a dire s’il existe
K > 0 tel que

V(t,y,y') € [0,T] x R x RY,|f(t,y) — f(t.y)| < K |y — /|
alors le probléeme (6) admet une unique solution (pour T assez petit).

Il est souhaitable, avant d’aborder ’analyse numérique de ce type de probléme,
que ce théoréme soit applicable. En effet, considérons ’exemple suivant

vy = Vil

y(0) = 0
il est clair que y(t) = 0 et y(t) = % sont solutions. Il est difficile d’imaginer une

méthode permettant d’approcher plusieurs solutions en méme temps!

5.2. Méthode d’Euler explicite.
Principe. Posons At = h = T/N ou N est un entier > 1. Si ¢ représente le temps,
At est souvent appelé le pas de temps. Soit ¢, = n/At une subdivision réguliére de
I'intervalle [0, T]. Il est aussi possible (et méme souhaitable dans les applications!)
d’envisager des subdivisions irréguliéres. Nous allons chercher un vecteur (y,)o<n<n
tel que vy, >~ y(¢,) ot y est la solution exacte de (6).
Puisque
W = o (tp) +c(At) avec AEIEOS(At) =0
= f(tna y(tn)) + 6(At)
il est naturel de résoudre

Yn+1 — Yn
—_— t
A7 f(
Yo = «

Le vecteur y peut ainsi se calculer par récurrence de proche en proche. On dit qu’on
utilise une méthode ou un schéma de résolution explicite.
Exemple. Soit I'équation (A # 0)
y o= -y
y(0) = 1
dont la solution est y(t) = e~*. La méthode d’Euler explicite donne y, = (1 —
AAL)™. En posant t = nAt, et en faisant At — 0, on obtient
yn = (1 — /\At)ﬁ — e M =y(t)

Dans ce cas, la méthode d’Euler permet d’approcher y(t) quand At — 0. On dira
que la méthode est convergente.
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Supposons maintenant A > 0. Il est alors clair que y(t) — 0 quand ¢ — oco. Il est
bien évidemment souhaitable que ce soit aussi le cas pour y, quand n — oo. Or
ceci n’est vrai que si |1 — AA¢| < 1 soit

2
At < 3
Cette condition (dite de stabilité) doit donc étre vérifiée par At pour que la solution
discréte y,, "ressemble” & la solution y. Elle est contraignante si \ est trés grand en
valeur absolue.

5.3. Méthode d’Euler implicite.
Principe. Puisque

y(tn-‘rl) - y(tn) _ / : _
A T Y (tns1) + e(At) avec &TOE(AH =0

= f(tn+1,y(tnt1)) +e(A2)
il est également naturel de résoudre

Yn+1 — Yn

At f(tnt1,Ynt1) n

Yo = «
Le vecteur y peut se calculer par récurrence de proche en proche, a condition de
savoir résoudre & chaque étape une équation en y,41. On dit qu'on utilise une

méthode ou un schéma de résolution implicite.
Exemple. Soit I'équation (A # 0)

y = -y
y(0) = 1
dont la solution est y(t) = e~ *. La méthode d’Euler implicite donne y,, = (1 +
AAt)~™. En posant t = nAt, et en faisant At — 0, on obtient

(7) Yn = (1 + AA) S — e M = y(t)

Dans ce cas, la méthode d’Euler permet aussi d’approcher y(t) quand At — 0.
Supposons maintenant A > 0. Il est alors clair que y(t) — 0 quand ¢t — oo. Cest
aussi le cas pour y, quand n — oo indépendamment de At. Le schéma d’Euler
implicite est dit inconditionnellement stable.
La méthode implicite est plus difficile & mettre en oeuvre car elle implique la
résolution d’une équation & chaque étape. Cependant, elle permet d’obtenir, en
général, des résultats plus précis, avec un pas de temps moins grand.

5.4. Méthode explicite & un pas. Nous allons dans la suite de ce cours nous

attacher aux méthodes explicites & un pas. Ce sont des schémas qui s’écrivent
Ynt1 = Yn + ALD(L,, yn, Al)

(8) Yo = «

La méthode d’Euler explicite entre dans ce cadre, avec @ (t,,, yn, At) = f(tn, Yn)-

5.4.1. Ordre d’une méthode.

Définition 6. Soit y la solution de (6). La méthode (8) sera dite consistante a
Vordre 1 ssi

t+ At) —y(t

o 80520 (0
t€[0,T] At

nous admettrons qu’il suffit de vérifier que

y(t + At) —y(t)
At

— O(t,y(t), At)’ = O(At)

vt € 10,7 ’ - CID(t,y(t),At)‘ =0(Ath
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Il est facile de vérifier que la méthode d’Euler explicite est d’ordre 1

5.4.2. Stabilité. Nous allons définir une autre notion de stabilité, & ne pas confondre
avec celle introduite en (7).

Définition 7. La méthode (8) est stable ssi il existe deux constantes A et B > 0
telles que St Yp, Zn,En sont solutions de

Yn+1 = YUn + At q)(tna Yn, At)
Yo = «

Zni1 = 2Zn+ At(P(tn, 20, At) +&5)
2 = f

alors, pour tout n < N
— <Ala— B ;
[Yn — zn| < Ala— B + orgniaé}iv ||
Le résultat principal de stabilité est le suivant

Théoréme 14. Si O est lipschitzienne par rapport a y alors la méthode est stable.

démonstration : soient

Ynel = Yo+ AL (I)(tn, Yn, At)
Yo = «
Zn+l1 = Zn +At(q)(tnazn7At) +€’ﬂ)
Z9 = B
on a
[Yn+1 = Zng1] < |yn — 2l + Atfen] + AL[R(tn, Yn, At) — (tn, 20, Al)]
< (1+ LAY |yn — zn| + At |en]

il est alors facile de montrer (par récurrence) que

(1+ LA™ —1

‘yn_zn‘g(l_FLAt)n‘yO_zd"' I

max [e|

par ailleurs, si k > 0
1+k<er
donc
(1+LAY)™ < elnAt < oIT car 0 < nAt < NAt=T

on obtient alors
LT

Yn — 2n| < e |yo — 20| + —7 f;?jf lep]

et la méthode est stable.[]

5.4.3. Convergence.
Définition 8. Une méthode est convergente a l'ordre | ssi

. o N — 1
ngnmgl%ﬁlyz y(t;)| = O(AL)

Théoréme 15. Une méthode stable et consistante est convergente
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Démonstration : la méthode étant consistante, on a

Y(tns1) = y(tn) + AHD(Ln, y(tn), At) +2n)
avec
max len| = O(ALh
et
Ynt1 = Yn + AtD(t,, yn, At)
la stabilité implique alors
lyn — y(ta)| < O(AL')

d’ott la convergence.[]

5.4.4. FExemples.
Méthode d’Euler améliorée. Cette méthode s’écrit

B(t,y.0) = F(t+ 59+ 5 f(1.9)

elle est stable et consistante a I'ordre 2.
Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. Cette méthode s’écrit

1
(D(t, Y, h) = 6(]{31 + 2ko + 2ks3 + k4)

avec
kv = f(ty)
ka = f(t+ g,er gkl)
ks = f(t+ g,er gkg)
ks = f(t+h,y+ hks)

elle est stable et consistante & 'ordre 4.
[

6. INTRODUCTION A LA RESOLUTION ITERATIVE DES SYSTEMES LINEAIRES

6.1. Introduction. Soit le systéme linéaire
Axr=b

ol A est une matrice N x N inversible. Une méthode itérative de résolution de ce
systéme consiste a construire une suite (:E(")) de vecteurs, convergente vers I'unique
solution Z. L’intérét des méthodes itératives, comparées aux méthodes directes, et
d’étre simple a programmer et de nécessiter moins de place en mémoire. Fn revanche
le temps de calcul est souvent plus long.

En pratique, les méthodes les plus efficaces consistent & mélanger les techniques
directes et itératives : on commence par calculer, de fagon approchée, en économi-
sant la mémoire, une factorisation LU de A. Puis on lance une méthode itérative
basée sur cette factorisation incompléte. La convergence est alors trés rapide.

6.2. Méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel.
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6.2.1. Méthode de Jacobi pour les matrices & diagonale dominante. Les algorithmes
que nous allons décrire s’applique & une famille de matrices que 'on rencontre
souvent en pratique.

Définition 9. La matrice A = (a;j)1<i<ni<j<n est dite ¢ diagonale strictement

dominante ssi
Vi |aii| > Z |azk|
ki

L’algorithme de Jacobi s’écrit alors, un vecteur x(°) étant donné

x§n+1) — i b; — Zaikw,(:)
@i ki

Il s’écrit aussi

() = p~1 (b —(L+ U)x("))
ou 'on a posé

A = L+D+U

L : triangulaire inférieure

D diagonale de A

U : triangulaire supérieure

L’algorithme de Jacobi est, on le voit, particuliérement simple. Il nécessite le sto-
ckage des deux vecteurs (™ et z(?+1)

6.2.2. Méthode de Gauss-Seidel. L’algorithme de Gauss-Seidel s’écrit, un vecteur
(9 étant donné

i—1 N
(mery 1 [ (1) ) .
x; = <b1 Zalkmk Z aiLT), ) i=1,2, N
k=1 k=i+1
Il s’écrit aussi
2 = (D+ 1)~ (b- V™)
(on aurait aussi pu envisager

2 = (D+ )7 (b La™)

a condition de faire varier 'indice ¢ de N a 1).

L’algorithme de Gauss-Seidel ne nécessite qu'un vecteur de stockage, (™ étant
remplacé par ("1 au cours de litération. Il est en général plus rapide que Palgo-
rithme de Jacobi, donc préférable.

6.2.3. Convergence de la méthode de Jacobi.

Théoréme 16. Si A est a diagonale strictement dominante, alors l’algorithme de
Jacobi converge.

Démonstration : soit T la solution du systéme linéaire, on a

-1
oY —m = — Y an (Z"(Cn) - Tk)
Gii 35
donc
1
max xEnH) - xﬁ’ < — Z |aix| max ‘xgn) - ﬂ‘
i Qi oy k .
< Km]?x‘ml(f) —Tk‘ avec 0 < K <1
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car A est & diagonale strictement dominante. De plus max; |y;| = |ly||., est une
norme sur RY. On a ainsi montré que

s T T

o0 o0

ce qui prouve la convergence.[]
Remarque : en pratique la stricte dominance n’est pas indispensable. L’inégalité
large suffit pour la plupart des matrices inversibles.

6.3. Méthodes de gradient. Si A est une matrice symétrique définie positive, il
existe une méthode simple & programmer et trés efficace : la méthode du gradient
conjugué dont nous proposons la description en exercice.

6.3.1. Méthode du gradient & pas optimal. A est une matrice symétrique définie
positive N x N. On considére T I'unique solution du systéme linéaire Ax = b
1) Montrer que résoudre Az = b revient a trouver le minimum de

1
J(x) = 3 (Az,z) — (b, x)
({.,.) désigne le produit scalaire usuel sur RY)

2) On souhaite construire une suite de vecteurs z(®) convergente vers 7. Les
notations suivantes auront cours dans la suite du probléme :

P =p— Az® . residu” a létape k
e® =20 _7z . erreur a I'étape k
E(z) = (A(zx—7T),z—7T)

vérifier que
E(x)=—(r,e) = (r, A_l’l“>
puis que
VJ(z)=-r
3) Posons

2D g () | o (k)

pF) est appelé direction de descente et a(¥) coefficient de descente. Justifier cette
terminologie.
a) Montrer que le coefficient optimal de descente pour la direction p*) est donné

par
T Tap® p)

puis que <r(k),p(k+1)> =0
b) Mountrer que

B@) = Ba®)(1 V)
ot v*) est donné par

@ (r.p)°
~ (Ap®) p®)y (A1) p ()

v

¢) On choisit comme direction de descente p'¥) = r(*) (méthode du gradient a
pas optimal). Montrer que la suite z(®) converge vers T.
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6.3.2. Méthode du gradient conjugué. 4) a) On pose cette fois-ci p¥) = r() 4+

BHFpE=1) " Calculer %) afin que v*) soit le plus grand possible (montrer que
y __ {ap® )

p T {Ap®) p=Dy

b) Déduire de ce qui précéde I’algorithme du gradient conjugué. Décrire sa mise
en oeuvre.

([l

7. EXERCICES ET TRAVAUX PRATIQUES
7.1. TD TP n°l1.
7.1.1. Ezercices. 1) Soient f € C""([a,b]), a < 29 < 21+ < z, < b, P, le
polynéme d’interpolation de f aux points (z;). On se propose de montrer

(x —xg) - (x—xp)
(n+1)!

@) = Po(a) = FOEI(E) avec a <€ <b
a) Soit g : [a,b] — R tel que ¢’ existe. Montrer que si g a (n + 2) zéros distincts
alors ¢’ a au moins (n + 1) zéros distincts.
b) En considérant W (t) = f(t) — P.(t) — (t — o) -+ (t — 25 ) K (x) ot K est tel
que W(x) = 0 démontrer le résultat cherché.
2) On a donc
Mn+1

|f(z) = Pa(z)| < et 1)!

H(x — ;)

i=0

On cherche a majorer |[];_,(z — ;)| dans le cas d’une subdivision réguliére de pas
h. On pose 6(x) = [ y(z — 2;), h =1 et zp = 0 (pour simplifier).

a) Montrer que f(z + 1) = §(z)ZEL

b) En déduire que le max de |0(z)|est réalisé pour o < x < x4

¢) Montrer que maxy,<z<q, |0(z)] < %

d) En déduire que

Mn+1 n+1
|f(z) — Pa(2)] < mh

3) On souhaite écrire une table de valeurs de f(z) = [ e~t*/2dt pour une sub-
division de pas h de l'intervalle [0, 1]. Comment doit-on choisir A pour que Uinter-
polation de Lagrange a 3 points donne une approximation de f & 1076 prés?

4) Soit arccos la détermination de la fonction inverse de cos définie par 6 =
arccosz < z € [0, 7] et x = cos @

a) On pose @, () = cos(n arccos x). Montrer que les fonctions @,, sont orthogo-
nales sur lintervalle [—1, 1] relativement au poids w(z) = v1 — 2

b) Montrer que (Qn,Qn) = 5 sin>1et que (Qo, Qo) =7

¢) Montrer que @, est un polynome de degré n vérifiant Qp41(z) = 22Q, () —
Qn-1(x) (polynomes de Tchebychev)

5) Soit Q,, le ni®M€ polynéme de Tchebychev

a) Montrer que @, a des zéros simples aux n points

2k — D)
2n
b) Montrer que @Q,, atteint ses extrema sur Uintervalle [—1,1] aux n + 1 points
Y = COS %” k =0---n pour lesquels il prend alternativement les valeurs 1 et -1.

c¢) On considére Q,, = W%Qn (le coefficient de plus haut degré de @, est 1).
Montrer que pour tout polynéme P de degré n, de coefficient de plus haut degré

T = COS k=1---n
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égal & 1, on a

1 _
5ot = _max [Qu(e)| < max [P(2)]
d) On rappelle que
M, -
|f(z) — P(z)| < (nTJrll)' H}(w — ;)

ot P désigne le polynome d’interpolation de f relativement a la subdivision (x;).
Comment choisir les (z;) pour que lerreur d’interpolation soit la plus petite pos-
sible 7

7.1.2. Travaux pratiques. Le but de ce TP est de mettre en évidence certains phé-
nomeénes liés a I'interpolation des fonctions. Pour les calculs, on s’aidera du logiciel
Maple. Le compte-rendu (un par bindme) est  remettre a la fin de la seconde séance
de 1h30. La qualité de la présentation et la précision de la rédaction (plus que la
longueur du compte-rendu) auront un poids important dans la notation.

Considérons sur I'intervalle [—1,1] les fonctions suivantes :

i x—sin(2mx)
1
DT ———
f2 T1()+$2
fo oz —1lsiz <0
s +lsiz >0

Un entier N > 0 étant donné, on considére également la subdivision réguliére

0
xi=—1+NZ 0<i<N

1) a) Calculer, avec une précision de 5 chiffres significatifs, le polynéme d’inter-
polation P de fi en utilisant la matrice de Vandermonde et N = 20. Que constate-
t-on ?

On pourra s’aider des commandes Maple suivantes, en les commentant.

>7 intro
> restart :
> with(linalg)

>7 linalg

>7 Digits

> Digits :=5;

>N :=20;

> A :=matrix(N+1,N+1,(i,j)- > x[i-11~(j-1));
> x :=array(0..N, [seq(-1.+2.%i/N,i=0..N)]) ;
> A :=map(eval,A) ;

> f :=x- > sin(2*Pix*x) ;

>y :=[seq(evalf (f(x[i-1])),i=1..N+1)];

> ¢ :=evalm(inverse(A)&*y) ;

> P :=sum(c[i]*t~(i-1),i=1..N+1) ;

>7 plot
> plot({P,f(t)},t=-1..1,-2..2) ;

b) Refaire le méme calcul avec plus de précision. Conclusion ?

2) En utilisant la commande interp de Maple, calculer le polynéme d’interpo-
lation de fi1, fo et f3 pour N =5, 10 et 20. Conclusion ?



28 P. HELLUY

Indication :

> restart ;N :=10;

>7 seq

> x :=[seq(-1.+2.%i/N,i=0..N)] ;

> f :=x- > sin(2*evalf (Pi)*x) ;
>y :=[seq(f(-1.+2.%i/N),i=0..N)] ;
>7 interp

> P :=interp(x,y,t) ;

> plot({P,£(¢)},t=-1..1) ;

3) Refaire les calculs précédents en utilisant la subdivision de Tchebychev
x; =cos(in/N) 0<i<N

4) Calculer les splines minimales d’interpolation de f1, fa et f3 pour une subdi-
vision réguliére et pour N = 5, 10 et 20. On pourra s’inspirer, en les commentant,
des instructions suivantes :

> restart ;

>N :=10;

> ?spline

> x :=[seq(-1.+2.%i/N,i=0..N)] ;
f oi=x- >1./(.1+x"2) ;
y :=[seq(f(-1.+2.%i/N),i=0..N)] ;
readlib(spline) ;
P :=spline(x,y,t) ;
plot({P,f(t)},t=-1..1) ;

Vérifier, pour N = 5 que la solution donnée par Maple est correcte (calculer
les dérivées secondes aux points d’interpolation et comparer avec les formules du
cours).

(Wl

vV V V V

A\

7.2. TD TP n°2.

7.2.1. Exercices. 1) Soient f € C"l([a,b]), a < 29 < x1--+ < x, < b, P, le
polynome d’interpolation de f aux points (z;). On se propose de montrer

(x —xg) - (x—xp)
(n+1)!

a) Soit g : [a,b] — R tel que ¢’ existe. Montrer que si g a (n + 2) zéros distincts
alors ¢’ a au moins (n + 1) zéros distincts.

b) En considérant W (¢t) = f(t) — Po(t) — (t — x0) -+ (t — ) K(2) ot K est tel
que W (xz) = 0 démontrer le résultat cherché.

2) On a donc

f(x) — Po(z) = FOTD(E) aveca < E< b

n

H(gc — ;)

=0

Mn+1

|f(z) = Pu(z)| < et 1)

On cherche & majorer [[]\_,(z — z;)| dans le cas d’une subdivision réguliére de pas
h. On pose 6(z) = [[/_y(x — x;), h =1 et zyp = 0 (pour simplifier).
a) Montrer que 0(z + 1) = 0(z) L

r—n
b) En déduire que le max de |0(z)|est réalisé pour xg < x < x4
c¢) Montrer que maxg,<z<gz, |0(z)] < "!thH

d) En déduire que
My 41
- P, < _nrl pntl
@) = Palo)] < gL
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3) On souhaite écrire une table de valeurs de f(z) = [ e=*"/2dt pour une sub-
division de pas h de intervalle [0,1]. Comment doit-on choisir h pour que l'inter-
polation de Lagrange & 3 points donne une approximation de f 4 1076 prés?

4) Soit arccos la détermination de la fonction inverse de cos définie par 6 =
arccosx < x € [0, 7] et x = cosf

a) On pose Qy,(z) = cos(n arccos z). Montrer que les fonctions @), sont orthogo-
nales sur l'intervalle [—1, 1] relativement au poids w(z) = v1 — 2

b) Montrer que (Qn,Q,) = 5 sin > 1 et que (Qo, Qo) =7

¢) Montrer que @,, est un polynéme de degré n vérifiant @,1(x) = 22Q,(x) —
Qrn—1(x) (polynomes de Tchebychev)

5) Soit Q,, le ni®™M€ polynéme de Tchebychev

a) Montrer que @, a des zéros simples aux n points

op —cos PEZDT
2n

b) Montrer que @Q,, atteint ses extrema sur Uintervalle [—1,1] aux n + 1 points
Y = COS %’T k = 0---n pour lesquels il prend alternativement les valeurs 1 et -1.

c¢) On considére Q,, = Q,L%Qn (le coefficient de plus haut degré de @, est 1).
Montrer que pour tout polynéme P de degré n, de coefficient de plus haut degré
égala 1, on a

1 I
oot = _max [Qu(e)| < max |P(2)]
d) On rappelle que
Mn 1 -
)= P < g L -

ol P désigne le polynome d’interpolation de f relativement a la subdivision (z;).
Comment choisir les (z;) pour que lerreur d’interpolation soit la plus petite pos-
sible 7

7.2.2. Travaux pratiques. Le but de ce TP est de mettre en évidence certains phé-
nomeénes liés a l'interpolation des fonctions. Pour les calculs, on s’aidera du logiciel
Maple. Le compte-rendu (un par bindme) est a remettre a la fin de la seconde séance
de 1h30. La qualité de la présentation et la précision de la rédaction (plus que la
longueur du compte-rendu) auront un poids important dans la notation.

Considérons sur 'intervalle [—1, 1] les fonctions suivantes :

i x—sin(2mx)
1
DT
f2 T1()+$2
fo 1 oz —1siz<0
8 +lsiz>0

Un entier N > 0 étant donné, on considére également la subdivision réguliére

0
xi=—1+NZ 0<i<N

1) a) Calculer, avec une précision de 5 chiffres significatifs, le polynéme d’inter-
polation P de f; en utilisant la matrice de Vandermonde et N = 20. Que constate-
t-on ?

On pourra s’aider des commandes Maple suivantes, en les commentant.

>7 intro
> restart :
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> with(linalg)

>?7 linalg

>7 Digits

> Digits :=5;

>N :=20;

> A :=matrix(N+1,N+1,(i,3)- > x[i-11"(G-1));
> x :=array(0..N, [seq(-1.+2.%i/N,i=0..M)]) ;
> A :=map(eval,A) ;

> f :=x- > sin(2xPix*x) ;

> y :=[seq(evalf(f(x[i-1])),i=1..N+1)];

> ¢ :=evalm(inverse(A)&*y) ;

> P :=sum(c[i]*t~(i-1),i=1..N+1) ;

>7 plot
> plot({P,f(t)},t=-1..1,-2..2) ;

b) Refaire le méme calcul avec plus de précision. Conclusion ?

2) En utilisant la commande interp de Maple, calculer le polynéme d’interpo-
lation de fi1, fo et f3 pour N =5, 10 et 20. Conclusion ?

Indication :

> restart ;N :=10;

>7 seq

> x :=[seq(-1.+2.%i/N,i=0..N)] ;

> f :=x- > sin(2*evalf (Pi)*x) ;

>y :=[seq(f(-1.42.%i/N),i=0..N)] ;

>7 interp

> P :=interp(x,y,t) ;

> plot({P,£(¢)},t=-1..1) ;

3) Refaire les calculs précédents en utilisant la subdivision de Tchebychev
x; =cos(in/N) 0<i<N

4) Calculer les splines minimales d’interpolation de f1, f2 et f3 pour une subdi-
vision réguliére et pour N =5, 10 et 20. On pourra s’inspirer, en les commentant,
des instructions suivantes :

> restart ;

>N :=10;

>7spline

> x :=[seq(-1.+2.%i/N,i=0..N)] ;
f oi=x->1./(.1+x"2) ;
y :=[seq(£(-1.+2.%i/N),i=0..N)] ;
readlib(spline) ;
P :=spline(x,y,t) ;
plot({P,f(t)},t=-1..1) ;

Vérifier, pour N = 5 que la solution donnée par Maple est correcte (calculer
les dérivées secondes aux points d’interpolation et comparer avec les formules du
cours).

OO

vV V V V

\2

7.3. TD TP n°3.

7.3.1. Exercices.
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Résolution itérative des équations non linéaires. 1) Montrer que I’équation f(z) =
23 — 2 posséde une solution unique o et qu’on peut obtenir celle-ci en utilisant
la méthode de Newton & partir de zg = 1. Donner une minoration du nombre
d’itérations & effectuer pour obtenir une précision € = 10710

2) Soit la fonction f(x) = cosz — ze® avec 0 <z < §

a) Montrer que cette fonction a une et une seule racine I/ dans [0, §]

b) Expliciter la méthode de Newton. Donner une valeur de xg assurant la conver-
gence vers [.

¢) Soit la méthode suivante
xo € [a,b]
Tpt1 = coszpe 7 = g(xzy)

Montrer que l'on peut choisir un intervalle [a,b] C [0, %] telle que la méthode

converge vers | (montrer que |z, — | < L™ |xg — I]. Que vaut L7?)

d) Montrer que I'on peut prendre [a, b] = [0, 7]

e) Calculer un nombre d’itérations suffisant pour obtenir une précision de 10~6
si [a,b] = [0.45, 7]
Résolution des sytémes linéaires. 1) On considére le probléme : trouver u € C? [0, 1]
solution de

(9) —u"(z) + A (xyulz) = f(z)
u(0) = wu(l)=0
c et f sont des fonctions continues sur [0,1]. N € N* étant donné, on pose h = %
et x; = ih pour 0 < i < N. Montrer que
u(Tiv1) + u(@io1) — 2u(z;)

u(2;) = 3 + o(h)

2) On remplace (9) par un probléme plus simple : 'inconnue devient un vecteur
(ui)o<i<n (ou a priori, u; ~ u(x;)). Proposer un systéme linéaire que pourrait
vérifier les (u;)o<i<n-

3) Une matrice A est dite tridiagonale si elle est de la forme

d1 U1 0
A=| b
T . Un—1
0 lnfl dn

Proposer un algorithme (adapté de I’algorithme général) pour calculer la décompo-
sition LU de A (on supposera que les pivots ne sont jamais nuls).

4) On pose f(x) = sin(mx), et ¢(z) = 0. Calculer la solution de (9) dans ce cas.
5) Calculer une base orthonormale de la matrice
2 -1 0

. |
0 -1 2
(on pourra essayer e; = sin(ué) oul g est un nombre bien choisi).

6) Résoudre le systéme linéaire de la question 2 pour f(z) = sin(nz), et ¢(z) = 0.
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7) On pose i = E(z/h) a x fixé (E(z) = partie entiére de z). Soit (u;)o<i<n
trouvé a la question 6 et u(z) la solution de la question 4. Montrer que u; — u(x)
quand h tend vers 0.

7.3.2. TP : résolution itérative des équations non linéaires. Le but de ce TP est de
déterminer diverses méthodes pour résoudre :

f(z) =0 avec f(z) = tan(z) — 1 + = sur Pintervalle [0, 1]

Le compte-rendu ne doit pas dépasser une copie double, courbes comprises.

1) Vérifier d’abord graphiquement que f(x) = 0 admet une unique racine T sur
]0,1[. Donnez un encadrement de T a4 10~! pres.

Indications :
f :=tan(x)-1+x ;plot(f,x=0..1) ;

2) Méthode du point fixe

On pose :
f(z) + ax
Ja(T) =
!
et on considére la méthode :
To € [O, 1]
Tn+l = JGa (:En)
Tracer go(z) sur [0,1] pour a« = —3. Montrer que =, — T
Indications :
g :=(f+alpha*x)/alpha ;
alpha :=-3;
plot(g,x=0..1) ;
?diff ;

3) Dans cette question, g =0
On désire étudier 'ordre de convergence de la méthode, c’est dire déterminer
tel que :
[#ns1 — 7
|z — 7|
Quelle méthode proposez-vous ? Quelles sont les difficultés de mise en oeuvre, com-
ment s’en affranchir grace & Maple 7 Comparer les valeurs théoriques de A et 7y avec
les valeurs numériques.

— davec 0 < A < +00

Indications :

xn :=0;N :=20;Digits :=100;

graf :=[];

xb :=fsolve(£f=0,x=0..1) ;

for i to N do

xnpl :=evalf (subs(x=xn,g)) ;

graf :=[op(graf), [1n(abs(xn-xb)),1ln(abs(xnpl-xb))]]
xn :=xnpl :od :

plot(graf) ;

(graf [N] [2] -graf [N-1] [2])/(graf [N] [1]-graf [N-1] [1]) ;

4) Méthode de Newton
Reéaliser la méme étude pour la méthode de Newton :

.TJQZO

Tny1 = Tp — f/({E )
n
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5) Méthode de la sécante
Méme étude pour la méthode de la sécante :

rog — 0, l‘lzl
_ _ Tn — Tp—1
fre = ) R T F)
+v5

Vérifier que v = 1
0d

2

7.4. TD TP n°4.

7.4.1. Ezercices : Résolution itérative des équations linéaires. 1)

a) Pour une matrice quelconque A montrer que p(A) < ||A|| pour toute norme
matricielle. Donner Iexpression de || Al|

b) On suppose A symétrique définie positive. Montrer que p(A4) = ||A||,

2) Soit

A:

Q@ 2 =
ISEE S
= 2

a) Pour quelles valeurs de a A est-elle définie positive ?

b) Ecrire la matrice J de I'itération de Jacobi

¢) Pour quelles valeurs de a la méthode de Jacobi converge-t-elle ?

d) Ecrire la matrice G de l'itération de Gauss-Seidel

e) Calculer p(G). Pour quelles valeurs de a cette méthode converge-t-elle plus
vite que celle de Jacobi?

3) Soit A une matrice décomposée en A=D — F — F

. —-F

A= D
—F

pour résoudre Ax = b on propose la méthode

D 1—
(—E) 2B+ :( wD+F> ™ +b weR
w w

a) Vérifier que si la méthode converge, elle converge vers une solution de Az = b
b) Donner la matrice d’itération L, de cette méthode

¢) Calculer det(Ly,)

d) En déduire que p(L,) > |1 — wl|. Conclusion ?

0o

7.4.2. TP : quelques algorithmes d’algébre linéaire. Le but de ce TP est de tester
quelques méthodes numeériques de calcul sur les systémes linéaires.
Le compte-rendu ne doit pas dépasser une copie double, courbes comprises.

Dans la suite, on considére la matrice de taille N — 1 :

2 —1 0
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on rappelle que les vecteurs propres e(k) et les valeurs propres A(k) sont donnés
par

e(k); = sin(—zf\;—) 1<i<N-1 1<k<N-1
km
= 4"27
A(k) bln(ZN)

1) En vous aidant des instructions suivantes, vérifiez I'intérét de la méthode LU
pour les matrices tridiagonales. Pour cela, comparer, en fonction de N, le temps de
calcul de résolution d’un systéme linéaire plein ou tridiagonal.

restart :with(linalg) :N :=40;

A :=evalm(le-6*randmatrix(N-1,N-1))

for i to N-1 do A[i,i] :=2. :od :

for i to N-2 do A[i,i+1] :=-1. :A[i+1,i] :=-1. :od :

# utiliser la ligne suivante a la place des 3 précédentes :

#A :=band([-1.,2.,-1.],N-1);

s :=randvector (N-1) ;

# calcul du temps. Ne pas oublier de faire restart entre chaque calcul!'!!
tt :=time() :linsolve(A,s) :time()-tt;

2) Programmer dans Maple les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel. Comparer
sur quelques exemples leurs vitesses de convergence (compter le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre une précision donnée).

3) Vérifier que lalgorithme suivant permet de calculer la valeur propre de plus
grand module de B. Justifier votre réponse. Comment calculer la valeur propre de
plus petit module ?

> restart :with(linalg) :N :=20;

> A :=band([-1.,2.,-1.]1,N-1);

> x :=evalf (randvector(N-1)) ;

> iter :=30;

> for i to iter do

> y :=evalm(A&*x) :x :=evalm(l./norm(y,2)*y) :od :
> seq(y[il/x[i],i=1..N-1) ;

> k :=N-1 :lambda :=evalf(4.*sin(k*Pi/2/N)"2) ;

> s :=vector(N-1, [seq(evalf (sin(i*k*Pi/N)),i=1..N-1)]) ;
> s :=evalm(l./norm(s,2)*s) ;

> op(x) ;

4) Expliquer a quoi servent les lignes suivantes.

k :=N/2-2;

lambda :=evalf(4.*sin(k*Pi/2/N)~2)+1e-5;

x :=evalf(randvector(N-1)) ;iter :=30;Id :=array(l..N-1,1..N-1,identity) ;
for i to iter do

y :=linsolve(evalm(A-lambda*Id),x) :x :=evalm(l./norm(y,2)*y) :od :
seq(y[il/x[i],i=1..N-1) ;

s :=vector(N-1, [seq(evalf (sin(i*k*Pi/N)),i=1..N-1)]) ;

s :=evalm(l./norm(s,2)*s) ;

op(x) ;

y :=evalm(A&x*x)

seq(y[il/x[i],i=1..N-1) ;

V VV V V V V V V V.YV

O
O
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8. EXAMEN D’ANALYSE NUMERIQUE N°1

8.1. Enoncé.
Exercice 1. On cherche une méthode d’intégration numérique de la forme

(10) / F(dt =~ af(0) + B ()

ol v est un point de Uintervalle |0, 1]

1) On suppose que v est donné. Déterminer « et 3 pour que la méthode soit
exacte pour des polynémes de degré < 1.

2) Comment choisir v pour que la méthode soit exacte pour des polyndémes de
degré <27

3) Que devient la formule (10) si I'intervalle [0, 1] est remplacé par un intervalle
[a,b] quelconque ? (utiliser le changement de variable t = (b — a)t’ + a, t' € [0,1]).

4) Décrire la méthode composite associée a (10) pour calculer ff f(t)dt (on se
limitera au cas d’une subdivision réguliére de l'intervalle [A, B] de pas h = 254).
Exercice 2. Soient les polynémes suivants

Golx) = (2o+1)(—1)?
Gi(zr) = x(zx—1)?

Do(z) = 2%*(3-—2x)
Di(z) = 2%*(x—1)

on vérifie facilement qu’ils constituent une base de l’ensemble des polynomes de
degré < 3 et que

Go(0) =1 Go(1)=0 Gy(0)=0 Go(1)=0
G1(0)=0 Gi(1)=0 G/ (0)=1 G}(1)=0
Do(0) =0 Do(1)=1 D4(0)=0 Di(1)=0
Di(0)=0 Di(1)=0 Di(0)=0 Di(1)=1

(la démonstration de ces résultats n’est pas demandée).

1) Soit f une fonction C! sur [0, 1]. Déterminer I'unique polynéme P de degré
< 3 tel que

f(0) = P(0) f'(0)=P'(0)
f) = P f1)=Pr(Q)
2) Soit f une fonction C! sur un intervalle [a, b] quelconque. Déterminer I'unique
polyndéme P de degré < 3 tel que

fla) = P(a) f'(a)=Pa)
fo) = P@®) f'(b)="P(b)
3) Soit f une fonction C! sur un intervalle [A4, B] quelconque, et soit A = ¢ <

.-+ < zy = B une subdivision de [A, B]. Déterminer I'unique fonction F' polyno-
miale de degré < 3 par morceaux, de classe Clsur [A, B] telle que

f(@i) =F(z;) f'(z;)=F(2;) 0<i<N
4) A-t-on convergence de F vers f quand le pas de la subdivision tend vers 07
Exercice 3. Soit @ le polynéme
Qt)=t>-St*+ P
on suppose que Q admet 2 racines réelles xy # yo.
1) Montrer que trouver xg et yo revient a résoudre
zy—P = 0
(+y) -5 = 0
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La suite de ’exercice a pour but de décrire la méthode de Newton permettant de
résoudre ce systéme non linéaire de deux équations a deux inconnues

2) Comment s’écrit la méthode de Newton pour résoudre F(z,y) = 0 quand F
est une application de B2 — R??

3) Désormais F est I'application de R? — R? définie par

”%W:[uﬁiﬁs}

calculer J(x,y) la matrice jacobienne de F(z,y).
4) Vérifier que la méthode de Newton pour résoudre F(z,y) = (0,0) s’écrit ici

Tpit T Q(zn)
11 " = o) _ | Zo—vn

Yn—Tn

5) Décrire la mise en oeuvre de lalgorithme (11) pour trouver les racines d’un
polyndéme de degré 2. Pouvez-vous généraliser a des polynomes de degré > 27
Quels sont les avantages de cette méthode comparée a d’autres méthodes ? Que se
passe-t-il si @) a des racines multiples ou complexes ?

Exercice 4. 1) Soit y une fonction de classe C*° sur R. On souhaite approcher ¢’
par une formule de la forme

(12) y'(t) = ay(t) + Byt — h) +yy(t — 2h)
Grace a un développement de Taylor au voisinage de h = 0, déterminer («, 5,7) de
fagon que la méthode soit la plus "précise” possible.

2) En utilisant la formule (12), proposer une méthode pour résoudre ’équation
différentielle

y't) = flyt) t=0
y(0) = o

par une formule de la forme

H(yn-‘rl,yna Yn—1, h) =0

3) Comment mettre en oeuvre une telle méthode ? Comment calculer y; ?
0o

8.2. Corrigé.
Exercice 1. 1) La formule étant exacte pour z — 1 et * — x, on trouve o = 1 et
s=1/2

2) La formule étant aussi exacte pour z — x*, on trouve v = 1/3

3) Ona [/ f(t)dt = (b—a) [} f((b—a)t’ +a)dt’, d'on

b )2
/ F(t)dt = (b — a)f(a) + 2a) f’(%a + %b)

4) [ fydt = SN [ pe)dt = SN hF(A+ i)+ f (A i+ L)h)
Exercice 2. 1) P est donné par P = f(0)Go + f'(0)G1 + f(1)Do + f/(1) Dy

2) g(t') = f((b—a)t' +a) est définie sur [0,1]. On pose Q(¥') = f(a)Go(t')+ (b—
@) (@G1(t) + ) Do(t) + (b — a) f'(B)Dr(¥') et done

2

P = QG2
= J@GalG=g) + 6= S @G ) + TODu(G=g) + b= O D =)

3) Sur lintervalle [z;_1,2;], F est donnée par la formule de la question 2) avec
a=ux;,_1etb=ux;
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4) Tl y a convergence de F vers f quand le pas de la subdivision tend vers 0 car
le degré d des polynomes d’interpolation est fixé (d < 3).
Exercice 3. 1) Q(t) = (t — z0)(t — yo) = t* — (2o + yo)t? + woyo donc
Toyo— P = 0
(330 + yo) -S =0

F1 (IE y) BF%(a:,y) 81’7%(:1:,:[/)

: _ ) ’ _ x y

2) Si F(x7y) - < FQ(.’E,y) )a alors F' (J,‘,y) - ana(;hy) OF%(;JJ) et la
méthode de Newton s’écrit

Tn+1 T ’ -1
= - F Tn,Yn F TnyYn
( Yn+1 > ( Yn > ( Y ) ( Y )
T
B = (4 7)
-1 1 1 -z )
4) J(z,y)~ = ==\ —1 , par conséquent
) I G Rl (R | ey
Yn+1 Yn Yn — Tn -1 Yn Tn + Yn — S
v ) L (Y 25
Yn+1 Yn Qyn)

5) L’algorithme se généralise sans difficulté pour des polynomes de degré d plus
grand. Ainsi, pour d = 3, on trouve

_ Qn)

Tn+1 Tn (@n—Yn)(@n—yn)
— Yn

yn+1 - Yn (yn_ﬁn)(yn_zn)
Zn+1 Zn Q(2n

(zn—2n)(2n—Yn)

L’algorithme n’est pas trés intéressant pour d = 2. En revanche, pour d > 3, il
est trés utile : il converge en général de maniére quadratique, indépendamment de
I'initialisation, et permet d’obtenir toutes les racines en méme temps. Pour évaluer
Q(t), il est conseillé d’utiliser I'algorithme de Horner. Si @ a des racines multiples,
la convergence de la méthode de Newton n’est plus quadratique (J(xg,yo) n’est
pas inversible). Si @) a des racines complexes, la méthode est encore utilisable, a
condition de l'initialiser avec un vecteur complexe.

Exercice 4. 1) Un développement de Taylor donne

ay(t) + By(t — h) + yy(t — 2h)
= (ot B(t) + (- 2/ () + (5 + 2% (0) + O(0?)

il faut donc prendre

a+pf+y = 0

—6-2y = %

§+2’y =0
soit ; ) .
a=g, P 7Ty
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2) D’aprés ce qui précede, y'(t) = 3y(t)74y(t;£)+y(t72h) +O(h?). Sit, = nh et si
on cherche y,, ~ y(¢,), on peut choisir de résoudre

3Yn+1 — 4Yn + Yn—1
. = f(Ynt1)

2h

soit
H(Yn11,YnYn-1,1) = 3Yny1 — 20 f (Yns1) = 4Yn + Yn—1 =0
3) Pour mettre en oeuvre cette méthode implicite & deux pas, il faut résoudre
a chaque pas de temps I’équation d’inconnue gy, 1 (on peut utiliser la méthode de
Newton). De plus, pour amorcer 1’algorithme, y; sera évalué a 'aide d’une formule
explicite & un pas du type y1 = yo + h®(yo, h).
O

9. EXAMEN D’ANALYSE NUMERIQUE N°2

9.1. Enoncé.
Exercice 1 : étude de la méthode des rectangles composite

1) Soit f une application de classe C? sur I'intervalle [0, 1]. On rappelle qu'il existe
alors un to € [0, 1] (dépendant de f) tel que

/ Flt)de = 7(3) + 5 " (t0)

Déduire de cette propriété que si g est une application de classe C? sur I'intervalle
[a, b] alors on peut trouver xg € [a, b] tel que

b a —a)?
[ s@is = 0- g0 + Oy

(faire le changement de variable z = ¢(b — a) + a)

2) On se donne maintenant une application f de classe C? sur un intervalle [a, b].

On pose I(f) = f: f(z)dz. Soit Jy(f) Papproximation de I(f) par la méthode des
rectangles composite & N points :

al z—l/2
JN N Z;f —a)+a)

K2

montrer qu’il existe des points z; € [(b— a)i;\,l
que

J(b—a)% +a] (1 <i<N) tels
(b //
/f Jdo = Jn(f)+ 24N2 sz

3) En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

— ( )3 1!
f Ydx = Jn(f) + SAN2 —~—51"(c)

4) Comment choisir N pour étre stir que Jy(f) soit une approximation a 10~6
prés de I(f) si f(xz) = exp(x) et [a,b] =[0,2]?

5) Que se passe-t-il selon vous si l'on applique la méme méthode d’intégration
numérique & f(x) = In(x) sur intervalle [0, 2] ?
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Exercice 2 : méthode de Jacobi pour une matrice 3x3
. 1) On consideére la matrice

A= -1 3 -1

On se donne également un vecteur b de R®. On note T 'unique solution du systéme
Axz = b. Montrer que la méthode de Jacobi pour résoudre le systéme linéaire Az = b
est ici convergente.

2) Soit z,, le ni®Me jters de la méthode de Jacobi en partant de xo = 0. Déter-
miner la matrice d’itération M de la méthode de Jacobi (c’est la matrice qui vérifie
Tpt1 — T = M(z, — T)).

3) Calculer les valeurs propres de A. En déduire les valeurs propres de M. Déter-
miner s le module de la plus petite valeur propre en module de M, et S le module
de la plus grande valeur propre en module de M. (Vérifier que S < 1!)

4) Montrer que |Z| < 1 |b| ot |u| désigne la norme euclidienne usuelle du vecteur
u dans R3

5) Montrer que |z, —T| < STn bl

Exercice 3 : Méthode & deux pas pour résoudre une équation différentielle
. 1) On considére la méthode d’intégration numérique suivante sur l'intervalle [0, 1] :

1
1
| vtarde = ay(0) + guy)
0
Déterminer « et 3 pour que cette méthode soit exacte pour des polynéme de degré
le plus élevé possible.

2) Que devient cette méthode sur un intervalle [a, b] quelconque ?

3) Soit T un réel > 0, f une application de R x R — R de classe C'! et soit y
la solution de I’équation différentielle

y'(t) = f(t,y(t)) pourt >0
y(0) = wo
soit h un réel > 0. Montrer que
2h
y(2h) =y(0) + [ f(ty(t))dt
0

4) Déduire des questions précédentes une méthode numeérique permettant de
calculer une approximation y,, de y(nh) de la forme

Yn+2 = G(ynv yn+1)

5) Comment proposez-vous de calculer y; ?
O



