Intégration numérique
TP Gauss-Legendre

On note Jy(f) Papproximation par une méthode d’intégration composite de I(f) = fol f()at
sur N intervalles.

1. Ecrire un programme qui réalise ce calcul. Décrire la programmation.

2. Tester la précision de la méthode pour la méthode des rectangles et de Simpson. On
prendra f(z) = exp(z). Vérifier numériquement l'ordre de la méthode en tragant le
logarithme de I'erreur en fonction du logarithme de V.

3. Méme question pour la méthode de Gauss-Legendre a 2 ou 3 points.

4. Que se passe-t-il lorsqu’on choisit f(¢) = In(t) ?

TP intégration en dimension 2

On souhaite calculer I(f) = [ [ (2.9)€Q f(z,y)dzdy ou Q est le domaine suivant
Q={(z,y) eR? e <a®+y* <2}, £>0.

1. On note Q =]0,1[x]0, 1[. Trouver un difféomorphisme ¢ qui transforme € en Q. Rap-
peler la formule de changement de variables dans une intégrale double qui permet de
transformer 'intégrale sur {2 en une intégrale sur 2.

2. Décrire rapidement (une demi-page maximum) la méthode composite Jy(f) pour cal-
culer numériquement I(f). Ici, N désigne le nombre de subdivisions dans chaque di-

rection sur le carré (2.
In(/22+y2
3. Application : f(z,y) = mQ(inyQy), e = 1. Calculer la valeur exacte de I(f). Calculer

numériquement ’ordre de convergence pour la méthode des trapezes et la méthode de
Gauss-Legendre a trois points.

4. Méme question pour € = 0. Conclusion ?

TP intégration des fonctions singuliéres

On souhaite étudier des méthodes pour calculer des intégrales singulieres. Pour les tests, on
prendra

1
I(f):/o In(x)dx.

1. Construire un polynéme P tel que P(0) =0, P(1) =1 et P¥)(0) =0 pour k=1...3
2. Montrer que

1
I(f) = I(t — In(P(t))P'(t)) = /0 In(P(t)) P (t)dt.

3. Montrer que ¢ ~ In(P(t))P’(t) est de classe C? sur [0, 1]

4. Programmer la méthode des rectangles composites pour calculer la nouvelle intégrale.
Montrer et vérifier numériquement que cette méthode est d’ordre 2.



5. Adapter 'approche en utilisant la méthode composite de Gauss-Legendre a 2 points.

6. Calculer numériquement
1
/ exp(cos(2mx))dx
0

par la méthode des rectangles composites. Quel est ’ordre de la méthode dans ce cas?
Pourquoi ?

7. En déduire une autre méthode d’ordre élevé, basé sur la méthode des rectangles, pour
calculer les intégrales singulieres.

TD Exercice 1

On cherche une méthode d’intégration numérique de la forme

1
/0 £(t) = af(0) + B'(7),

ou 7y est un point de l'intervalle [0, 1].

1. On suppose v donné. Déterminer « et 5 pour que la méthode soit exacte pour des
polynomes de degré <1

2. Comment choisir v pour que la formule soit exacte pour des polynémes de degré < 27

3. Que devient la formule sur un intervalle [a,b] quelconque? (faire le changement de
variables x = (b — a)t + a)

4. Formule d’erreur 7 Méthode composite associée 7

TD Exercice 2

On cherche une méthode d’intégration numérique de la forme

3
/0 F(dt ~ af(0) + BF(1) +7/(2),

1. Déterminer «, 8 et v pour que la méthode soit exacte pour des polynémes de degré
<2

2. En déduire une méthode de résolution de 1’équation différentielle 2’ = f(x). (Indica-
tion : z(t) — z(0) = fot f(z(s))ds.)
3. Quel est I'ordre de cette méthode ?

TD Exercice 3

1) Soit f une application de classe C? sur Iintervalle [0, 1]. On rappelle qu’il existe alors un
to € [0,1] (dépendant de f) tel que

/ Crwat= b+ L)
0 AV YRR

2



Déduire de cette propriété que si g est une application de classe C? sur I'intervalle [a, b] alors
on peut trouver zg € [a, b] tel que

b a —a 3
[ Y O R e

(faire le changement de variable z = t(b — a) + a)

2) On se donne maintenant une application f de classe C? sur un intervalle [a,b]. On pose
I(f) = fab f(x)dx. Soit Jn(f) Papproximation de I(f) par la méthode des rectangles compo-
site a [N points :

N .
(=" -0 +a)
=1

montrer qu’il existe des points z; € [(b— a)'x* +a,(b—a)% +a] (1 <i < N) tels que

b de = J (b_a)g 1 al "
/af(w) T = N(f)‘FW'N;f(wi)

3) En déduire qu'il existe ¢ € [a, b] tel que

b —a 3
[ s = gt + S50

4) Comment choisir N pour étre siir que Jy(f) soit une approximation & 1076 pres de I(f)
si f(z) = exp(z) et [a,b] =10,2]?

5) Que se passe-t-il selon vous si 'on applique la méme méthode d’intégration numérique a
f(z) = In(x) sur l'intervalle [0,2] ?

TD Exercice 4
dx

Vel —z)

— 1. Dire pourquoi on ne peut appliquer a I ni la méthode des trapezes, ni celle de
Simpson.
— 2. On cherche alors une formule du type :

1
Le but de ce probleme est ’évaluation numérique de I'intégrale suivante : [ = / a )
0 +z

de = Aof(0) + Arf (;) + Aof(1) + Ru(f). (0.1)

/ b f)

0 Vvl —x)
Déterminer les coefficients A; de sorte que R (f) soit nul pour f appartenant a 1’espace
vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n, n aussi grand que possible. Pour



faciliter les calculs, on utilisera la relation de récurrence suivante, qu’on ne cherchera

. 1 xk
siJi = —_—
0 Vva(l—ux)

Jo = 7
2k — 1

pas a démontrer : dz, alors :

Jp = o Jk—1

Que vaut n?

On suppose qu'il existe ¢ € [0,1] tel que Vf € C"*2([0;1]) : Ri(f) = C fH(¢).
Déterminer C.

Application numérique a I : quelle approximation I; de I obtient-on? Donner une
majoration de |Ri(f)|.

TD Exercice 5

Soit la formule d’intégration numérique suivante :

1
/_ @) de = a f(=1) £ 1)+ f(1)+d F0)+ R(F)

ou f’ désigne la fonction dérivée de f.
1. Quel est le systeme que doivent résoudre a, b, ¢, d pour que cette formule soit exacte
(R(f) = 0) sur l'espace vectoriel des polynomes de degré le plus élevé possible ? Noter
A la matrice de ce systéme.
2. Quelle est la décomposition LU de A7
3. Résoudre le systeme. Quelle est cette formule, quel est son degré de précision et la
forme de l'erreur ?

TD Exercice 6

1. On cherche & établir la formule de quadrature suivante :

1
/_ @) de = H[f@1) + f(@) + (@) + R(S)

de sorte qu’elle soit exacte si f appartient a I'espace vectoriel des polynémes de degré
n, n aussi grand que possible.
— (a.) Ecrire les équations déterminées par R(z*) =0, k=0, 1, 2, 3.
— (b.) Soit P(x) = (x — x1)(z — z2)(x — x3) = 23 + c12? + cox + c3.
Vérifier que :

c1 = —(z1+ 22+ 13)
Co = X1X2 + X2x3 + XT1X3 (0.2)
C3 = —T17273

En utilisant les équations du (a.), montrer que :

P(z) =2° — 5

En déduire z1, x2, x3 et la formule de quadrature.
Quel est son degré de précision (noté d)?



— (c.) Déterminer R(f) en prenant f(z) = 297! et en supposant que R(f) = K f(@+1(¢), ¢ €
[—1,1].
b
. En déduire la formule de quadrature pour l'approximation de / g(z)dz, ainsi que

R a
Derreur.

1
. Application numérique : Calculer une approximation de I = / sin(z) dz.
0

. Comparer le résultat de la question précédente a celui obtenu par la formule de Simpson
appliquée a I. Pouvait-on le prévoir grace aux termes d’erreur ?



