Résolution des systemes non-linéaires
Dichotomie
Soit I’équation
2 — x = exp(x). (0.1)
1. Montrer que cette équation admet une unique solution dans [0, 1].

2. Calculer un majorant n.,,x du nombre d’itérations de la méthode de dichotomie qui
assure une précision de ¢ = 10710,

3. Ecrire un programme qui calcule cette solution par la méthode de dichotomie avec
une précision ¢ = 107!%. Combien d’itérations n sont-elles nécessaires ? Vérifier que
N < Nmax (')

Point fixe

On souhaite maintenant résoudre I’équation (0.1) par la méthode du point fixe.
1. Soit A # 0 et
gn(x) = A(2—z)exp(—x) — 1) + x.
Montrer que la solution de (0.1) est aussi un point fixe de g.

2. On choisit A = 1/4. Montrer que g, est une application contractante de [0,1] dans
[0, 1]. Que vaut la constante de contraction ?

3. Calculer un majorant nmp,x du nombre d’itérations de la méthode du point fixe qui
assure une précision de € = 10710,

4. Ecrire un programme qui calcule la solution de (0.1) par la méthode du point fixe
avec une précision € = 10719 en partant de zy = 0. Combien d’itérations n sont-elles
nécessaires T Vérifier que n < npax.

Newton

Ecrire un programme qui calcule la solution de (0.1) par la méthode de Newton avec une
précision € = 10719 en partant de 29 = 0. Combien d’itérations n sont-elles nécessaires ?

Newton en dimension > 1

Le but de cet exercice est de construire une méthode pour trouver les racines d’un polynéme
de la forme

P(x) :aN+aN_1x+...+a1xN—1 +1’N.

(Aller directement a la question 7 pour le TP, le reste des questions est facultatif pour ceux
qui veulent une justification de la méthode). On suppose que P a N racines réelles distinctes
notées X = (z1---xn). Pour k =1--- N, on note Xy(x1, - - zy) la somme de tous les produits
de k racines différentes. Par exemple Xy = z1z9---zy et X1 =21 + 29+ -+ - TN.

1. Combien y a-t-il de termes dans la somme ¥ 7 Montrer que Vk =1--- N,

Sk(x1, - zn) = (—1)Fa.



2. Trouver les racines de P est donc équivalent a trouver les zéros de la fonction F' :
RN — RN définie par

F(z1,m2, - an) = (-1 Sy(a1, - 2n) — a.
Rappeler le principe de la méthode de Newton pour résoudre
F(X)=0. (0.2)

3. Montrer que
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k=1 ¢ 1<k<N,k#i
4. On note A la matrice diagonale N x N définie par
Aii = [ (e — )
ki
et V la matrice de Vandermonde N x N
Vig=a; 7.
Montrer que
"FI(X)'V = A,
5. En déduire que
F'(X)'=-A"1v.

6. Montrer que la méthode de Newton appliquée & (0.2) consiste a choisir des valeurs

initiales distinctes (mgo), “ee mg\?)) puis & construire les suites xz(»n) définies par
(n)
LD ) P(z;")
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7. Tester votre méthode numériquement sur divers polynémes, y compris des polynomes
avec des racines complexes.

Méthode d’Euler implicite

Soit o un réel > 0 et le probleme de Cauchy
o' (t) = —x(t)?, 2(0)=a, tecl0,T).

1. Calculer la solution exacte de ce probleme. Vérifier que x(t) — 0 quand ¢ — oo et que
pour tout ¢t € [0, 7], z(t) > 0.

2. Pour résoudre cette équation différentielle, on considere la méthode d’Euler implicite.
Programmer cette méthode pour une discrétisation avec des pas de temps donnés par

T
ti=(k=1At, At=F k=1..N+1

Le probléeme implicite sera résolu a chaque pas de temps par la méthode de Newton. La
méthode de Newton sera initialisée par la solution du pas de temps précédent. Dans un
premier temps, on fixera le nombre d’itérations de la méthode de Newton & ny.x = 10.



3. Améliorer I’algorithme en ajoutant un critere d’arrét pour la méthode de Newton.

4. Tester la méthode pour plusieurs valeurs de « et de N. Vérifier que cette méthode est
inconditionnellement stable, contrairement a la méthode d’Euler explicite.



