Quelques modeles d’onde
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1 Schéma saute-mouton pour I’équation des ondes
avec absorption sur le bord
1.1 Modéle mathématique
Nous souhaitons résoudre I’équation des ondes dans un domaine
Q =0, L[x]0, H].

La source sonore est notée s(z,t).

L’inconnue est la pression
p(z,t), ze€Q, tel0,T],
solution de I’équation des ondes
pu— Ap=s. (1)

Sur le bord, nous allons considérer des conditions aux limites dissipatives. Pour
cela, soit une onde plane incidente de la forme

po(z,t) = Aexp(—iwt + ik - ),

d’amplitude A, de pulsation w et de vecteur d’onde k. Rappelons que la pulsation
est liée a la fréquence f de I'onde par

w=2nf.
La longueur d’onde est
A= &
f

Cette fonction est solution de I’équation des ondes si

—w?+ k=0,



soit
w=clkl|.

En 2D nous pouvons aussi écrire
w [ cosd
k=— . ,
c sin 6

ou f est I'angle d’incidence de ’onde par rapport a la paroi. L’onde est réfléchie
et absorbée sur une paroi de normale unitaire n = (1,0). Le vecteur d’onde

réfléchie s’écrit
P ) _ w [ —cosf
K =Fk—2(k n)n—c< sin 0 ),

Et l'onde réfléchie a la forme
p1 = rAexp(—iwt + ik’ - x),

ou le coefficient de réflexion r est compris entre 0 (absorption maximale) et 1
(réflexion maximale). Nous cherchons une condition vérifiée par ’onde totale

p=po+p1.

La dérivée normale de p s’écrit

g—p = Aexp(—iwt) (ik - nexp(ik - ) + rik’ - nexp(ik’ - z)),
n
soit 9
8—p = 'AE exp(—iwt) cos @ (exp(ik - ) — rexp(ik’ - x)) .
n c

D’autre part,
p = Aexp(—iwt) (exp(ik - ) + rexp(ik’ - x)) .

Nous trouvons, pour un point sur le bord de la forme z = (0, z2) :

g:z:iw00891—r:iﬁl—r+0(92).
p c 1+r cl+r

Une condition aux limites approchée s’écrit donc

dp w 1—7r
v
on cpl—l—r

ou encore
op 11—-rdp

vy = 2

on cl+rot (2
Cette condition limite est bien compatible avec une propriété de décroissance
de I'énergie acoustique

B= (v + (W)



En effet, en multipliant (1) par p; et en intégrant sur 2, nous trouvons

L s dp _
/95(pt)t+Vp~thf/m%pt—0-

Loy 1o _/ o _
/92 (i), + 5 (Vp%), P =0,

d 1 1—r 2
| E=-—2] — <0.
dt/g c/mlw(pt) =0

Nous constatons que ’énergie décroit. Elle est conservée si r = 1 (réflexion
maximale des ondes).

Donc

1.2 Approximation par différences finies 1D

Nous commencons par écrire le schéma en 1D sans source sonore. Nous consi-
dérons un nombre de points de discrétisation N > 1. Le pas d’espace est donné

par
L

AN
le pas de temps est noté At. Les points de discrétisation sont
x;=1Az, i=0...N—1.
Nous cherchons une approximation
pi ~ p(x;, nAt).

Le schéma saute-mouton s’écrit

—pi T 2 — PP D+ 20) - Pl

At2 —cC A:L.Q :O, Z:1.N_2
Soit
Pt = =T 21— B+ B2 (e + pa) )
avec At
C
b=

C’est le coefficient de CFL, il doit étre plus petit que 1.

Pour i = 0 et ¢ = N — 1 le schéma doit étre modifié pour tenir compte des
conditions aux limites.

Sii=0,
Op PR tpp, 11— rpittoprtt
on Pe = 2Ax T ocl+r 2At
Soit 11
3 s -r 1 -1
p’i1=p?—51+r(1’3+ - ) (4)



De méme, sit= N — 1,

@:p Npﬁ,l_p?,l :_ll—rp?+1_p?71
on e 2Ax cl+r 2At
Soit 11
—-r 1 -1
PN =DPN_2 — B Ttr (pr-’_—l _pnN—l) . (5)

Grace a (4) et (5), le schéma (3) a encore un sens pour i =0 et i = N — 1. En
remplagant p™, et p% dans (3) par les valeurs données respectivement par (4)
et (5), on obtient les formules de mise & jour suivantes pour les points de bord :

Pt =g el (Gl 1) pp =t +282(p} — py) + 2p7) (6)
T 1 * T — T 7 T
P = T3 ((r - Dp +282 (s — PR_1) + 2R 1) (7)
avec .
. ol
"= ﬁl +7r

1.3 Approximation par différences finies 2D

En 2D, il faut rajouter la deuxiéme direction, avec un paramétre de discrétisation
M>1
H

Ay = .
Y= -1

De méme
y; =jAy, j=0...M—1
pi; = p(xi, yj, nAt).
Il y a maintenant deux coeflicients de CFL
cAt cAt
Ba: - Ea By - Ty

En 2D, le schéma saute-mouton avec source sonore s’écrit

Pyt = —pi T+ 2= BT - Bl
+ 85 (i1 + Pl ) + By (PFj_1 + 00 j40) + AT, (8)

Pour les bords, il faut utiliser les relations suivantes
11-—r

n N
pfl,g _pl,j 62?14—7’

(p65" —#6;")- (9)
11—1r _

p?\},j = p%72}j - 5771 T (p7v+_117j - p%_ll,j) . (10)
xr

4



11—r

n n n+1 n—1
L - e . 11
Pi—1=DPia B, 1+r (pz,O Pio ) (11)
11—r
n n +1 —1
Pivm = Piv-2 — Fy Ttr (p?,M—1 _pzT'L,M—1> . (12)

Nous pouvons encore écrire (9) sous la forme

1+7r

1 —1
poy =p0; +(p1,; P y)

En faisant a(8)+(1 — «)(13) nous trouvons

ot = (1= 20)p5 ;! +2a(1 - B - B))pf
+ aﬂi (pzl,j +p”i]) + 055:3 (pgyjfl +pg7j+1) + OzAt2ng

+(1-a) (p1,j - p—l,j) :

I

Il faut maintenant choisir o de sorte que les termes en p”; ; disparaissent. Nous

trouvons
1+7r

aﬁx—(l—a)l_rzO,
soit, en posant
1=
Y= T
B 1
T

Notons que 0 < @ < 1 et que a = 1 correspond a la réflexion idéale (condition
de Neumann). Finalement

pos" = (1= 20)p5" +2a(1 = 57 = )15,
+ 2a5§p?,j + aﬂ; (p'(’)L,j71 +p3,j+1) + OéAtQSg’j.

Nous obtenons des formules similaires pour les autres bords.



