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Le classique probleme du tri

Il semble que l'étre humain préfere le rangement au
dérangement, l'ordre au désordre. Le tri est une
activité qui est trés pratiquée dans notre vie
quotidienne.

- Ainsi, est-il vraisemblable que vous preférez habiter
un espace ou les choses sont rangées a leur place. Il
vous est dans ce cas plus facile de les trouver quand
vous en aurez besoin.

 Lorsque nous jouons aux cartes, la plupart des
personnes ordonnent par couleur et par valeur les
cartes, en fonction du jeu auquel ils jouent.

- Mais cette préférence pour l'ordre, le rangement, est
loin de concerner la seule vie quotidienne dans sa
dimension pratique. Nous la retrouvons dans bien
d’autres domaines.




Le probleme du tri : avant l'ordinateur

Classer des données est une activité qui a occupé dans le passé de
nombreux employés de bureau. Ils réalisaient cette tache
manuellement jusqu’a la naissance de la mécanographie.
Invention de la mécanographie

Hermann Hollerith (1860-1929), ingénieur américain en mécanique, 39980380«
. < . . . . o e P 220009
invente (a lui seul) une machine qui trie et additionne des données YOA0I006¢
< . - . o« L. = 3--F.0:-1-1- 1 1. I
a partir de cartes perforees pour produire des statistiques. Cette 022000080:
invention va permettre de dépouiller beaucoup plus rapidement le i
recensement des Etats-Unis de 1890. Les premiers résultats sont o

alors produits en quelques mois seulement et l'analyse compléte en
un peu moins de 3 ans (auparavant, il fallait au moins 8 ans).

Sur chaque carte, divisée en lignes et en colonnes, les perforations
représentent, selon un code simple, les caractéristiques d'un
individu : age, sexe, meétier, situation familiale, etc. Les cartes sont
lues par un lecteur électrique, un trou laisse passer le courant et
'absence de trou 'arréte. En fonction du résultat, une trappe va
s‘ouvrir.




Le probleme du tri : avant l'ordinateur

« Les cartes perforées comportent 80 colonnes comportant les chiffres de 0 a 9, ce qui permet de trier un code alphanumeérique.

+ Les machines se perfectionnent pour pouvoir trier 1000 cartes par minute en 1950 (Tri par base).

IBM 82 Card Sorter (1949)

Chaque fichier de cartes doit étre trie, colonne par colonne. Un systéme de brosse détecte 'emplacement de la perforation et envoie la carte
dans le bon casier. Une fois cette colonne triée, un opérateur doit reprendre toutes les piles de cartes dans un ordre déterming, et les refaire
passer dans la trieuse pour traiter la 2e colonne, et ainsi de suite.

A partir des années 1960, ces outils mécaniques sont progressivement remplacés par l'usage de l'ordinateur. Les cartes perforées ont
d'ailleurs éteé les seuls systéemes d’entrée-sortie des premiers ordinateurs, avant I'apparition des claviers et écrans dans les années 1970.

i i
im i




Le probleme du tri : recurrent en informatique

Probléme du tri

Consiste a organiser une collection d’élements selon

une relation d’ordre déterminée. Les objets a trier

doivent donc étre comparables.

« Applications innombrables :

« Tri des mails selon leur ancienneté

- Tri des résultats de requéte dans un moteur de
recherche

- Tri des facettes des objets pour l'affichage dans les
jeux 3D

- Gestion des opérations bancaires

- Le tri sert aussi de brique de base / pré-traitement
pour d’autres algos

« Recherche par dichotomie

-« Recherche des éléments dupliqués dans un tableau

- Recherche du k®™¢ élément le plus grand dans une
liste

- Calcul de la médiane d’une série statistique
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Définition 1

Un algorithme de tri est dit en place s’il modifie directement la structure qu’il est en train de trier et qu’il
ne construit aucun objet proportionnel a la taille de la sequence.

—> Nécessite que 'objet trié soit modifiable = Intérét principal : complexité en mémoire (ou spatiale)
reduite !

Définition 2

Un algorithme de tri d'une séquence est dit stable s’il conserve la position relative dans la liste des
quantités qui sont égales pour la relation d’ordre.

—> Exemple : on veut trier la liste de cartes T = [Gé, 5, 49 54]

Si le tri laisse le 5 avant le 5, il s'agit d'un tri stable, sinon il est instable :

- si une fois trie, on obtient: T' = [49, 54, 54, 6], le tri est stable,

* si une fois trig, on obtient: T = [49, 54, 5#, 6&], le tri est instable.
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« Tris par comparaison

- Tri par sélection (selection sort)

- Tri par insertion (insertion sort)

* Tri a bulle (bubble sort)

- Tri par fusion (merge sort)

- Tri rapide (quick sort)

- Tri par tas (heap sort)

- Tris utilisant la structure des données
- Tri comptage ou Tri par déenombrement (counting sort)
- Tri par base (radix sort)

- Tri par paquets (bucket sort)
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Le tri par sélection : le principe

Soit A un tableau. Le tri par sélection consiste simplement a sélectionner I'element le plus petit du
tableau a trier, a U'enlever, et a répéter itérativement le processus tant qu'il reste des eléments dans la
séquence.

- recherche (et sélection) d’'un élément minimal :

- permutation avec le premier :

« tri du tableau restant :

m All]
—_—

m tableau restant a trier




Le tri par sélection : le principe
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Le tri par sélection : le principe

Itération £ = 1
On recherche le minimum dans le tableau complet et on ['échange avec 'element se trouvant en position
1.




Le tri par sélection : le principe

Itération k = 1
On recherche le minimum dans le tableau complet et on 'échange avec I'éléement se trouvant en position
1.




Le tri par sélection : le principe

Itération k = 2
On recherche le minimum dans le tableau tel que l'indice est > 1 et on 'échange avec 'élément se
trouvant en position 2.




Le tri par sélection : le principe

Itération k£ = 2
On recherche le minimum dans le tableau tel que 'indice est > 1 et on l'echange avec ['élément se
trouvant en position 2.




Le tri par sélection : le principe

Itéeration k = 3
On recherche le minimum dans le tableau tel que l'indice est > 2 et on I'échange avec l'élément se

trouvant en position 3.
N K
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Le tri par sélection : le principe

Itération k = 3
On recherche le minimum dans le tableau tel que 'indice est > 2 et on 'échange avec l'éléement se
trouvant en position 3.




Le tri par sélection : le principe

Finalisation
Il ne reste plus qu’un seul élément a trier, il n’y a donc rien a faire, le tableau est déja trie.

EN - - Em




Le tri par sélection : pseudo-code

Require: A un tableau a trier de taille Require: Un tableau A de taille n et j =n

n Ensure: Renvoie g = argmin A[Kk]
Ensure: Le tableau A est trié Jfksn , Require: a et b deux valeurs
1: procedure TRISELECTION(A,n) ;: pr?EeQUre LRNG A 100) ) 1: 4 d ECHANGE (a. b
. - ] 1 q =] : procedure (a,b)
28 TOr X = L0 0 L e 3: for i =j + 1 ton do 2'tm
3: q = INDICEMIN(A, n, k) I =
i : if A[i] < A[q] then 3: a= b
4: if g # k then 5: q := i 4'b—tp
5: ECHANGE(A[q],A[k]) 6. end if 35 @) PREEEE
6: end if 7: end for
7: end for 8: return g
8: end procedure 9: end procedure



Le tri par selection : correction de INDICEMIN

Require: Un tableau A de taille n et j =n
Ensure: Renvoie q = argmin A[k]

B Terminaison

5, brocequre TNDICEHINA, . ) - La terminaison est évidente, il y a juste une

2 1AL S Aol hen boucle for dans cette procédure.

R * Le variant de boucle est donc n — i qui est bien
;; gguﬁgrq une suite strictement décroissante et positive.
9: end procedure



Le tri par selection : correction de INDICEMIN

Require: Un tableau A de taille n et j =n
Ensure: Renvoie q = argmin A[k]

j<k=n

=

0:

procedure INDICEMIN(A,n,j)

2: q =]

3: fori =j + 1 ton do
4: if A[i] < A[q] then
5: g :=1

6:
7
8
9
1

end if

: end for

: Q(q)
: return q

end procedure

Correction partielle
« Postcondition :
Q(j,q) <= Vk | j <k <n,Alq) < A[K]



Le tri par selection : correction de INDICEMIN

Require: Un tableau A de taille n et j =n
Ensure: Renvoie q = argmin A[Kk]

jSk=n

procedure INDICEMIN(A,n,j)

q =]
i=3j+1
while i = n do
if A[i] < A[q] then
q :=1

end if

i=1+1

: end while

10: Q(q)

11: return q

12: end procedure

OCo~NoOOU A~ WNER

Correction partielle
« Postcondition :
Q(j,q) <= Vk | j <k <n,Alq) < A[K]



Le tri par selection : correction de INDICEMIN

Require: Un tableau A de taille n et j = n
Ensure: Renvoie q = argmin A[k]

ifki;ocedure INDICEMIN(A,n,j)

S e Correction partielle

R while 4 = n do . Postcondition :

- L(Cii\c[l%]tiA?q? then Q(j,q) <= Vk|j<k<n,Alq] < A[K]
§Ogndf B . Invariant :

12: end white I(i,q) <= Vk | j<k<i—1,Alq] < A[K]

13: I(i,gq) A 1 >n
14: Q(q)

15: return q

16: end procedure



Le tri par selection : correction de INDICEMIN

Require: Un tableau A de taille n et j = n
Ensure: Renvoie q = argmin A[k]

ifki;ocedure INDICEMIN(A,n,j)

2: q =]

s fm It Correction partielle

s Postcondition : Q(j,q) <= ¥k | j < k < n, Alq] <

. ;f:fi] < Alal then Alk] - Invariant: I(i,q) <= Vk | j <k <i—

10: 16+ 1, o 1,Alq] < Akl -I(i+1,9) < Vk | j <k < i, Alq] <
12 13, a) Alk]

13: end while

14: I(i, ) A 1 >n
15: Q(q)

16: return q

17: end procedure



Le tri par selection : correction de INDICEMIN

Require: Un tableau A de taille net j =n
Ensure: Renvoie q = argmin A[k]
j<k=n

1: procedure INDICEMIN(A,n,j) . .

K N Correction partielle

Gt @ » Postcondition: Q(j,q) <= Vk | j <k <n,Alg] <
6: 1(i, q) A i=n AlK]

7: if A[i] < A[q] then .

8 I(i + 1, 1) & ALLI < Ald] * Invariant: I(i,q) <= Vk | j <k <i—1,A[q] <
1é:qer}a if A[k:]

11: I(i + 1, q) . . .

12 =421 * I(i+1,q) = VEk | j<k<i Alq] < Alk]

14: end while « I(i+1,4) < Vk | j < k<3, Ali] < A[K]

15: I(i, q) A i >n

16: Q(q) !

17: return q

18: end procedure



Le tri par selection : correction de INDICEMIN

Require: Un tableau A de taille net j =n
Ensure: Renvoie q = argmin A[k]

ifki;ocedure INDICEMIN(A,n,j) CorreCtlon .p.artleue
2: g ;=]_j+ : « Postcondition: Q(j,q) <= Vk | j <k <mn, Alq] <
4: I(i, q} A[k]
5: wh}le i=n do . . . . .
G I M aden * Invariant: I(i,q) <= Vk | j<k<i—1,A[q] <
35 I(%_".l' i) A A[i] < Alq] A[k]
1(:1,5‘%?; o « I(i+1,q) <= Vk | j<k<i, Alg < A[K]
12 %ii;'l“ e« I(i+1,4) < Vk | j < k<3, Ali] < A[K]
1a: e?d'wﬂile « I(i,q) Ni<n=I(i+1,i) NAfi] < Alq] V I(i +
15: I(i, Adl>n .
16: 0(0) ! 1,q) A Ali] > Alq]
: return q

18: end procedure



Le tri par selection : correction de INDICEMIN

Require: Un tableau A de taille n et j = n

SEs RV ¢ = G Al Correction partielle

15 DG IR T i) * Postcondition: Q(j,q) < Vk | j <k <mn,Alq] <
i; g(§=+j1, q) 14[k1 .

TEE R * Invariant: I(i,q) <= Vk | j<k<i—1,A[q] <
AR R AlK

gé:i;(é\[i]; Alal then c I(i+1,q) <= Vk | j<k<i Alg < Alk]

1L g i c I(i+1,i) <= Vk | j <k <i, Ali] < A[k]

13: 1+ 1, a) c I(i,g) Ni<n=I(i+1,9) NA[i] < Alq| V I(i +
e La) A Ali > Alg

17: I(1, ) A i>n * Précondition: P <= I(j+1,j) <= Vk | j<k<
19: return g j, Alj] < A[k] <= true

20: end procedure



Le tri par sélection : correction de TRISELECTION

Require: A un tableau de taille n Terminaison
Ensure: Le tableau A est trié . . . . . .
1: procedure TRISELECTION(T,n) « La terminaison est evidente, il y a juste une
2: f k=1t -1d <
T N boucle for dans cette procédure.
4: if q # k then . 1 1 1
E= D Lg variant dg bouFle est dong n - k —1 qui est
6: end if bien une suite strictement décroissante et
. en or o
8: end procedure pOSItIVG.



Le tri par sélection : correction de TRISELECTION

Require: A un tableau de taille n

Ensure: Le tableau A est trié

: procedure TRISELECTION(T,n)

for k =1 ton -1 do . o

q = INDICEMIN(A, n, k) Correction partielle
if g # k then

ECHANGE (A[q] ,A[K]) Q<= Vr|l<r<n,Alr—1] < A[r]
end if

end for

Q

end procedure

OCoOo~NOOUE, WNRE



Le tri par sélection : correction de TRISELECTION

Require: A un tableau de taille n
Ensure: Le tableau A est trié
procedure TRISELECTION(A,n)
k=1

while k = n - 1 do

g = INDICEMIN(A,n, k)

if g # k then

ECHANGE (A[q],A[K])

end if

k=k+1

: end while

10: Q

11: end procedure

OCo~NoOOU A~ WNER

Correction partielle
Q= Vr|l<r<n,Alr—1] < A[r]



Le tri par sélection : correction de TRISELECTION

Require: A un tableau de taille n
Ensure: Le tableau A est trié

1: procedure TRISELECTION(A,n)
2: k=1 ° L]
3 I . Correction partielle
. wnlle =n - [o]
5: T(k) A k=n -1 Q<= Vr|l<r<n,Alr—1] < Ajr|
6: q = INDICEMIN(A,n, k) .
7: if g # k then  Invariant: I(k) = I, (k) A L, (k)
8: ECHANGE(A[q],A[k])
2 ard 7 c L(k) <= Vr|l<r<k Alr—1] < A[r]
I c L(k)=Vrp|ll<r<k<p<n,Alp] > Alr|

13: I(k) A k =n
14: Q
15: end procedure



Le tri par sélection : correction de TRISELECTION

Require: A un tableau de taille n
Ensure: Le tableau A est trié

;.: ﬁroccledure TRISELECTION(A,n)

S Correction partielle

2 ;(Z)IQDII(CEM;NEA}n,k) Q&= Vr | 1 <r<n, A[T — 1] < A[T]

5 EZHRNZEI((AJEZ??A[H) - Invariant: I(k) = I, (k) A L(k)

10 T(k + 1) « [[(k) = Vr|1<r<kAlr—1] < Ar]
2010 « Lk) < Vr,p|1<r<k<p<n,Alp| > Alr]

13: end while

14: I(k) A k =n
15: Q

16: end procedure



Le tri par sélection : correction de TRISELECTION

Require: A un tableau de taille n
Ensure: Le tableau A est trié
: procedure TRISELECTION(A,n)

25 g% Correction partielle

451 sifls iz - 3 Q= Vr|l<r<nAlr—1| < Alr]

6: = Ta(k + 1) A La*(k + 1) * Invariant: I(k) = I, (k) A L,(k)

7: q = INDICEMIN(A,n,k)

8: if q # k then » Li(k) = Vr | 1<r <k Alr—1] < Alr|

OF ECHANGE(A[q],A[k])

10 end if > I2(k:)(:>‘v’r,p|}<r§k§p§n,A[p].2A[r]
12 k =k 1 « I5(k) corresponc} a I,(k), mais avec le fait que
14 end while Alk] est permute avec Alg|(= min}_, Ai])

16: Q

17: end procedure



Le tri par sélection : correction de TRISELECTION

Require: A un tableau de taille n
Ensure: Le tableau A est trié
: procedure TRISELECTION(A,n)

25 g% Correction partielle

451 sifls iz - 3 Q= Vr|l<r<nAlr—1| < Alr]

6: = Ta(k + 1) A La*(k + 1) * Invariant: I(k) = I, (k) A L,(k)

7: q = INDICEMIN(A,n,k)

8: if q # k then » Li(k) = Vr | 1<r <k Alr—1] < Alr|

OF ECHANGE(A[q],A[k])

10 end if > I2(k:)(:>‘v’r,p|}<r§k§p§n,A[p].2A[r]
12 k =k 1 « I5(k) corresponc} a I,(k), mais avec le fait que
14 end while Alk] est permute avec Alg|(= min}_, Ai])

16: Q

17: end procedure



Le tri par sélection : correction de TRISELECTION

Require: A un tableau de taille n
Ensure: Le tableau A est trié

8 preeeie IESALEEREN A Correction partielle

T Q= Vr|l<r<nAlr—1] < Alr]

i e » Invariant: I(k) = I, (k) A L (k)

o 5 < Horctuma b - L (k) <= Vr | 1<r <k Alr—1] < Ar]
?5:lécﬂA;GE(XTS?,A[k1) » (k) <= Vrp|1<r<k<p<n,Al]p] > Alr|
12; 1k + 1) - I7(k) correspond a I,(k), mais avec le fait que
1100 Alk] est permuté avec A[g](= min?_, A[i])

ig z?%wflki : « Précondition : P <= I(1) < true

18: end procedure



Le tri par sélection : complexité de INDICEMIN et ECHANGE

Require: Un tableau A de taille n et j =n
Ensure: Renvoie q = argmin A[k]

j<k=n
1: procedure INDICEMIN(A,n,j) Require: a etlb deux valeurs
2: q =] 1: procedure ECHANGE(a,b)
3: for i =j + 1 tondo 2: tmp = a
4: if A[i] < A[q] then 3:a=>b
5: q ;=1 4: b = tmp
6: end if 5: end procedure
7: end for
8: return q
9: end procedure
INDICEMIN

* n -jitérations dans la boucle for

- pire des cas: T™(n;j) = ™ + (n — j) (™ + i + i)
- meilleur des cas: T™(n; j) = ™ + (n — j) (i + ci*)
- Dans tous les cas : T'™(n; j) € O(n)

ECHANGE

« 3 affectations : T'(n) = 3¢

- Dans tous les cas : T¢™ € O(1)



Le tri par sélection : complexité de TRISELECTION

n — 1 iterations dans la boucle for

pire des cas:

« n—1appel a ECHANGE

Par exemple lorsqu’on trie la série [2, 3, ..., n, 1]

Require: A un tableau a trier de taille n

Ensure: Le tableau A est trié « meilleur des cas:
;f gg?cﬁdfri IEIiE'_-EgT(IigNéAé”i Aucun appel & ECHANGE Tableau déja trié
3: q = INDICEMIN(A, n, k) > c_2 + T*im « Complexité dans le pire des cas:
4: if g # k then > c_3 n-1
g: EC(I;IAN?E(A[q],A[k]) > Tre T(n) = (n—1)(c; + 3 + ¢ _|_Te(n)> + ZTlm(n, k)
. en 1 =1
7: end for
8: end procedure - : nin—1 .
: =(n=1)(er + ey ey +3¢)) + (" + " + cio,m)(T) +(n— 1"

= T'(n) € O(n?)
« Idem pour le meilleur des cas et donc aussi en moyenne



Le tri par sélection : synthese

Complexite
meilleur descas| ©O(n?)
cas moyen O(n?)
pire des cas O(n?)

- Complexité quadratique (donc peu efficace)

- Colt quadratique en terme de comparaisons.

- Avantage : le nombre réduit d’échanges effectués (au pire n — 1).
- Algorithmme en place.

Conclusion
Il présente un intérét sur des données colteuses a déplacer mais qui sont aisement comparables.



Le tri par sélection : code C++

inline int indiceMin(int * A, int n, int j)

int g =j;
for (int i=j+1;i<n;++1)

if ( A[i] < Alq] )
q=1i;

CooNOUE WNRE

return q;

12 void triParSelection(int * A, int n)

14 int g, tmp;
15 for (int k=0;k<(n-1);++k)

16

17 q = indiceMin(A,n,k);
18 if ( q!=k)

19

20 tmp = Alql;

21 Alq] = A[K];

22 A[K] = tmp;

23

24



Le tri par insertion : le principe

Le principe du tri par insertion est utilisé
naturellement par la plupart des personnes qui veulent
trier des cartes a jouer. On commence par trier les deux
premieres cartes 'une par rapport a l'autre, puis on trie
la troisieme par rapport aux deux premiéeres, et ainsi

—
de suite jusqu’a ce que toutes les cartes soient triées. - H?"““H "

- On prend le premier de la sequence non ordonneée, ﬂqﬁﬁ@é b
ce qui constitue une nouvelle sequence ordonnée *-*Hi’*’ \
composée d’un seul élément. ; "'n.ﬂ_i"x'.'_,-"w"'* | —

A[1] Tableau non ordonné x| ::$

- On parcourt ensuite le reste de la séquence non 4 ;_,JC%-*;. N
ordonnée de gauche a droite et pour chaque Iu' 7 /7 o |
elément: [ -

« On parcourt la série ordonnée de droite a gauche

- On l'insere dés que 'on trouve sa position
ordonné

non ordonneé

- On s’arréte dés que le dernier élément a été insére






Tri par insertion : pseudo-code et correction

Terminaison
 Boucle for: le variantestn — j
Require: A tableau de taille n « Boucle while : le variant est 3
1 forj o 2tonde Correction partielle
2 Al La preuve nécessite de définir en particulier les 2
B amte 170 Al > ey e invariants de boucle :
o - Boucle for
B Ale e L= by VE | 1<k<j, Alk—1] < Alk]

« Boucle while :
VEk | i<k <jkey < Alk]



Le tri par insertion : complexité

9: end for

Tableau trié

« j=213141516 17

« j=313141516 17

* j=413141516 17

« j=513141516 17

Meilleur des cas

- Le tableau est déja trié

- La condition A[i] > key sera toujours fausse

*T(n)=(Mn—1)(c;+ca+e3+ey+o7)+e
T(n) € O(n)

0 iter)
0 iter)
0 iter)
0 iter)

N N SN N

Require: A tableau de taille n
1: for j = 2 to n do

2: key = A[j]

3:1i=3 -1

4: while 1 > 0 and A[i] > key do
5: A[i + 1] = A[i]

6: i=1 -1

7: end while

8: A[i + 1] = key



Le tri par insertion : complexité

Tableau trié en sens inverse
. j=217 16 15 14 13 (1 iter)

* j=316 17 15 14 13 (2 iter)
Require: A tableau de taille n * j=41516 17 14 13 (3 iter)
1: for j = 2 to n do . .
2: key = A[j]l > c 2 . .J—5 141516 17 13 (4 iter)
3:i=3 -1p>c3 Pire des cas
4: while i > 0 and A[i] > key do > c 4 R : ' A s ;
5: A[L + 1] = Ali] b €5 La I?oucle Whllesarrete lorsque i == 0 (A[i] > key sera
6: i=i-1>cC6 toujours vrai)
7: end while o — _
8: A[i + 1] = key b C_7 T(Z}_)l (n—=1)* (1 +ep ey +ep) + (e + o5+ ) *
9: end for Ek:l k+c

—1
:(n—l)*(cl+02+c3—|—c7)—|—(c4—|—c5+c6.)*(n*n2 )—l—cl
T(n) € ©(n?)



Le tri par insertion : complexite 471130

9: end for

Exemple de tableau du cas moyen

* j=21413 1517 16 (1 iter)

* j=313 141517 16 (0 iter)

* j=413 141517 16 (O iter)

* j=513 141517 16 (1 iter)

Cas moyen (avec equiprobabilité)

- La moitié du tableau A[1..5 — 1] est < A[j] et 'autre est > A[j].

- En moyenne on teste la moitié du sous-tableau A[1..5 — 1]

+ T(n)=(n—1)%(c; +cy+c3+cr) + (cat 5+ ¢6) x X (§) +¢.T(n) € O(n?)

Requ1re A tableau de taille n
for j = 2 to n do

key = A[J]

i=j -1

: while i > 0 and A[i] > key do
: A[i + 1] = A[i]

i=1i-1

end while

: A1 + 1] = key

m\l@m-bUJNI—‘



Le tri par insertion : synthese

Complexité
meilleur des cas ©(n)
cas moyen O (n?)
pire des cas O(n?)

- Complexité quadratique en moyenne (donc peu efficace sur des grands tableaux)
- Cependant, on pourrait déemontrer que dans le cas d'un petit nombre d’éléements a trier, c’est le plus

rapide en moyenne.

- Il est également trés efficace lorsque le tableau est déja presque trié car la complexité est en ©(n).

« Algorithmme en place.

Conclusion

Il présente un intérét sur des tableaux de petite taille.




Le tri par insertion : code C++

1 void triParInsertion(int * A, int n)
2

3 int key, 1i;

4 for (int j = 1; j < n ; j++)

5

6 key = A[j];

71i=73j-1;

8 while ( i >=0 && A[i] > key )
9

10 A[i+1] = A[i]l;

11 i = i-1;

12

13 A[i+1] = key;

14

15



Le tri fusion : le principe

L'algorithme du tri fusion est un exemple typique des
algorithmes de type « diviser pour regner ». Pour trier
un tableau de taille n, son principe consiste a partager
le tableau en deux parties de tailles égales (ou presque
si n est impair). Ces 2 sous-ensembles sont triés par
appel récursif, puis on fusionne les deux parties triees.
- Les propriétées de cet algorithme reposent en
particulier sur une fonction auxiliaire, la fonction de
fusion.
- La fonction Fusion fusionnera deux tableaux déja
triés, et c'est grace a cette propriété que cette
fonction pourra étre efficace.

A; non trié A, non trié

4

A trié A, trié

N '

A trié apres fusion de A et Az




)
o
O
=

le pri

Le tri fusion

38[27]43[39]82]10]

31273843 !9!10 82

3|ol1027]3843[82]



Le tri fusion : pseudo-code et correction de TRIFUSION

La division en deux sous-tableaux de taille égale ou presque est faite en définissant

1
nlzl(n; )J et n,=n-—n,

La premiére partition sera composée des n,; premiers eléments, l'autre contiendra les n, restants. Ainsi,

si n est pair le partage sera égal, sinon la premiéere partition aura un élement de plus.

Terminaison

* Soit (uy), ., la suite définie par u, = n et u;, le nombre maximal d'éléments a trier entre les 2 appels
recursifs a TRIFUSION a la récursion k.

« Tant que uy, > 1,4y, = | (*55)] < (*55) <,

- Par récurrence, on en déduit que (u; ), est strictement décroissante et positive.

k>0

Requ1re A tableau de taille n et deux indices p et r de A
procedure TRIFUSION(A,p,r)
if p < r then
=l (p+r)/ 2]
: TRIFUSION(A,p,q)
: TRIFUSION(A,q+1,r)
FUSION(A,p,q,r)
end if
end procedure

OO\IO\U'I-D-UJNI—I



Le tri fusion : pseudo-code et correction de TRIFUSION

La division en deux sous-tableaux de taille égale ou presque est faite en définissant

1
nlzl(n; )J et n,=n-—n,

La premiére partition sera composée des n,; premiers eléments, 'autre contiendra les n, restants. Ainsi,
si n est pair le partage sera égal, sinon la premiére partition aura un élement de plus.

Correction partielle : preuve par induction

« Sin=00un =1, letableau est déja trie.

Sin > 2, lexécution des deux appels récursifs de TRIFUSION permet de définir les 2 sous-tableaux (qui
sont triés par hypothése inductive)

A =Alp: q]

A, =Alg+1:7]

Nous pouvons donc utiliser FUSION et obtenir un tableau trie.

Requ1re A tableau de taille n et deux indices p et r de A
: procedure TRIFUSION(A,p,r)

if p < r then

a=1((p+r) /2]

: TRIFUSION(A,p,q)

: TRIFUSION(A,q+1,r)

FUSION(A,p,q,r)

end if

end procedure

OO\IO\U1-I>-UJNI—I



Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9.

procedure FUSION(A,p,q,r)

ii p, i2=q+ 1, k=1

ni qg-p+1, n2=r -9

B = createTab(ni + n2)

while i1 = q and i2 = r do

if A[i1] < A[i:2] then

B[k]=A[11] e_o . °

i1 = i1 41; k=k+1 Initialisation

: else

10: B[K] = A[i2] *n,=4etn,=3
11: i2 = i2 +1; k=k + 1 . .

12: end if *lp=Tetl, =1
13: end while
14: while i1 = q do 14116 31|54 8|27 30
15: B[k] = A[i1]

16: i = i1 + 1, k=k + 1
17: end while

18: while i2 = r do

19: B[k] = A[i:]

20: i =i +1, k=k +1
21: end while

22: for k =1 to n1 + n2 do
23: A[p + k] = B[Kk]

24: end for

25: end procedure




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9

procedure FUSION(A,p,q,r)
ii p, i2=q+ 1, k=1
ni qg-p+1, n2=r -9
B = createTab(ni + n2)
while i1 = q and i2 = r do
if A[ii] < A[i:] then

B[k] = A[i1]

in =11 +1; k=k +1
else

: B[k] = A[iz]
ti2=di2+1; k=k+1
:end if

: end while

: while i1 = q do

: B[k] = A[i1]

i =11 +1, k=k+1
: end while

: while i2 = r do

: B[Kk] = A[i:z]

t i =12 +1, k=k +1
: end while

: for k =1 to n1 + n2 do
: Alp + k] = B[k]

: end for

: end procedure

Iteration k=1
* il — ].GEt iz — 1

14

16

31

54

8

27

30




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9:

procedure FUSION(A,p,q,r)

in=p, i2=q+1, k=1

nn=q-p+1, n2=r-4¢q

B = createTab(n: + n2)

while i1 = q and i2 = r do

if A[i1] < A[iz] then - .

BIk] = Ali:] Iteration k=1
in =11 +1; k=k +1 . .
else '|1=1et|2=1
10: B[k] = A[i:]

11: iz =iz + 1; k=k + 1 * A[iﬂ > A[iz] = B[k] — A[i2]

12: end if
14: while i1 = q do

15: B[k] = A[i1]

16: i = i1 + 1, k=k + 1
17: end while

18: while i2 = r do

19: B[k] = A[i:]

20: i =i +1, k=k +1
21: end while

22: for k =1 to n1 + n2 do
23: A[p + k] = B[Kk]

24: end for

25: end procedure

0




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9

procedure FUSION(A,p,q,r)
iin=p, i2=q+1, k=1
nn=q-p+1, nz2=r -9
B = createTab(ni + n2)
while i1 = q and i2 = r do
if A[ii] < A[i:] then

B[k] = A[i1]

in =11 +1; k=k +1
else

: B[k] = A[iz]
ti2=di2+1; k=k+1
:end if

: end while

: while i1 = q do

: B[k] = A[i1]

i =11 +1, k=k+1
: end while

: while i2 = r do

: B[Kk] = A[i:z]

t i =12 +1, k=k +1
: end while

: for k =1 to n1 + n2 do
: Alp + k] = B[k]

: end for

: end procedure

Iteration k=2
* il — ].(Et iz — 2

14

16

31

54

8

27

30

8




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9:

procedure FUSION(A,p,q,r)

iin=p, i2=q+1, k=1

nn=q-p+1, nz2=r -9

B = createTab(ni + n2)

while i1 = q and i2 = r do

if A[ii] < A[i:] then - o

B[k] = Ali1] Iteration k=2
in =11 +1; k=k +1 . .
else '|1=1et|2=2
10: B[k] = A[iz2]

11: iz =iz + 1; k=k + 1 * A[iﬂ < A[iz] = B[k] — A[i1]

12: end if
14: while i1 = q do ‘

15: B[k] = A[i1]

16: i = i1 + 1, k=k + 1 T
17: end while

18: while i2 = r do

19: B[k] = A[i:]

20: i =i +1, k=k +1
21: end while

22: for k =1 to n1 + n2 do
23: A[p + k] = B[Kk]

24: end for

25: end procedure

8 14




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9:

procedure FUSION(A,p,q,r)

ii p, i2=q+ 1, k=1

ni qg-p+1, n2=1r -9

B = createTab(ni + n2)

while i1 = q and i2 = r do

if A[ii] < A[i:] then

B[k] = A[i1]

in =11 +1; k=k+1 - o

else Iteration k=3
10: B[k] = A[iz2] . .

11: iz =d2 + 1; k=k + 1 cl,=2eti,=2
12: end if
13: end while

Vi CHG e 6 e 14116 31|54 8|27 30
15: B[k] = A[i1]
16: i = i1 + 1, k=k + 1

17: end while 8 14
18: while i2 = r do

19: B[k] = A[i:]

20: i =i +1, k=k +1
21: end while

22: for k =1 to n1 + n2 do
23: A[p + k] = B[Kk]

24: end for

25: end procedure




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9:

procedure FUSION(A,p,q,r)

iin=p, i2=q+1, k=1

nn=q-p+1, nz2=r -9

B = createTab(ni + n2)

while i1 = q and i2 = r do

if A[ii] < A[i:] then - o

B[k] = Ali1] Iteration k=3
in =11 +1; k=k +1 . .
else °|1=2et|2=2
10: B[k] = A[iz2]

11: iz =iz + 1; k=k + 1 * A[iﬂ < A[iz] = B[k] — A[i1]

12: end if |
14: while i1 = q do ‘ ‘

15: B[k] = A[i:1]

16: i = i1 + 1, k=k + 1 T

17: end while

18: while i2 = r do

19: B[k] = A[iz] 8 14 16

20: i =i +1, k=k +1
21: end while

22: for k =1 to n1 + n2 do
23: A[p + k] = B[Kk]

24: end for

25: end procedure



Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9

procedure FUSION(A,p,q,r)
iin=p, i2=q+1, k=1
nn=q-p+1, nz2=r -9
B = createTab(ni + n2)
while i1 = q and i2 = r do
if A[ii] < A[i:] then

B[k] = A[i1]

in =11 +1; k=k +1
else

: B[k] = A[iz]
ti2=di2+1; k=k+1
:end if

: end while

: while i1 = q do

: B[k] = A[i1]

i =11 +1, k=k+1
: end while

: while i2 = r do

: B[Kk] = A[i:z]

t i =12 +1, k=k +1
: end while

: for k =1 to n1 + n2 do
: Alp + k] = B[k]

: end for

: end procedure

Iteration k = 4
* il — :3 €3t iz — 2

14

16

31

54

8

27

30

8

14

16




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9:

procedure FUSION(A,p,q,r)

iin=p, i2=q+1, k=1

nn=q-p+1, nz2=r -9

B = createTab(ni + n2)

while i1 = q and i2 = r do

if A[ii] < A[i:] then - o

B[k] = Ali1] Iteration k = 4
in =11 +1; k=k +1 . .
else '|1=3et|2=2
10: B[k] = A[iz2]

11: iz =iz + 1; k=k + 1 * A[iﬂ > A[iz] = B[k] — A[i2]

12: end if
14: while i1 = q do ‘

15: B[k] = A[i1]

16: i = i1 + 1, k=k + 1 T
17: end while

18: while i2 = r do

19: B[k] = Aliz] 8 14 16 27
20: i =i +1, k=k +1

21: end while

22: for k =1 to n1 + n2 do

23: A[p + k] = B[Kk]

24: end for

25: end procedure




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9

procedure FUSION(A,p,q,r)
iin=p, i2=q+1, k=1
nn=q-p+1, nz2=r -9
B = createTab(ni + n2)
while i1 = q and i2 = r do
if A[ii] < A[i:] then

B[k] = A[i1]

in =11 +1; k=k +1
else

: B[k] = A[iz]
ti2=di2+1; k=k+1
:end if

: end while

: while i1 = q do

: B[k] = A[i1]

i =11 +1, k=k+1
: end while

: while i2 = r do

: B[Kk] = A[i:z]

t i =12 +1, k=k +1
: end while

: for k =1 to n1 + n2 do
: Alp + k] = B[k]

: end for

: end procedure

Iterationk =5

«i;=3eti,=3

14

16

31

54

8

27

30

8

14

16

27




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9:

procedure FUSION(A,p,q,r)

iin=p, i2=q+1, k=1

nn=q-p+1, nz2=r -9

B = createTab(ni + n2)

while i1 = q and i2 = r do

if A[ii] < A[i:] then - o

B[k] = Ali1] Iterationk =5
in =11 +1; k=k +1 . .
else '|1=3et|2=3
10: B[k] = A[iz2]

11: iz =iz + 1; k=k + 1 * A[iﬂ > A[iz] = B[k] — A[i2]

12: end if
14: while i1 = q do

15: B[k] = A[i1]

16: i = i1 + 1, k=k + 1 T
17: end while

18: while i2 = r do

19: B[k] = Aliz] 8 14 16 27 30
20: i =i +1, k=k +1

21: end while

22: for k =1 to n1 + n2 do

23: A[p + k] = B[Kk]

24: end for

25: end procedure




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9

procedure FUSION(A,p,q,r)
iin=p, i2=q+1, k=1
nn=q-p+1, nz2=r -9
B = createTab(ni + n2)
while i1 = q and i2 = r do
if A[ii] < A[i:] then

B[k] = A[i1]

in =11 +1; k=k +1
else

: B[k] = A[iz]
ti2=di2+1; k=k+1
:end if

: end while

: while i1 = q do

: B[k] = A[i1]

i =11 +1, k=k+1
: end while

: while i2 = r do

: B[Kk] = A[i:z]

t i =12 +1, k=k +1
: end while

: for k =1 to n1 + n2 do
: Alp + k] = B[k]

: end for

: end procedure

Iterationk =6

14

16

31

54

8

27

30

14

16

27

30




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9

procedure FUSION(A,p,q,r)
iin=p, i2=q+1, k=1
nn=q-p+1, nz2=r -9
B = createTab(ni + n2)
while i1 = q and i2 = r do
if A[ii] < A[i:] then

B[k] = A[i1]

in =11 +1; k=k +1
else

: B[k] = A[iz]
ti2=di2+1; k=k+1
:end if

: end while

: while i1 = q do

: B[k] = A[i1]

i =11 +1, k=k+1
: end while

: while i2 = r do

: B[Kk] = A[i:z]

t i =12 +1, k=k +1
: end while

: for k =1 to n1 + n2 do
: Alp + k] = B[k]

: end for

: end procedure

Iterationk=6
« i, =3 (eti, =4 > n,)
- B[k] = Ali,]

14 16 n 54 8 27 30
1\
8 14 16 27 30 31




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9

procedure FUSION(A,p,q,r)
iin=p, i2=q+1, k=1
nn=q-p+1, nz2=r -9
B = createTab(ni + n2)
while i1 = q and i2 = r do
if A[ii] < A[i:] then

B[k] = A[i1]

in =11 +1; k=k +1
else

: B[k] = A[iz]
ti2=di2+1; k=k+1
:end if

: end while

: while i1 = q do

: B[k] = A[i1]

i =11 +1, k=k+1
: end while

: while i2 = r do

: B[Kk] = A[i:z]

t i =12 +1, k=k +1
: end while

: for k =1 to n1 + n2 do
: Alp + k] = B[k]

: end for

: end procedure

Iterationk =7

14

16

31

54

8

27

30

14

16

27

30

31




Le tri fusion : principe et pseudo-code de FUSION

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9:

procedure FUSION(A,p,q,r)

iin=p, i2=q+1, k=1

nn=q-p+1, nz2=r -9

B = createTab(ni + n2)

while i1 = q and i2 = r do

if A[ii] < A[i:] then - o

B[K] = A[i1] Iteration k=7
in =11 +1; k=k +1

else ° 7/1 - 4 (et ?/2 - 4 > 7?,2)
10: B[k] = A[i:2] .
+ BIK] = Ali,]

12: end if
13: enq wh@le 14 16 31 8 27 30
14: while i1 = q do

15: B[k] = A[i1]

16: i = i1 + 1, k=k + 1 T
17: end while

18: while i2 = r do

19: B[k] = A[i:]

20: i =i +1, k=k +1
21: end while

22: for k =1 to n1 + n2 do
23: A[p + k] = B[Kk]

24: end for

25: end procedure

8 14 16 27 30 31 54



Le tri fusion : complexite de FUSION

TR P A Terminaison

L Variant de boucle :

Pl o (ng —iy) * (ng —iy) Ny — 4y €tng —iy

o odg kel Correction partielle

o A Invariant de boucle:

13: end while * Vr|1<r <k B[r—1] < Blr]

eSS 0® « sik>1leti; <n:B[k—1] < Aliq]

171 andwhite | * sik>1eti, <n:Blk—1] < Ali,]

e e Complenxité

%g; 2 <241, k= ksl - Dans le pire ou meilleur des cas : 7™ = a(n, +
gg :c[); K :]1=tg[ﬂ]1 + n2 do ny) + bng +.sz2 +d.

24: end for  La complexité est donc O(n; + ny) = O(n).

25: end procedure



Le tri fusion : complexite de TRIFUSION

Pour tous les cas
n
T(n)= 2T(§) +T5™ 4 e, + ¢

T(0) = T(1) = ¢,
- La complexité de l'algorithme Fusion est T/ € O(n).

- On peut donc appliquer le Master théoreme aveca =2,b =2,d = 1.
 On en déduit que la complexité du tri par fusion: T'(n) € ©(nlog(n))

Requ1re A tableau de taille n et deux indices p et r de A
procedure TRIFUSION(A,p,r)

if p<r thenp> c 1

q=1(p+r) /2l >c?2

: TRIFUSION(A,p,q)

: TRIFUSION(A,q+1,r)

FUSION(A,p,q,r)

end if

end procedure

OO\IO\U1-I>UJNI—‘



Le tri fusion :

synthése

Complexité

meilleur des cas | O(nlog(n))
cas moyen ©(nlog(n))
pire descas | ©(nlog(n))

- Avantage : sa complexité est la méme dans tous les cas et est assez rapide
- Inconvénient : ce n'est pas un tri en place (©(n) en espace) C'est un tri stable




Le tri fusion : code C++

void fusion(int * A, int p, int q, int r)

int il=p, i2=q+1, k=0;
int nl=q-p+1l, n2=r-q;
int * B = new int[nl+n2];
while (il<=q && i2<=r)

if (A[il] < A[i2])

WoOoNOOUTS WN -

10 B[k] = A[il]; void triFusionRec(int * A, int p, int r)
11 ++il;++k;
if (p<r)
13 else
int q = (p+r)/2;
triFusionRec( A,p,q);
triFusionRec( A,q+l,r);
fusion(A,p,q,r);

15 B[K] = A[i2];
16 ++12;++k;

OCo~NOoOOU,~, WN

19 while (il<=q)

21 B[k] = A[il]; L . . . . q
22 +4i1;++k; 11 void triFusion(int * A, int n)

23 12
24 while (i2<=r) 13 triFusionRec(A,0,n-1);

25 14
26 B[k] = A[i2];

27 ++12;++k;

28

29 for (k=0;k<(nl+n2);++k)
30

31 A[p+k] = B[K];

32

33 delete [] B;



Le tri rapide : le principe

L'algorithme de tri rapide est aussi un algorithme de type « diviser pour régner ». Son principe consiste a
séparer I'ensemble des éléments en deux parties. La difféerence par rapport au tri fusion est que la
séparation ne s’effectue pas au milieu mais par rapport a une valeur appelée pivot.

- Choisir arbitrairement dans le tableau un élément pivot q :

q
- Enlever le pivot de la liste, et segmenter le tableau en deux sous-tableaux l'un contenant les éléments
plus petits ou égaux a q, l'autre les éléments restants strictement supérieurs au pivot q :

=9/ q9/>q
- Recommencer récursivement avec les tableaux situés a gauche et a droite du pivot, puis rassembler le
tout:

tri rapide | q | tri rapide

Dans ce cours, le pivot q sera choisi comme le dernier élément de la liste.



Le tri rapide : le principe
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Le tri rapide : pseudo-code et correction de TRIRAPIDE

La procedure PARTITION choisit le pivot comme étant la valeur du dernier élement du tableau et
reordonne ce tableau de telle maniere que tous les éléments inférieurs ou égaux au pivot sont
positionnés avant et les autres strictement supérieurs apres ce pivot.

£q/9q/>q

Terminaison

* Soit (uy), _, la suite du nombre maximal d’éléments a trier entre les 2 appels récursifs a TRIRAPIDE, i.e.
uy, = max(q —p,r — q).

« Vk, on u;,,; < u, car méme si tous les éléments restants sont du méme cote du pivot, on a retiré un
éléement : le pivot

* La suite (uy est une suite strictement décroissante et positive

)k 0

Requ1re Un tableau A de taille n et deux indices p et r de A
procedure TRIRAPIDE(A,p,r)

if p < r then

q = PARTITION(A,p,r)

: TRIRAPIDE(A,p,q-1)

: TRIRAPIDE(A,qg+1,r)

end if

end procedure

\IChU1-l>UJNI—‘



Le tri rapide : pseudo-code et correction de TRIRAPIDE

La procedure PARTITION choisit le pivot comme étant la valeur du dernier élement du tableau et
reordonne ce tableau de telle maniere que tous les éléments inférieurs ou égaux au pivot sont
positionnés avant et les autres strictement supérieurs apres ce pivot.

=q/9q/>9
Correction partielle : preuve par induction

« Sin=0o0un =1, letableau est déja trie.

Sin > 2, 'execution de la procédure PARTITION permet de définir les 2 sous-tableaux :

A, = A[p: q— 1] dont tous les éléments sont < g

A, = Alq+1: 7] dont tous les éléements sont > ¢

Par hypothése inductive, le tableau représenté par la concaténation TRIRAPIDE(A,) + [q] + TRIRAPIDE(A,)
est un tableau trié.

Requ1re Un tableau A de taille n et deux indices p et r de A
: procedure TRIRAPIDE(A,p,r)

if p < r then

q = PARTITION(A,p,r)

: TRIRAPIDE(A,p,q-1)

: TRIRAPIDE(A,q+1,r)

end if

end procedure

\IO\U1-bUdNI—l



Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

1: procedure PARTITION(A,p,r)

2: pivot = A[r] o e ge o

3:1=p Initialisation

4: for j =p tor - 1 do . . . - .

5: if Alj] = pivot then On selectionne le pivot comme étant le dernier
6: ECHANGE(A[i]l,A[j1) oy -

7:i=1i+1 element.

8: end if

9: end for

10: ECHANGE(A[i],A[r]) 6 5 2 1 3 4

11: return i
12: end procedure



Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

1: procedure PARTITION(A,p,r)

2: pivot = A[r] - . N

3:1=p Iteration ) =1

4: for j =p tor - 1 do . R .

5: if A[j] = pivot then On compare 6 et 4, 6 est plus grand, rien a faire,
6: ECHANGE (A[i],A[j]) , . "

7ii=i+1 c’'est le premier plus grand, en position 0.

8: end if

9: end for

10: ECHANGE(A[i],Alr]) 6 5 2 L 3 4

11: return i
12: end procedure



Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

1: procedure PARTITION(A,p,r)

2: pivot = A[r] - . N

3:1=p Iteration ) =2

4: for j =p tor - 1 do . R .

5: if A[j] = pivot then On compare 5 et 4, 5 est plus grand, rien a faire,
6: ECHANGE(A[i],A[]]) , < "

7:i=1+1 c’est le 2eme plus grand, en position 1.

8: end if

9: end for

10: ECHANGE(A[i],Alr]) 6 5 2 L 3 4

11: return i
12: end procedure



Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

1: procedure PARTITION(A,p,r) - o o

2: pivot = A[r] Iteratlonj =3

3:1=p .

4: for j =ptor - 1do On compare 2 et 4, 2 est plus petit, on le permute
5: if A[j] = pivot then . -

6: ECHANGE(A[i],A[j]) avec le premier plus grand (ici 6).

7:1i=1+1

8: end if

9: end for 6 S 2 1 3

10: ECHANGE(A[il,A[r])
11: return i = —=
12: end procedure



Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

procedure PARTITION(A,p,r) Iteration =3 .
SO = Gl On compare 2 et 4, 2 est plus petit, on le permute

i=p . ..
for j = p tor - 1do avec le premier plus grand (ici 6).
if A[j] = pivot then
ECHANGE (A[1i],A[]])
i=1+1

end if

: end for

10: ECHANGE(A[i],Alr])

11: return i
12: end procedure - 5 6 1 3

6 5 2 1 3

OCo~NoOoOU,~, WN B

=0 —




Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

Itérationj=4

procedure PARTITION(A,p,r) .
s = Al On compare 1 et 4, 1 est plus petit, on permute
for j = p tor - 1 do avec le 1er plus grand (qui est 5 ici).

if A[j] = pivot then
ECHANGE (A[i],Alj])
i=1+1

end if

: end for

10: ECHANGE(A[i],A[r])

N s
p—n
11: return i
12: end procedure _ 6 5 3

6 1 3

OCo~NoOoOU,~, WN B
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Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

procedure PARTITION(A,p,r)
pivot = A[r]

i=p

for j=ptor - 1do
if A[j] = pivot then
ECHANGE (A[i],A[j])
i=1+1

end if

: end for

10: ECHANGE(A[il,A[r])
11: return i

12: end procedure

OCo~NoOoOU,~, WN B

Itération j= 4

On compare 1 et 4, 1 est plus petit, on permute
avec le 1er plus grand (qui est 5 ici).

6 5 2 1
" EIKAREE
ENEN - -




Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

Itérationj=5
On compare 3 et 4, 3 est plus petit, on permute
PBEESITS LTINS B 1) avec le 1er plus grand (qui est 6 ici).

pivot = A[r]

i=p

for j=ptor - 1do
if A[j] = pivot then
ECHANGE (A[i],Alj])
i=1+1

end if

: end for

10: ECHANGE(A[i],Alr])
11: return i

12: end procedure

OCo~NoOoOU,~, WN B
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Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

procedure PARTITION(A,p,r)

pivot = A[r]

i=p

for j =p tor - 1do - . . _
if A[j] = pivot then Iteration =5

AL = pivot _
SR AL On compare 3 et 4, 3 est plus petit, on permute

end if avec le 1er plus grand (qui est 6 ici).

: end for

10: ECHANGE(A[i],A[r])
11: return i

12: end procedure

OCoNOOUA, WNE
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Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

Finalisation
On termine en posant le pivot (ici 4) a sa position,
1: procedure PARTITION(A,p, r) c’est-a-dire a la place du premier plus grand (ici 5).
2: pivot = A[r]
3: 1 =p 6 5 2 1 3
4: for j =p tor - 1do
5: if A[j] = pivot then
6: ECHANGE(A[i]l,A[j1) = =
7:1i=1+1
8
9

end if
: end for 5 6 1

10: ECHANGE(A[i],A[r])

3
11: return i
12: end procedure _ 6 5 3
- 1K




Le tri rapide : pseudo-code de PARTITION

procedure PARTITION(A,p,r)

pivot = A[r]

i=p

for j =p tor - 1do . . .

if A[j] = pivot then Finalisation

C G i ’ j . . e o ~ o o
FeAeE (L AL On termine en posant le pivot (ici 4) a sa position,
pend I c'est-a-dire a la place du premier plus grand (ici 5).
10: ECHANGE(A[i],A[r])

11: return i

12: end procedure

OCoNOOUA, WNE
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Le tri rapide : correction de PARTITION

1: procedure

2: pivot = A[r] . . L. . .

3:1=0p « La terminaison est evidente, il y a juste une

4: for j =p tor - 1do .

5: if A[j] = pivot then boucle for dans cette procédure.

6: ECHANGE(A[i],A[3j1) . . .

7: i=i+l « Le variant de boucle est doncr —1 — 5 qui est
8: end if . . . - .

9: end for bien une suite strictement déecroissante et

10: ECHANGE(A[i],A[r]) L

11: return i pOSItlve.

12: end procedure



Le tri rapide : correction de PARTITION

1: procedure
PARTITION(A,p,r)

2: pivot = A[r]
3:1=p

4: for j =p tor - 1do
5: if A[j] = pivot then
6: ECHANGE(A[i],A[j])
7: i=i+l

8: end if

9: end for

10: ECHANGE(A[i],Alr])
11: Q

12: return i

13: end procedure

Terminaison

- La terminaison est évidente, il y a juste une
boucle for dans cette procedure.

« Le variant de boucle est doncr — 1 — j qui est
bien une suite strictement décroissante et
positive.

Correction partielle

* Postcondition Q =Q; AN Q, :

Q<= VEk|p<k<i Alk] < Ali

* Qy = VEk|i<k<r Akl > Ali



Le tri rapide : correction de PARTITION

Terminaison
A - La terminaison est évidente, il y a juste une
2, bivor = AlT boucle for dans cette procedure.
SN « Le variant de boucle est doncr — 1 — j qui est
e A ) bien une suite strictement décroissante et
o end if | positive.
12; end white Correction partielle
13 g ALY « Postcondition Q = Q, A Q, :
15: end procedure + Q= Vk | p<k<i, Alk] < Afi]

* Qy = VEk|i<k<r Akl > Ali



Le tri rapide : correction de PARTITION

1+ brocedure Terminaison

e e - La terminaison est evidente, il y a juste une
LIt boucle for dans cette procedure.

T B et o 5l o - Le variant de boucle est doncr — 1 — j qui est

81 1t TU11 < pivot then bien une suite strictement décroissante et

G & positive.

R Correction partielle

14: end while » Postcondition Q = Q, A Q,: 0 Q, <= Vk | p< k<
16+ ECHANGE(ATL, AL} i, Alk]| < Ali] e Qy <= VEk | i <k <r,Alk] > Ali]
18: return i s Invariant I = [ ALy:el, <= Vk | p<k<

19: end procedure

i, Alk] < Afr] e I, <= VEk | i < k < j, A[k] > A[r]
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Terminaison

- La terminaison est évidente, il y a juste une
1: procedure .
PARTITION(A,p, r) boucle for dans cette procéedure.
2: pivot = A[r] . . .
3 true - Le variant de boucle est doncr —1 — j qui est
51 = p bien une suite strictement decroissante et
7: while j < r - 1 do positive.
8: Injs=sr-1 . .
9: if T[j] s pivot then Correction partielle
10: ECHANGE(A[i],A[j]) ..
1L i =+l « Postcondition Q@ = Q; A Q, :
12: end 1 . .
13: j=j+1 Q<= VEk|p<k<iAlk] < Ali]
14: I

15: end while

16: I Aj=r

17: ECHANGE(A[i],A[r])
18: Q

19: return i

20: end procedure

Q, < Vk|i<k<r Alk] > Al
Invariant I =1, A I, :
I, = VEk|p<k<iAlk] < Alr]
L= VEk|i<k<j Ak > Alr]
Précondition P = true
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1: procedure PARTITION(A,p,r)
*nN=r- p +
2: pivot = A 1P . .
3: Elzop > CEPr] " e *r-p=n- 1 1terations
4: for j =p tor - 1do > csP
5: if T[j] = pivot then > caP * ECHANGE S @(]‘>
7: i =1+ 1 ceP ¢
8: end if __ b D D p p p
9: ECHANGE(A[i],A[r]) & cs® TP = c; +cy+(n— 1)(02 +c3 + 2¢5 + 06)
10: end for .
11: return i « Meilleur des cas:

12: end procedure

TP = ¢ +c§ + (n—1)(ch + c§ +cf)
Dans tous les cas : TP(™) € O(n)
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 La complexité du tri rapide dépend de la distribution autour du pivot.
+ Sin > 2, on obtient la relation de récurrence:

T(n)=c, +TP"™ +T(q—p)+T(r—q)
e Cas de base:
T(1)=c
Pire des cas

* Le pivot est le min (¢ = p) ou la max(q = r) du tableau
« Le partitionnement transforme un probléme de taille n en un probleme de taille n — 1

T(n) =c, +TP™ + T(n—1) <= T(n) —T(n—1) = ¢; + TP

zn:T(z')—T(i—l ch—|—Tp()=>T ch+Tp

ch—i—Tp Zaz—l —I—B—a( nin 1))+ﬁn=>T(n)€@(n2)

Requ1re Un tableau A de taille n et deux indices p et r
procedure TRIRAPIDE(A,p,r)

if p<r thenp> c 1

q = PARTITION(A,p,r)

: TRIRAPIDE(A,p,q-1)

: TRIRAPIDE(A,qg+1,r)

end if

end procedure

\IO‘IU'I-D-UUNI—'



Le tri rapide : complexite de TRIRAPIDE 103 / 130

- La complexité du tri rapide dépend de la distribution autour du pivot.

- Sin > 2, on obtient la relation de récurrence: T'(n) = ¢, + TP + T'(q —p) + T(r — q)

« Casdebase:T(1) =¢

Meilleur des cas

* Les deux sous-tableaux ont le méme nombre d’éléments (¢ = L%J) si n est impair, sinon 'un d’eux a 1
éléement de moins

T(n) = ¢, + TP + 2T( gD

- On peut appliquer le Master théoréme aveca = 2,b=2,d = 1 car T?™ € ©(n) = T'(n) € O(nlog(n))

Requ1re Un tableau A de taille n et deux indices p et r
procedure TRIRAPIDE(A,p,r)

if p < r then > c:

q = PARTITION(A,p,r)

: TRIRAPIDE(A,p,q-1)

: TRIRAPIDE(A,q+1,r)

end if

end procedure

\lO\U‘I-bUUNI—l
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« La complexité du tri rapide dépend de la distribution autour du pivot.
« Sin > 2, on obtient la relation de récurrence:

T(n) =c, + TP™ + T(q—p) +T(r —q)
« Cas de base :
1) =¢
En moyenne

Require: Un tableau A de taille n et deux indices p et r « Le pivot dans la liste triée a autant de chances d’étre sur chacune des n

1: procedure TRIRAPIDE(A,p,r)
2: if p<r thenp>c 1 places
3: q = P_ARTITION(A,p,r) « Q lavariable aléatoire de loi uniforme qui correspond a la position du
4: TRIRAPIDE(A,p,q-1) pivot
o end ar T(n) = ¢, + TP + B(T(Q—1) + T(n - Q— 1))
7: end procedure n
=c¢ +TP™ + > P(Q=Fk)(T(k—1)+T(n—k—1))
k=1
1\ « 2
= 7" (—) Tk—1)+Tn—k—1))= Trn ( ) T(k
e + TP+ (— ) (T(k—1)+T(n ) =i+ Z —1)

k=1
+ ... (manipulant les équations et en utilisant la série harmonlque
= T'(n) € ©(nlog(n))

=1
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* Le choix du pivot :

- En théorie, on pourrait faire en sorte que la complexité de 'algorithme soit ©(nlog(n)) dans le pire des
cas en prenant comme pivot la valeur médiane du sous-tableau. Mais l'algorithme de calcul de la
Médiane sur un tableau non trié n’est pas suffisamment efficace dans la pratique, et cette variante est
peu utilisée.

- En pratique on utilise un pivot choisi aléatoirement. Cela permet de réduire les chances d’étre dans le
pire des cas (0(n?)).

- Il existe un algorithme de partitionnement plus complexe, qui permet de réduire le nombre d’eéchanges
effectués lors du partitionnement. De plus, les éléments égaux au pivot sont mieux répartis des deux
cotés de celui-ci qu’avec l'algorithme préecédent.

- Lorsque les tableaux deviennent tres petits (< 50) suite aux appels récursifs, une optimisation classique
consiste a utiliser le tri par insertion qui est généralement le plus efficace.
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Complexite

meilleur des cas | ©(nlog(n))
cas moyen ©(nlog(n))
pire des cas O(n?)

- Force du tri rapide : Complexité en moyenne en ©(nlog(n)).

- Le tri rapide est aujourd’hui probablement le tri le plus employé au monde !

- La complexité dans le pire des cas est ©(n?) ... mais on peut réduire les chances de le rencontrer (choix
d’un pivot aléatoire).

- Algorithme quasi en place (©(log(n))) mais pas stable.

- En pratique, souvent un peu plus rapide que le tri fusion
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inline int partition(int * A, int p, int r)

int pivot = A[r];

int 1 = p, tmp=0; , void triRapideRec(int * A, int p, int r)
for (int j=p; j<=r-1;++j)

ints wj = ALIT; if (p<r) void triRapide(int * A, int n)
if (wj <= pivot)

. . ' int q = partition(A, p, r);
int &wi = A[i]; triRapideRec(A, p, q-1);

1T2.=V“J WISW]; Wi=tmp; triRapideRec(A, q+1, r);

triRapideRec(A, 0, n-1);

Alr] = A[i]; A[i] = pivot;
return i;
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1 void triRapideRec(int * A, int p,int r)
2
3if (p<r)
4
5 // tri par insertion pour les petites tailles
6 if ( (r-p+l) < 30 )
1 inline int partition( int * A, int p , int r ) 7
2 8 triParInsertion(&(A[pl),r-p+l);
3 int pivot = A[r], i = p-1, j=r, tmp=0; 9 return;
4 while ( i<j ) 18 , _
5 11 (/ plYOt aleatoire
6 do ++i; while( A[i] < pivot); 2 i’;g = K‘Er§'_’a"d()"’("'p+1)’;
7 do --j; while( A[j] > pivot); o '
, . . . 14 A[r] = Alpid];A[pid]=tmp;
8 tmp = A[il; A[i] =A[j1; ALjl=tmp; 15 P P P
9 ) ) . 16 int q = partition(A,p,r);
10 A[J]=A[l]: A[1]=A[r]; A[r]=tmp; 17 triRapideRec(A’p'q_l);
11 return i; 18 triRapideRec(A,q+1,r);
12 19
20
21
22 void triRapide(int * A, int n)
23

24 triRapideRec(A,0,n-1);
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Les algorithmes de tri : synthese

Nom meilleur cas| pire cas | en moyenne en place stable
Tri par sélection|  ©(n?) O(n?) O(n?) oui non
Tri a bulles O(n) O(n?) O(n?) oui oui
Tri par insertion O(n) O(n?) O(n?) oui oui
Tri fusion ©(nlog(n)) O(nlog(n))| O(nlog(n)) non (O(n)) oui
Tri par tas O©(nlog(n)) O(nlog(n))| O(nlog(n)) oui non
Tri rapide O(nlog(n)) O(n?) O(nlog(n)) | non (6(log(n)))| non
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Comparaison de tris sur des petits tableaux
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012 Comparaison de tris sur des tableaux moyens

—— Tri selection
— Tri insertion
0.10 Tri rapide
— Tri fusion
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moyenne temps par tri (sec) pour 100 tris aléatoires
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Les algorithmes de tri : synthese

Nom En moyenne Remarque

Tri par sélection O(n?) Inefficaces en pratique

Tri a bulles O (n?)
Tri par insertion O(n?) Tres efficace pour des petites tailles (meilleur que le tri fusion)

Tri fusion ©(nlog(n)) Cout asymptotique optimal, efficaces pour des grandes tailles

Tri par tas ©(nlog(n))

Trés efficace en pratique (meilleur que le tri par tas). En version
Tri rapide ©(nlog(n)) | randomisée: considéeré le meilleur algorithme de tri pour des grandes

tailles
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* 1.1 Introduction
- 1.2 Conception, analyse et implémentation en C++
- 1.3 Applications



Applications : la boite a moustaches
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La boite a moustaches (traduction de Box
& Whiskers Plot) est une invention de
John Tukey (1977) pour représenter
schématiquement la distribution d'une
série statistique.

Valeurs représentées

La boite a moustaches utilise 5 valeurs
qui réesument des données: les 3
quartiles Q1, Q2 (médiane), Q3 et les
limites inférieures et supérieures L, et

L

s*

25%

25%

25%

25%

x -
X
o Limite supérieure: Q, +1,5(Q_-Q,) ou D,ou C,
Q Ll
2 " Valeurs
extrémes
- Médiane Q, - - Ecaierquatiec, <,
Q, [
- Limite inférieure: Q, -1,5(Q,-Q,) ou D, ou C,
X
-
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Médiane

Soit A un tableau de taille n représentant une série statistique. La médiane de cette série est la valeur x

qui permet de couper 'ensemble des valeurs en deux parties égales. (Attention, ce n’est pas la moyenne).

En d’autres termes, il est possible de trouver M éléments qui sont inférieurs ou égaux a x et les M autres

sont supérieurs ou égaux a x. S'ily a un nombre impair de valeurs, la valeur centrale sera mise des deux

cotes.

Principe du calcul de la médiane:

1. On commence par trier la série 2. En fonction de la taille de la série :

- Lorsque n est impair, il existe p € Ntel que n = 2p + 1, la médiane de A est l'élement A[p]

- Lorsque n est pair, il existe p € N tel que n = 2p, la médiane de A est alors la moyenne des éléements
Alp — 1] et Afp] soit: (A2=21A)
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Require: A un tableau de taille n
Ensure: Renvoie les valeurs de la boite a moustaches
1: procedure BOITEMOUSTACHES(A,n)
: ALGO TRI(A, n)
: 12, j 2 = INDICEMEDIANE(1, n)

i 1, j 1 = INDICEMEDIANE(1l, i 2)

, j_3 = INDICEMEDIANE(j 2, n)
(A[i_2] + A[j_21) / 2
(A[i_11 + A[j_11) / 2
(A[i_3] + A[j_31) / 2

: Li=max (A[1],Q 1 - 1.5(Q 3 - Q 1))
10: L s = min (A[n],Q 3 + 1.5(Q 3 - Q 1))
11: returnQ 1, Q 2, Q3, Li, L s
12: end procedure

2
3
4:
5:
6
7
8
9

H W RN W R

—

Complexite

Require: Indice de départ p et indice de fin r
Ensure: Renvoie 2 indices de la position de la médiane

oOoNOUTLSA WN

procedure INDICEMEDIANE (p,r)
n=r-p+1

if n modulo 2 = 0 then
returnp+n/2, p+n/2+1

else

returnp+ (n+1) /2, p+(n+1) /2
end if

end procedure

Mis a part l'appel a ALGO TRI, toutes les opérations effectuées sont en ©(1). La complexite de cet
algorithme déepend du choix de l'algorithme de tri, donc au mieux on est en ©(nlog(n))
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Un autre type d’algorithme que U'on rencontre frequemment en informatique est la recherche dans une
collection (structure de données type tableau ou autres).

Plusieurs problématiques peuvent étre associées a ces algorithmes de recherche comme :
- Présence ou non d'un élément

- Nombre d’occurrences d’'un élement

- Accéder a des données selon un critére

Quelques exemples d'utilisations :

- Est-ce que ce mot existe? (est-il dans le dictionnaire?)

« Recherche de la définition d’'un mot dans un dictionnaire

« Numeéros de téléephone commencant par 0368 dans un annuaire

- Recherche des extremums d’une série statistique
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Nous allons nous intéresser uniquement a la problématique du test d’appartenance a la collection. Le principe sera similaire pour
les autres problématiques de recherche.

Recherche séquentielle

Une maniére simple et naive est de parcourir tous les éléments jusqu’a ce que l'on trouve ['élément recherché. La complexité est :
+ Meilleur des cas: ©(1)

* Pire des cas: ©(n)

* En moyenne : ©(n)

Cependant, si l'on a besoin d’effectuer un grand nombre de recherches dans cette collection, cet algorithme de recherche
séquentielle va devenir coliteux.

Pour optimiser ces nombreuses recherches, une idée bien plus efficace consiste a trier d'abord la collection et a utiliser cette
propriété dans l'algorithme de recherche. Un exemple typique est la recherche par dichotomie.

Requ1re A un tableau de taille n et e 1'élément recherché dans A
procedure RECHERCHESEQ(T,n,e)

for kK =1 to n do

if A[k] = e then

return true

end if

end for

return false

end procedure

m\IOU'I-bUUNI—l
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Require: A un tableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux
indices p et r

1: d RecDicho(A,e,p,r) ° .

5. ?;o;e=u::ethzﬁ 1cho e,p,r Pr'nc'pe

3: if Alp] = th .

4 return true En fonction de la valeur de A[q], la recherche

5: else e .. < .

B e deilee s’effectue dans la moitie du tableau ou doit se

7: end if

8: end if trouver la valeur :

9: g=1| (p+r) / 2]

10: if A[g] < e then

11: returg RecDicho(A,e,qg+1,r) n, = n+l et nNe=mn—n — q = p tr
12: else 1 2 2 1 2
13: return RecDicho(A,e,p,q)

14: end if

15: end procedure
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Require: A un tableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux PrinCipe

indices p et r o
L procedure Recicho(A,e,p, ) En fonction de la valeur de A[q], la recherche

1 p=r en o o » ~ .
s 4if Rl - © fiie s'effectue dans la moitié du tableau ou doit se
5: else trouver la valeur :
6: return false
7: end if

; n+1 p+r
8: d if _ _ —
9:§n-1(p+r)/21 nl—{( 5 )J et no=n—n;, — q_{< 5 )J
10: if A[q] < e then

11: return RecDicho(A,e,q + 1,r) . .
12: else Exemple : recherche de la valeur 6 par dichotomie

13: return RecDicho(A,e,p,q)

ig :23 [ialtocedure 1 3 4 6 7 8 10 13 14
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Require: A un tableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux PrinCipe

indices p et r o
L procedure Recicho(A,e,p, ) En fonction de la valeur de A[q], la recherche

1 p=r en o o » ~ .
s 4if Rl - © fiie s'effectue dans la moitié du tableau ou doit se
5: else trouver la valeur :
6: return false
7: end if

; n+1 p+r
8: d if _ _ —
9:§n-1(p+r)/21 nl—{( 5 )J et no=n—n;, — q_{< 5 )J
10: if A[q] < e then

11: return RecDicho(A,e,q + 1,r) . .
12: else Exemple : recherche de la valeur 6 par dichotomie

13: return RecDicho(A,e,p,q)

ig :23 [ialtocedure 1 3 4 6 7 8 10 13 14
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Require: A un tableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux Principe

En fonction de la valeur de A[q], la recherche
s'effectue dans la moitié du tableau ou doit se
else trouver la valeur :

)| ot m=n-n = a=|(

indices p et r

: procedure RecDicho(A,e,p,r)
if p = r then

if A[p] = e then

return true

return false

LCoNOOULE, WN R

10: if A[q] < e then
11: return RecDicho(A,e,q + 1,r)

end if
end if _
a=L(p+ r/2] nm = {(

n+1

).

12: else Exemple : recherche de la valeur 6 par dichotomie

13: return RecDicho(A,e,p,q)
14: end if
15: end procedure

1

3

4

< M -

10

13

14
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Require: A un tableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux Principe

En fonction de la valeur de A[q], la recherche
s'effectue dans la moitié du tableau ou doit se
else trouver la valeur :

)| ot m=n-n = a=|(

indices p et r

: procedure RECDicho(A,e,p,r)
if p = r then

if A[p] = e then

return true

return false

LCoNOOULE, WN R

10: if A[q] < e then
11: return RECDicho(A,e,q + 1,r)

end if
end if _
a=L(p+ r/2] nm = {(

n+1

).

12: else Exemple : recherche de la valeur 6 par dichotomie

13: return RECDicho(A,e,p,q)
14: end if
15: end procedure

1

3

4

< M -

10

13

14
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Require: A un tableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux
indices p et r

: procedure RECDicho(A,e,p,r)
if p = r then

if A[p] = e then

return true

else

return false

end if

end if

qg=1(p + r)/2]

10: if A[q] < e then

: return RECDicho(A,e,q + 1,r)
12: else

13: return RECDicho(A,e,p,q)

14: end if

15: end procedure

LCoNOOULE, WN R

Principe

En fonction de la valeur de A[q], la recherche
s'effectue dans la moitié du tableau ou doit se
trouver la valeur :

N R (]

Exemple : recherche de la valeur 6 par dichotomie

3K
1 3 lIHII 6 7 8

1 3 4 10 13 14

10 13 14
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Require: A un tableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux
indices p et r

: procedure RECDicho(A,e,p,r)
if p = r then

if A[p] = e then

return true

else

return false

end if

end if

qg=1(p + r)/2]

10: if A[q] < e then

: return RECDicho(A,e,q + 1,r)
12: else

13: return RECDicho(A,e,p,q)

14: end if

15: end procedure

LCoNOOULE, WN R

Principe

En fonction de la valeur de A[q], la recherche
s'effectue dans la moitié du tableau ou doit se
trouver la valeur :

N R (]

Exemple : recherche de la valeur 6 par dichotomie

3K
1 3 lIHII 6 7 8

1 3 4 10 13 14

10 13 14
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Principe
En fonction de la valeur de A[q], la recherche
Require: A un tableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux S'effectue dans la moitié du tableau O':I doit se

indices p et r

1: procedure RECDicho(A,e,p,r) R
5i if p = r then trouver la valeur :
3: if A[p] = e then
4: return true n + ]- p + r
5: else n, = et nNg =N — Ny — q=
6: return false 2 | 2
7: end if
paddy Exemple : recherche de la valeur 6 par dichotomie
16: if A[gq] < e then
11: return RECDicho(A,e,q + 1,r) 1 3 4 6 7 8 10 13 14
12: else
13: return RECDicho(A,e,p,q)
14: end if
15: end procedure 1 3 6 7 8 10 13 14
1 3 4 n 7 8 10 13 14
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Require: A un tableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux
indices p et r

1: procedure RECDicho(A,e,p,r)
2: if p = r then

3: if A[p] = e then

4: return true

5: else

6: return false

7: end if

8: end if

9: q=1(p+ r)/2]

10: if A[q] < e then

11: return RECDicho(A,e,q + 1,r)
12: else

13: return RECDicho(A,e,p,q)

14: end if

15: end procedure

Principe

En fonction de la valeur de A[q], la recherche
s'effectue dans la moitié du tableau ou doit se
trouver la valeur :

= [(5)] e mmnem = = [ (55)]

Terminaison

* Soit (uy), ., la suite définie par uy = n et u, le
nombre maximal d’éléments a trier entre les 2
appels recursifs a RECDicho a la récursion k.

- Tant que u; > 1,

u, +1 u, + 1
wn = | (#57)] < (#57) <

» Par recurrence, on en deduit que (uy), _, est
strictement décroissante et positive.
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Principe

En fonction de la valeur de A[q], la recherche

s'effectue dans la moitié du tableau ou doit se
Tﬁg:i;i pAeznrtableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux 'tr()ll\/far lEi \/EilEEllr .

: procedure RECDicho(A,e,p,r)

: if p = r then L(’I’L-Fl)J {(p—I—T)J
: if Alp] = e then n, = et no=n—n;, — q=
: return true 2 2

1:
2
3
4
5: else
6
7
8
9

;e Else Correction partielle : preuve par induction

: end if

e e+ /2 » Sin =1, on renvoie la bonne réponse.

Dt e - Sin > 2, on partitionne par rapport a q

12: else

e o DR a ) * Si Ag] < e, on appelle RechDicho dans A[qg + 1 :
: if
ig: :23 procedure 71

« Sinon on appelle RechDicho dans Alp : ¢]
- Par hypothese inductive, on obtient la bonne
reponse
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Require: A un tableau trié de taille n, e 1'élément recherché dans A et deux
indices p et r

1: procedure RECDicho(A,e,p,r)
2: if p = r then > c1

3: if A[p] = e then > c2

4: return true

5: else

6: return false

7: end if

8: end if

9: gq=I(p+ r)/2] > cs

10: if A[q] < e then > ca

11: return RECDicho(A,e,q + 1,r)
12: else

13: return RECDicho(A,e,p,q)

14: end if

15: end procedure

Principe

En fonction de la valeur de A[q], la recherche
s'effectue dans la moitié du tableau ou doit se
trouver la valeur :

= [(50)] @ menen = 0= |(539),

Complexité
C'est un algorithme de type « diviser pour
régner ». Pour tous les cas,on a:

T(n) =T(g) +c gty

T(1) =cq; + ¢
- On peut appliquer le Master théoreme avec a =
1,b=2,d=0.
- On en déduit que la complexité de la recherche
par dichotomie : T'(n) € ©(log(n))
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« La recherche par dichotomie est un algorithme rapide ©(log(n))

- Mais uniquement valable pour des collections triees

- Dans le cas d’'un grand nombre de recherches dans une collection non triée, la strategie a appliquer
pour réduire le temps d’exécution :

1. On trie la collection (©(nlog(n))) 2. Recherches par dichotomie (©(log(n)))

- C'est un algorithme récursif terminal : il peut étre converti en une boucle itérative (le compilateur C++
pourra le faire pour vous)



