Modeles fluides pour les plasmas
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Ces notes correspondent a un cours de M2 fait & 'TRMA de janvier & mars
2008. Elles sont tres abrégées. Le lecteur intéressé souhaitant plus de détails est
renvoyé a la bibliographie (en général, il est possible de télécharger les documents

cités depuis I'ULP).
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1 Etablissement des équations

1.1 Rappels sur le calcul différentiel

Pour une présentation plus détaillée, voir [6] ou [4]

1) Espace vectoriel des n-formes différentielles : soit V' une variété de dimen-
sion d+1 (ou un ouvert pour fixer les idées). Les coordonnées sont (xg, x1 - - - Z4).
Souvent x( représente le temps. Une 0-forme est une application réguliere de V'
dans R. dx; est la i-eme forme linéaire canonique sur R?

dzi(a) = dxi(ag - - aq) = a; (1)

Une 1-forme w une application de V dans I’ensemble des formes linéaires sur R?
(en terme savant un élément du fibré cotangent T*V)

w=wo(xgxqg)dro+ - +walxo- xq)drg (2)

Pour indiquer que « est une p-forme, on note aP.

2) Produit extérieur : il existe un opérateur associatif de produit bilinéaire
noté A sur les formes différentielles qui vérifie

— aP A B2 est une (p + q)-forme

— 8l « est une 0-forme et 8 une forme, a A = af (composante par compo-

sante).
— P /\ﬂq — (,1)1745/\01
— Base canonique des p-formes (p < d + 1) constituée des

dxi, Ndxg, --- Ndx;, avec iy <ip < -+ <y (3)

(chaque terme est une forme p-linéaire alternée. Par exemple : dz; A dz;(a,b) =
da?i(a)dxj (b) — de(GJ)dI’Z(b) = aibj — ajbi).

3) Intégrale d’une p-forme : il est possible d’intégrer une p-forme sur une
variété de dimension p. Exemple :

Iz/sf(x,y,z)dx/\dy (4)

Nous commengons par paramétrer S par z = z(x,y). Alors, par définition,

-/ / Sy, =(o)dedy (5)

L’intérét est que I ne dépend pas du paramétrage choisi...

4) Dérivée extérieure : il existe une opération de dérivée des formes notée d
vérifiant

— da® = Qo dzo + -+ 4+ ag,dag

- dla+B) =da+ds

- d(da) =0

— d(a? A BT =daP A BT+ (—1)PaP A dB?

5) Lemme de Poincaré : si da = 0 alors localement il existe une forme £ telle
que o = df.

6) Formule de Stokes : Q variété de dimension p avec un bord 99 de dimen-
sion p — 1 et wP~! (p — 1)-forme alors



7) Exemple 1 : soit D le disque centré sur l'origine O et de rayon R dans R2.
Son bord est le cercle C de centre O et de rayon R. Soit w = xzdy — ydx. Vérifier

que
/C w— /D d (7)

Le résultat reste vrai si D est une surface de R? qui s’appuie sur C.

8) Exemple 2 : Conservation de la masse en mécanique des fluides. Version
des physiciens pour € R2. Le vecteur normal sortant sur 9 est noté n.
p(t, z,y) est la masse volumique et u(t,z,y) = (u1(t, x,y), ua(t, z,y)) le champ

de vitesse. p
— [ pt,z,y)dzdy = — / pu-n
dt Jo 1) ()
| ——
masse dans 2 flux de masse au bord

= py + div(pu) = 0.

Version géométrique. Nous introduisons la forme
w = pdx ANdy + dt A\ (—purdy + puadx) (9)

Alors la conservation de la masse s’écrit dw = 0. Nous constatons que forcément
—dy
ndsS = ( e ) (10)

1.2 Equations de Maxwell

Voir aussi [9]

9) Equations de Maxwell : dans le vide, adimensionnées de sorte que la
vitesse de la lumiere ¢ = 1. De plus nous ne considérons que le cas des repéres
cartésiens (sinon, la métrique joue un role important). La densité de charges est
notée p(xg,x1,x2,x3). Elles se déplacent a la vitesse v = (v1,va,v3). Le courant
est noté j. En pratique, 7 = pv. Nous introduisons les formes
FE = Eidxy + Esdxs + FEsdxs
B = \/g(Blde AN dl‘g + BQdiL’g AN diIZl + Bgdl’l AN dZL’Q)
El = \/‘a(EldeQ N dl‘g + EQdJ?g N dl‘l + Egd.%‘l N d.Z‘Q)
B = Bidxy + Badrs + Bsdxs
v = g(jidxa A dxs + jodrs A dxy + jsdzy A dxa) Adxg — py/gdey Adeo Adas
F=FEANA dIQ + B
G = —B//\dl‘o-i-El

(11)

ou g est le déterminant du tenseur métrique. En coordonnées cartésiennes,
g = 1. Larelation entre E et E’ et entre B et B’ reste vraie aprés un changement
de systeme de coordonnées. Les équations de Maxwell s’écrivent alors

dF =0

12
dG+~v=0 (12)

Conséquences : dy = 0 ce qui donne I’équation de conservation de la charge

pr+V-5=0 (13)



Loi d’Ampére
E,~VxB=j (14)

Loi de Faraday
B:+VXxE=0 (15)

Absence de charge magnétique (si vrai a t = 0)

V-B=0 (16)
Loi de Gauss (si vrai & t = 0).

V-E=p (17)

Sous forme dimensionnelle, on retrouve (c? = jggo)

-1
CTEt“i’va:MOJ

B;+VxE=0

P (18)
V-E=%.1

€0
V-B=0

Nous pouvons réécrire les équations sous la forme d’un systeme du premier ordre

A%+ > A0 =0 (19)

Les matrices A’ sont symétriques et A® est définie positive (systeme de Frie-
drichs). Pour ces systémes, il existe une équation de conservation de Iénergie
qui s’écrit

1 1

20 (Aop-9) + 5 > 0 (Aip-p) =0,
E2 BQ (20)

O | =— + — V- (ExB)=0.

ou 0 <202 + 9 > + ( X )

Le vecteur E' x B est appelé vecteur de Poynting.

1.3 Equations d’Euler

Il y a plusieurs fagon d’établir les équations d’'un gaz compressible. Com-
mencons par ’approche des physiciens, basée sur des bilans de masse, quantité
de mouvement et énergie.

La conservation de la masse a déja été écrite plus haut. Conservation de la
quantité de mouvement

d
o7 pu =— U npu — pn (21)
Q o0 o0
—— —_—— ——
quantité de mouvement (qdm) flux de qdm force de pression

Nous trouvons
(pu)e + V- (pu®u)+Vp=0 (22)



L’énergie totale massique est la somme de I’énergie interne et de 1’énergie

cinétique
u2
Q=p (6 + 2) (23)

La conservation de 1’énergie s’écrit

/Q Qu n — /6]qu-n (24)

i —

é nergle ﬂux d’é nergie  puissance de la force de pression

La loi de pression est souvent de la forme p = (v — 1)pe (gaz parfait).
Nous trouvons

Qe+ V-(Q+pu)=0 (25)

Posons .
P, pu1, pU2, pU3, Q) )

(PU1,0U1 + p, purtz, pugus, (Q + p)uy)’, (26)
(puz, puzuy, PUQ + p, pugus, (Q + P)Uz)T
fg('ll)) = (pu?n pU3UL, PU3U2, pU3 + D, (Q + p)u?))T'

w

=(p
(w)
fi(w) =
fa(w) =

Les équations d’Euler peuvent alors s’écrire

w = fod.’bl A d(EQ AN d(Eg - fldxo AN d.’ﬂz AN d.’Eg + fzdl’o AN diEl AN dirg
7f3d1’0 AN dl‘l A dSCQ (27)
dw = 0.
Il est possible d’obtenir les équations d’Euler a partir d’un modele cinétique
[15]. C’est plus facile lorsque v = 3 en 1D. Nous notons f(t,z,v)dv la densité

de particules qui a 'instant ¢ et a la position x ont une vitesse entre v et v+ dv.
L’équation de Boltzmann s’écrit

fe+v-Vf=N(f) (28)

Le noyau de collision N modélise les effets des collisions entre particules. Lorsque
les collisions sont nombreuses f tend rapidement vers une distribution Maxwel-

lienne (t.2) ( (t.2))?
p(t, v—u(t, )
t,x,v) = —————exp | ———
A ) 2¢/me(t, x) P < de(t, x)
p=nkT, nm=p, p=2pe

(29)

Nous ne détaillons pas I'expression compliquée de N mais il est naturel de
supposer que

o0 1 0
/ N[ v Jaw={ o (30)
V=—00 %2 0

(pas de production de masse, de quantité de mouvement et d’énergie). On re-

trouve alors les équations d’Euler en intégrant I’équation de Boltzmann contre
“+o0

le vecteur (1,v,02/2)" (car [7 7 exp(—t?)dt = /).



1.4 Du cinétique au fluide

Nous pouvons aussi établir des équations pour la MHD en partant de ’'inter-
prétation cinétique. Nous partons de I’équation de Vlasov-Maxwell (Boltzmann
avec terme de force électromagnétique)

fitv-Vof +q(E+0vxB)-V,f=N(f) (31)

Cette fois-ci nous considérons le cas 3D avec v = 5/3. La distribution de Boltz-

mann s’écrit donc
3 \*? —3(v — u)?
f= (47re) exp <4€ > (32)

En passant en coordonnées sphériques, il est facile de vérifier que

// fdvidvadus = p, // fvdvydvadvs = pu,

// f?dvldvgdvg = pe. )
Il est aussi facile de vérifier que
// ’ fvivjdvidvadus = puuj + gpe@j (34)
Nous en déduisons les équations (d’un plasma d’ions par exemple)
(pu)e + V- (pu®@u) + Vp = %p(E+u x B)
(rQ)e + V- ((pQ + p)u) = %pE ‘u (35)
Q= p2i2+p6, p=(y—1)pe

11 est possible d’obtenir des lois d’état différentes de v =5/3 en 3D et v = 3 en
1D. Pour cela il faut considérer une Maxwellienne du type

p (v—u)?/24+1°
M(p,e,v,I) = exp (—
al(y - 1)€]d/2+1/6 (y—1e (36)
2(y—-1) / 2 / 5
0= ———— = —v*/2)dv - —1%)dI
dn =1 ° Rdexp( v°/2)dv R+exp( )
Et le vecteur de collision devient
1
v (37)
v2/2 +1°
Pour les calculs, utiliser la fonction
I'(z2) :/ exp(—t)t*"tdt, Re(z) > 0. (38)
0

(si z est un entier > 1 alors I'(z) = (z — 1)!).



1.5 Equations de la MHD idéale

Les équations de la MHD idéale permettent de décrire les plasmas spatiaux,
les mouvements d’un fluide conducteur dans un champ magnétique (magma
terrestre) ou, sous certaines hypotheses, les plasmas de Tokamak. Les hypotheéses
sont :

— le fluide est non relativiste (E/c négligeable devant les autres termes) et

les effets magnétiques prédominent ;

— le fluide est quasi-neutre;;

— le fluide est infiniment conducteur.

On considére un fluide compressible, conducteur, de masse volumique p(z, t),
de vitesse v(z,t) et d’énergie interne e(x,t). De plus, v = (v1,v2v3) et =
(21,22, x3). Conservation de la masse, la quantité de mouvement et de I’énergie :

pe+ V- (pv) =0,

(pv)e + V- (pv®@v)+Vp=jx B,
Qi+V-(Q+pv+ExB)=0, (39)
p=p(p,e) = (v — 1)pe,

oL s 1

Q76+2pv+23.

ou j est le courant et E et B sont respectivement le champ électrique et le
champ magnétique. L’énergie @) est la somme de ’énergie interne, de 1’énergie
cinétique et de I’énergie magnétique (nous négligeons le terme en E?/2¢?).

Nous constatons que la force électrique a disparu. C’est parce que 1’on consi-
dére le mouvement global des charges positives (ions) et négatives (électrons).
Les électrons étant tres légers, ils viennent rapidement équilibrer la charge en
tout point et la force électrique n(g; — ¢.)E = 0. C’est I’hypothese de quasi-
neutralité. En revanche, le courant n’est lui pas nul : les électrons et les ions
se déplacent souvent en sens inverse mais comme les charges sont opposées, les
contributions au courant viennent s’ajouter.

Il nous manque 1’évolution de E et B. Pour cela on commence par écrire la
loi d’Ohm dans un repeére lié au fluide

j=o0(E+vxB). (40)

Lorsque la conductivité o devient infinie (hypotheése de conducteur parfait) nous
trouvons
EFE=-vxB (41)

Ce qui conduit & I'équation d’induction magnétique (grace a la loi de Faraday)
Bi—Vx(uxB)=0 (42)

D’autre part, la loi d’Ampere nous donne
o1
V% B = poj — i (43)
0

On néglige le terme en E; (et on pose pp = 1) pour trouver

VxB=j (44)



En utilisant V - B = 0, nous obtenons ainsi les équation de la MHD idéale. Elle
s’écrivent

P pu
pu | meut+(p+EE)I-BeB | _
B |tV w®B—-B®u =0 (4)
Q /, Q+p+EF)u—(B-u)B
On passe au 1D c’est & dire qu’on suppose (avec un changement de notations)
0 0
—_— = 0’
(91‘2 (91‘3
xr =T
B = (OaB2aBS)+(b7070) (46)
———
B

v = (u,0,0) + (0, va,v3)
———

Comme V- B =0, b est un parametre (par exemple > 0). Et nous obtenons les
équations de la MHD 1D dont nous résolvons le probleme de Riemann plus loin.

1
(pu)e + (pu” +p+ 5B%), =0,
(pv)t + (puv — bB), =0,
B, + (uB — bv), =0, (47)

Qt+((Q+p+%B2)u—bB~v)m:0,

p L5 2 Lo
R - - B2
Q 7_1+2p(u +v)+2

2 Systemes hyperboliques

2.1 Systemes de Friedrichs

Un systeme de Friedrichs est un cas particulier de systeme hyperbolique
linéaire. Ce systeme s’écrit
d
Apdrp+ Y Aidip =0 (48)
i=1
Les matrice A;, i = 0---d sont symétriques et Ay est uniformément définie
positive. Avec des conditions aux limites adéquates et une condition initiale,
ce probleme est bien posé. Nous allons voir que nous pouvons lui associer un
semi-groupe d’évolution S

p(z,t) = S'p(z,0) (49)
Le cas inhomogene
d
Apdip+ Y Aidip = gl t) (50)
i=1



se ramene au cas homogene par la formule de Duhamel. Dans ce cas, la solution
est donnée par

(1) = Sto(,0) + / §15g(-, s)ds (51)

11 est aussi possible de se ramener au cas o Ay = I en diagonalisant la forme
quadratique associée a Ag. Sil’on cherche une solution dans tout ’espace, il est
possible de transformer 1’équation par Fourier en x

P& 1) = exp (—i47€;) B(€,0) (52)

Les valeurs propres de I’exponentielle de matrice sont toutes de module 1. Le
semi-groupe est donc un semi-groupe d’isométries de L2.

2.2 Chocs, entropie

Il est bien connu que les solutions du systeme
we+ Y fH(w)e, =0 (53)

peuvent devenir discontinues en un temps fini méme si la condition initiale est
tres réguliere. Il faut donc définir une notion de solution faible. Soit ¢ un vecteur
de fonctions test dans D(RT x R?) (Remarque : ¢ n’est pas forcément nulle en
t = 0). Soit wy la condition initiale. Une solution faible w dans L>(R* x R)
vérifie

/ —wer — fH(w)pa, —|—/ wop = 0. (54)

t>0,x t=0,z

Si w est de classe C! dans Rt x R? sauf sur des surfaces de discontinuité spatio-
temporelles, alors w est solution classique la ou elle est dérivable. Sur une dis-
continuité admettant un vecteur normal n = (n®,n') =, on note [w] le saut de
w. Une solution faible w satisfait les relations de Rankine-Hugoniot

[w]n® + [fz(w)] n'=0 (55)

Les solutions faibles ne sont en général pas uniques. Un critere supplémentaire
permet de sélectionner une solution. Un critere classique est le critere d’entropie
de Lax. Pour cela nous supposons qu’il est possible formellement d’écrire une
loi de conservation supplémentaire

S(w)y+V-G(w) =0. (56)

C’est possible lorsque
S'f=q (57)
Supposons que S est de plus strictement convexe par rapport a w. S est
appelée une entropie de Lax du systeme et G le flux d’entropie. On ajoute la
contrainte suivante

S(w); + V- G(w) <0 (58)

dans les discontinuités. Le critere d’entropie de Lax est compatible avec le critere
de viscosité évanescente.

Il est remarquable de constater que dans les variables dites entropiques ¢ =
VwS(w) le systéeme devient symétrique. Donc le systéme linéarisé autour d’un
état constant est un syteme de Friedrichs.



2.3 Transformée de Legendre

Une fonction convexe S étant donnée, la transformée de Legendre S* est
définie par
5%(p) = max (w - ¢ = S(w)) (59)

Quand tout est régulier, le maximum est atteint en un point w tel que
¢ =VuS(w) (60)

Cette formule définit bien un changement de variable admissible car le jacobien
de ce changement de variables est inversible (c’est la hessienne de S).

De plus, la transformée de Legendre est une involution. Faisons la démons-
tration dans le cas régulier. Pour cela, calculons le gradient de S*(y)

VeS™ () = w'(@)e + wlp) — VuwS(w(e))w' () (61)

mais par définition de la transformée de Legendre,

¢ = VuS(w(p)) (62)
Il s’ensuit que
V5% (p) =w & ¢ = V,S(w) (63)

En d’autres termes le gradient de S* définit le changement de variables inverse
a celui défini par le gradient de S. Nous avons alors

— S(w) avec p = V,,S(w)
— S(w) avec V,5"(¢) =w (64)
S(w) =w- @ — S*(p) avec V,5"(p) = w

Dans la derniere formule nous reconnaissons la transformée de Legendre de S*,
nous avons bien montré que S** = §.

2.4 Théoréme de Mock

Un systeme de lois de conservation du premier ordre est dit symétrisable si
il existe un changement de variables w = w(y) tel que le systéme se mette sous
la forme d’un systéme de Friedrichs (avec des matrices A; dépendant éventuel-
lement de ¢). Le théoréme de Mock [14] assure qu’un systéme est symétrisable
ssi il admet une entropie.

Démonstration : supposons que systéme admette une entropie .S notons ¢ =
VS (w). D’apres ce qui précede, le changement de variables inverse est donné
par la transformée de Legendre de S. Par ailleurs nous pouvons aussi définir des
“transformées de Legendre” des flux par la formule

S¥ () = fF(w(p) - ¢ — S*(w(yp)) (65)

(nous avons noté S° = S et S* = G* i > 1). Nous voyons alors que comme pour
I'entropie S°, nous avons

VeS™ (9) = fH(w(p)) (66)

10



Nous en déduisons que dans les variables ¢ le systeme devient

d
> VIS, =0 (67)
k=0

C’est bien un systeme de Friedrichs.

Pour la réciproque, on utilise le lemme de Poincaré : les jacobiennes de w(p)
et de g(p) = f(w(p)) sont symétriques donc w(p) et g(¢) sont des gradients de
fonctions notées S * () et S¥*(¢). En utilisant les mémes calculs que dans la
condition nécessaire, nous voyons que S** = S est bien une entropie.

Le systeme de la MHD ne rentre pas dans ce cadre. Il faut modifier ’approche
en tenant compte de la condition de divergence sur le champ magnétique. Voir
Section 6.2

3 Méthode de Galerkin Discontinue (DG)

3.1 Schéma décentré

Une introduction classique aux schémas décentrés se trouvent dans [8]
Pour discrétiser I’équation de transport avitesse constante u

nous considérons des cellules C; :]xi,l/g,xiﬂ/g[ de centres x; = ih. Nous
cherchons une approximation p? de la valeur moyenne de p sur la cellule C; a
Iinstant ¢,,. Le pas de temps est noté 7,, = t, 11 — t,. Il est bien connu que le
schéma avec flux numériques centrés explicite en temps

pitt—pr  Fap = S

+ =0,
Tn h

fin+1/2 = [P} Pi1)s (69)

upr + upr
2

f(pLa PR) =

est inconditionnellement instable. Il est préférable d’utiliser un flux numérique

décentré
si u>0

_ )] upL
Fovopm)={ w0 % 020 (70)
Nous notons alors
T = max(z,0)
. (71)
2~ = min(z, 0)
Le flux numérique du schéma décentré peut s’écrire
flpr,pr) =ubpr +upr (72)
ou encore 1
upr +upr U
flpL,pr) = — 5 T3 (pr — pL) (73)
Le terme ul
U
— 74
. (74)

11



est appelé viscosité numérique du schéma car a ’ordre deux, le schéma décentré
approche I'équation de convection-diffusion

Mpmo: =0 (75)

Pt+UPz— 2

11 est facile de vérifier que le schéma décentré est stable dans L? et vérifie
un principe du maximum sous la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

h

Tl (76)

T’I’L X
Le schéma décentré se généralise tres naturellement aux systemes de Friedrichs.
Il suffit d’écrire un schéma décentré sur chaque variable caractéristique et de
revenir aux variables de départ. Nous obtenons

Aot — Age? n flae = Fia)e

Tn h

flaye = (@ o)

flor,pr) = AT oL + AT R

=0,
(77)

Cette formule a un sens lorsque 1’on sait définir g(A4) quand A est une matrice
carrée. Si la matrice est diagonalisable

A=P'DP
A1
D=
A (78)
g(A1)
g(A) =P P!
Q(Am)

Remarques : on construit ainsi toutes les matrices qui commutent avec A. Si
A n’est pas diagonalisable, nous définissons le polynome d’interpolation G de g
sur les valeurs propres de A. (G satisfait donc

G. polynome, (79)
Vi=loom, GO =g(h).
Nous avons alors
9(A) = G(4) (80)

3.2 DG en variables entropiques

Il est possible de généraliser le schéma décentré aux dimensions supérieures
et a des ordres quelconques. Pour cela, nous allons suivre une approche qui
emprunte a la fois a la méthode des éléments finis et a la méthode des volumes
finis. La présentation est basée sur [1]. Nous ne nous préoccupons pas de la
discrétisation en temps. Nous cherchons a approcher la solution du probleme
suivant

ow~+0;fi =0 (81)
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posé dans tout l'espace (pour simplifier). Nous disposons d’un maillage de tout
lespace par une familles d’ouverts appelés cellules de contrdle (ou volumes finis)
K tel que

— les cellules sont des ouverts disjoints;

— l'adhérence de la réunion des cellules est égale a tout ’espace.
Nous cherchons une approximation de la solution w en approchant les variables
entropiques ¢ par des polyndmes dans chaque cellule K. L’approximation dans
tout l'espace est donc discontinue sur les frontieres JK des cellules (d’ou le
nom de la méthode). Les fonctions test ¢ sont prises dans le méme espace de
vecteurs dont chaque composante est polynomiale par morceaux. En multipliant
le systeme de lois de conservation par v et en intégrant par partie sur une cellule
K, nous trouvons la formulation de Galerkin

/K Dy + /8  Fwg. ) - /K Jidb =0 (82)

Il est nécessaire d’introduire un flux numérique f(wy,, wg, n) car w est discontinu
sur 0K. Ce flux doit vérifier

flw,w,n) = f-n= fin; (consistance)

83
flwr,wgr,n) = —f(wgr,wr,—n) (conservation) (83)
L’exemple le plus simple est de prendre le flux centré
1
wr,WR,N) = 5 {JilWL i\WR)) N
I ) = 5 (filwe) + fi(wr)) (84)

Mais ce choix conduit a des oscillations méme si une intégration en temps de
Runge-Kutta peut rendre le schéma linéairement stable. Le choix le plus simple
sans oscillation est le flux de Rusanov (ou Lax-Friedrichs)

)\max = Orgﬁagl 123,35(771 ‘)‘j (w((p(é-)))l
p(&) = oL + (1= Epr (85)

f(wL) + f(wR) ‘n— )\max
2 2

flwp,wr,n) = (wp —wr,)

En faisant 9 = 1 dans la formule de Galerkin, nous voyons que I'intégrale de
w sur tout l'espace reste constante au cours du temps grace a la propriété de
conservation du flux. Nous allons maintenant établir une propriété de dissipation
discrete de Ientropie qui assurera que si la solution discrete converge vers une
limite quand le diametre des cellules tend vers zéro alors cette limite est bien
une solution entropique faible du probleme continu (théoréme de Lax-Wendroff,
voir [12]). On voudrait que

i/ So + S(wL,wR,n) <0 (86)
dt Ji 0K

ou S(wp,wgr,n) est un flux numérique d’entropie consistant avec le flux d’en-
tropie S;n;. Or, en faisant ¥ = ¢ dans la formulation Galerkin, nous trouvons
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d

— vwso-athr/ f(wL,wR,n)goL—/ V,S;0;0 =0

dt Jk oK K

d

G [asos [ ftonwnmen - [ o =0 (7)
dt Jk oK K

d
%/ 0So +/ flwr,wr,n)er, — S;(¢r)ni =0
K oK

Nous décomposons alors le flux d’entropie en une partie conservative et une
partie non-conservative

f(’LUL, van)(PL - S;(@L)ni = S(wL7wR7n) + D(’UJL7’LUR,7”L)

oL +er  Si(er) + 57 (er)
2 2 i (83)

D(wr,wr,n) = —% (f(wr, wr,n)(pr = ¢r) = (Si(pr)ni — 57 (pr)ni))

S(U}L,U}R,n) = f(wLawRan)

En utilisant le fait que

fi=V57 (89)
Nous pouvons aussi écrire la dissipation numérique d’entropie comme
1 fmax ,
D(wr,wr,n) = —3 ¢ (&) (f(wr, wr,n) — flw(e(§))))dE  (90)
ot & — () est une courbe paramétrée quelconque allant de ¢, & pr
(p(gmin) =YL (91)
@(Emax) = PR

Une condition suffisante pour que le schéma vérifie une condition d’entropie
discrete est donc

/0 (€ - (f(wpwran) — F(w(e(€))de <0 (92)

3.3 Un théoreme de convergence dans le cas linéaire

Dans le cas d’'un systéme linéaire, il est relativement facile de prouver un
résultat de convergence de la méthode DG.
Nous cherchons a approcher la solution du probleme suivant

i + A0 =0, sur Q,
¢(x,0) = po(z), t=0, (93)
A'nTo =0 sur 0.

On consideére un maillage de 2 en volumes g; :
— Les g; sont des ouverts disjoints,

- UE:Qa

1
— le diametre maximum des ¢; est égal a h.
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Nous introduisons les notations suivantes
Dy, = U 0q; (94)
i

Le vecteur normal unitaire a Dy, est noté n. Sur la partie commune avec 0f),
il est orienté vers l'extérieur de . Soit  un point de Dj et ¢ un champ de
vecteur discontinu sur Dj. Nous notons

oL = @(x +07n) (L = Left = gauche)

¢r = ¢(x+07n) (R = Right = droite) (95)
[¢]p, = ¥r— L (96)

(o) = [ w9
/Q (97)

[%M/Dhcpw

Nous convenons d’étendre par 0 tous les champs en dehors de §2 de sorte que

[Ploq = woa (98)

Soit la forme bilinéaire

, (99)
+ [A'nf (¢r — ¢1),VR]
Un calcul simple montre que
1 .
Blp,0) = 5 [[A'na] (¢r = pr)(pr = ¢1)] 20 (100)

Le probléeme continu est équivalent & trouver ¢ (de régularité convenable : H*
par morceaux que nous notons HE ) tel que

(Orp,¥) + B, ¥) =0
(¢(x,0),¢) = (po,v), (101)
Vip € HF .

Le probleéme discret choisi est trouver ¢ € P¥ (polynomial par morceaux) tel
que
(Ovon, ¥n) + B(on, ¥n) =0
(en(2,0),¢n) = (w0, ¥n), (102)
Yy, € PE.

Nous notons A I’écart entre la solution ¢ et son projeté L? sur P¥
A =p(p) —¢ € Hy, (103)
Nous notons Ay, I'écart entre le projeté L? de ¢ et la solution discrete ¢y,

A =p(e) = on € Py, (104)
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En retranchant le probleme discret au probléme continu, nous obtenons

(Oe(e = @n),¥n) + Bl — ¢n,¥) =0 (105)

soit encore
(0tAn, Ap) + B(Ap, Ap) = (0:A, Ay) + B(A, Ay) (106)

Dans la suite, C' est une constante qui ne dépend que de Q et de "I’applatisse-
ment” des volumes ¢;. La forme bilinéaire B est positive mais n’est pas symé-
trique. L’inégalité de Cauchy schwartz ne s’applique qu’a la partie symétrique
de B. Calculons donc la partie antisymétrique

% (Blp. ) — B, ) = 3(Aidig, ) — 5 (i, A'Dr)+
*Az i (pr — L), ] + [;Az Fler — L), wR]
_—*AZ i (Wr—L), 0 ] [—;Al FWr — 1), @R]
f _((val zw)—i_

*Al i (or — L), ¢L] + [;AianpR - @L)v'(/)R] + (107)

—iAin; (Yr — '(/JL)aQOL:| + [—;Ai”j(lﬁR - ¢L)7<PR]

(1, 1,
2Alni<ﬁL,¢L:| - [21417%‘5012;1/1]%}
. 1 .
(i A0) + 3 Al + on). (b~ )|
Nous en déduisons l'inégalité

1
B(A,Ay) < B(A,A)Y2B(Ay, Ap)? + ’ |:2Alni(AL +AR), (An,L — Ah,R)} ’

(108)
Cauchy-Schwartz sur le second membre donne

1 .
AL+ AR (Bt~ An)]| € OB AN Al (109)

Ensuite, nous disposons des estimations suivantes sur les projetés L2

HA||L2 @ S < CRFH! H‘PHkH m

(110)
HA”LZ(D;L) < ChF2 ||‘P||k+1,m
Par ailleurs, p(p) étant le projeté L? de ¢, nous avons
A,Ap) =0
(B, An) (111)
(A, A'9;AR) =0
De méme,
(A, AR) = (A, Ap) + (A, 0;Ap) = (0 A, Ay) (112)

= (0:A,AR) =0
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Tout ce qui précede nous conduit a ’estimation

0:(Ans An) + B(An, Ap) < B(A, A2 B(Ap, Ap)? + B(AR, A2 Al 2,

1
2
< CB(Aw, M) PR Y2 ol g

(113)
L’inégalité suivante est tres utile
a?a? b2
Nous obtenons
1 a?C C
30c(Bns An) + B(An, An) < == B(An, Ap) + ﬁh%ﬂ olfrm  (115)
Un choix simple consiste & prendre a? = 1/C. Nous arrivons a
2 2
e | Anllz2() + B(An, An) < CR***lolli iy (116)

Nous intégrons alors cette inégalité de t =0 a ¢t =T, ce qui conduit a

T
t=0

T
2 2
\/Ilw—thILz(Q)+/ B(p — o, o — on) < ChF1/2 /OH@HHW (117)
t=

Iy & convergence un peu plus forte que dans L? (petit controle des discontinuités
de ¢p,). Enfin, grace a I'inégalité triangulaire, nous trouvons I'estimation d’erreur

4 Probleme de Riemann pour la MHD

4.1 Cas linéaire

Nous considérons le systéme de Friedrichs (48) avec Ag = I.
Le cas particulier d = 1 est tres utile dans les applications lorsque la condition
initiale est de la forme

_J prsiz <O,
#l,0) = { or stz > 0. (118)

Dans ce cas, la solution est donnée pour ¢ > 0 par la formule (nous notons
A= Ay)

@(m,t):%(apL—i—goR)—%sgn (A—%I) (¢r — L) .- (119)

4.2 Théoréme de Lax
Voir [11]
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4.3 Cas de la MHD
Les équations de la MHD 1D s’écrivent

Pt + (pu)fC = 07
1
(pu) + (pu® +p + 5B, =0,
(pv)¢ + (puv — bB), =0,
B + (uB — bv), =0, (120)

1
Et+((E+p+§B2)u—bB.v)x:0,

p Lo 2 Lo
EFE=— 4= - B~
7_1+2p(u +U)+2

Le champ magnétique vectoriel s’écrit
B = (B*,BY,B*), b= B" B=(BY,B?). (121)

Sa composante normale b > 0 est un parametre constant. Seule la composante
tangentielle B est variable.
De méme, on décompose la vitesse en composante normale et tangentielle

u= W’ u,u?), u=u" o= WY u?). (122)
Les variables conservatives sont
W = (p, pu, pv, B, E), (123)
et les variables primitives sont
Y = (p,u,p,v, B). (124)
On peut écrire le systeme dans les variables primitives. Détails des calculs
Pt +ups + puy =0,

1 1
Ut + Uty + —pr + —BB; =0,
P P

1
v + uv, — —bB; =0,
0

(125)

1 1

o 5 (p(u® +v%)) + BB,
1
‘*‘((%p + §P(U2 +v?) + B*)u — bBv), = 0.
1 2
ﬁ(pt + ypuy, + Yupy) + 2uBB, + B uy,
~bBv, — buB, — u, B® + bBv, — uBB, (126)

(59) (35 ) -
P u =
2 i 2 T
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(pe + Ypuy + yupe) + 2uBB, + B?u,

-1
—bBv, — buB, — uyB% 4+ bBv, — uBB, (127)
—up; — uBB; +vbB, = 0.
Pt +YpUz + upy = 0. (128)
Cu o -
u L By B
p p p
oo .
cY) = u b (129)
w b
P
B2 7b U
L B3 —b u

On note a la vitesse du son, c4 la vitesse d’Alfvén, cy s les vitesses magnetoacous-
tiques ("fast” et "slow”) et \; les valeurs propres (rangées par ordre croissant).

. b
A= T
VP
_ |
a = D]
p
1 /b2 + B2 1 /b2 4+ B2 2 a2 130
Cf,s: ( + +a2>i\/< + +a2) _L7 ( )
2 p 4 p p

M=u—cf d=u—ca A3=1u—cs

A =Uu

As=u+cs dg=u+ca Ar=u+tcy
Calcul des vecteurs propres :

crBo cyBs By Bs
b (1 - c?/ci) b (1 - c?/c%) LA/ =1 ch -1
rg = (0,0,0, B3, —Ba,\/pBs, —/pB2),
csBs cs B3 By B3

AN ANV NNt
ry = (1,0,0,0,0,0,0),

= (7/)7 Cfys =D,

)

T3 = (_p7 Csy, =D, b(

—csBs —c4Bs B Bs )
1—c2/c3) b(1—c2/ch) /et —1"ch/c2—17
r6 = (0,0,0, By, — By, —/pB3, \/pBz),

s = (_pv —Cs, =D, b(

r ( p c AP —CfBQ —CfBg BQ Bg )
7= =P, —Cfy =P, ; ) ) .
b(lfc?p/ci) b(lfc?/ci» 0124/0?_1 0,24/6}_1
(131)
Un champ i est dit linéairement dégénéré ssi
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Un champ est vraiment non-linéaire ssi en tout point ¥

Quitte a retourner le vecteur propre r;, il est loisible de supposer dans ce cas
que

Les champs 2, 4 et 6 sont linéairement dégénérés (LD) tandis que les autres
champs sont vraiment non-linéaires (VNL). Le champ 4 est une discontinuité
de contact a travers laquelle seul p est discontinu. Pour les champs 2 et 4, les
invariants de Riemann sont p, u, p, B2 et les deux composantes de FB + \/pv.
Nous notons que si B = 0 alors les valeurs propres 1,2,3 sont égales, de méme
que les valeurs propres 5,6,7. Le systeme reste cependant diagonalisable. D’autre
part, il est possible que VA;(Y) - r;(Y) = 0 pour certains vecteurs Y (non
convexité, défaut de VNL). Le théoréme de Lax ne s’applique donc pas toujours
et il faut s’attendre & des comportements exotiques (non unicité).

A chaque mode propre VNL nous pouvons associer dans le cas régulier (non
exotique...) des solutions détente ou choc. Commengons par les détentes. Nous
nous donnons un état W et voulons le relier a un état W dépendant d’un
parametre 7. Pour cela nous résolvons le probleme de Cauchy

Y'(n) =r:i(Y(n)),

Y(no) =Yz )

La solution de cette équation différentielle dépend bien str du choix de normali-
sation du vecteur propre 7;. Nous pouvons aussi calculer I’évolution de la valeur
propre le long de la courbe en résolvant

') =V (n)-Y'(n) =V (n) r(Y(n),

§(no) = Xi(YL). (136)

D’apres 'hypothese de VNL, le changement de variable £ = £(n) est monotone
et donc bien bijectif. Posons

Z(x,t) = Y (¢ @/t)): (137)

Le vecteur Z est bien solution de Z; + A(Z)Z, = 0. Nous venons de construire
la i— courbe de détente. Nous noterons

Y = Dz(YL>nz) (138)
Di(Yr,m0.:) = YL

Le choix du parameétre n n’est pas important sauf en pratique (donc finale-
ment il Uest !). Choix idiot : un invariant de Riemann R (qui vérifie VR- \; = 0).
Choix utile théoriquement : 7 = A;, la normalisation naturelle est alors V\;-r; =
1. Choix utile en pratique : une composante (numéro k) de Y (qui n’est pas un
invariant de riemann). Il faut alors normaliser r; de sorte que r; = 1. Dans la
suite, pour fixer les idées, nous supposerons que £(7) est croissante par rapport
au parametre et que donc la partie admissible de la courbe de détente corres-
pond a n > n9. En pratique, c’est souvent faux (par exemple si on parametre
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avec la masse volumique p) : il faut alors changer I’état gauche Y7, en état droit
YR ou décider que la partie admissible de la courbe est n < 7.

Les chocs sont plus difficiles & paramétrer. Les conditions de Rankine-Hugoniot
s’écrivent pour un choc de vitesse s

s(m)(W(n) = W) = f(W(n)) — fF(WL),

W(no) = Wr. (159)
En dérivant et en posant 1 = 19, nous trouvons
s(1o) W' (Y (10))Y" (110) = f'(W)W'(Y (10))Y" (110) (140)
et en multipliant par W'(Y (1)) ™! nous trouvons
s(mo)Y" (10) = A(Y)Y" (10)- (141)

donc s(1g) est une valeur propre de A et Y’ (19) un vecteur propre correspondant.
Nous nous attendons donc & trouver (localement au moins et dans le cas régulier)
m courbes de choc C;, i = 1---m tangentes & D; en 1 = 1. C’est le cas (preuve
par le théoreme des fonctions implicites). De plus, si le parametre 7 est une
composante de Y ou la vitesse \;(Y') alors, le raccord est de classe C2.

Le probléeme est de classer globalement les chocs car les courbes C; peuvent
étre tangentes en certains points et nous ne savons plus a quelle valeur propre
le choc est associé.

Le critere habituel consiste a dire que le choc appartient a la famille i et est
admissible ssi

N(Y2) > s() > MY (). (142)

Interprétation : les caractéristiques du champ ¢ venant de la gauche et de la
droite rencontrent le choc.
Avec un peu de chance, nous réussissons ainsi a construire les courbes de

choc
Y(T]) = Ci(YLMn)a
Y(no) = Yr.

Nous collons alors ces deux types de solutions et nous pouvons alors intro-
duire les courbes M; qui permettent de construire tous les états Y reliés a Y7,
par une détente ou un choc de la famille 4

(143)

Di(Yr,n) st n>ng,

MiYe.m) =1 iy n) si URS/

(144)

Ces courbes sont de classe C? avec un choix correct des parametres n'.

dans le cas ou le champ est LD, il n’y a plus de distinction entre les chocs
et les détentes. Il n’est plus possible de paramétrer 'onde avec la vitesse de la
discontinuité. Cependant, le mécanisme reste tres similaire. Pour une onde LD,
nous écrivons

Y(0) =Y, (145)
)
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Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le probleme de Riemann.
Etant donnés deux états Yy, et Yg. Le systéme a résoudre se rameéne a trouver
m parametres 1y, -+, ., tels que

Mo (-« Mo (M1 (YL, m),m2) -+ s1m) = Yr. (146)

La démonstration utilise le théoréeme des fonctions implicites.
Les relations de Rankine-Hugoniot pour la MHD s’écrivent

1
m? [1] + [p + 232] =0,

mv] —b[B] =0,

m? [rB] — b* [B] =0, (147)
g 1 2_2 . b? 2| _

[7_1p7+2m7 +(T o2 B7| =0,

T=1/p.

Une feuille de calcul permettant de résoudre le probleme de Riemann de la
MHD se trouve sur mon site

http://www-irma.u-strasbg.fr/ helluy/mhd

Il est possible de construire, dans certains cas, plusieurs solutions au pro-
bleme de Riemann. Ces solutions satisfont toutes le critere caractéristique de
Lax. Voir [18] pour la théorie et [17] pour les implications numériques.

5 Schémas de volumes finis pour la MHD mo-
dimensionnelle

5.1 Schéma de type Godunov
Voir [10] et [8].

5.2 Schémas de HLL

Voir [10] et [8]. Le schéma de HLL admet une interprétation intéressante en
terme de schéma de relaxation. Cette approche peut s’appliquer a la MHD. Voir

[2].

5.3 Schémas de Roe

Le schéma de Roe, bien qu’il ne soit pas entropique, est un des schémas les
plus utilisés en pratique. Nous renvoyons & [10] et [8] pour la théorie générale.
La construction d’une matrice de Roe pour la MHD est décrite dans [7] et [3]

5.4 Schémas VFRoe

Le schéma VFRoe est décrit dans [13]. Il est plus simple & mettre en oeuvre
que le schéma de Roe. Mais il est plus difficile & étudier mathématiquement.
Une implémentation de ce schéma se trouve sur mon site web dans le cas des
équations de Saint-Venant

http://www-irma.u-strasbg.fr/ helluy/mhd/index.html
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6 Stabilisation de la divergence en dimension
supérieure

6.1 Méthode de Powell
Rappelons les équations de la MHD idéale

P P
T B2 T
puY +(p+f)I—BB
ol o[ +V N =0 (148)
L (B+p+Z)u-(u-B)B

uBT — Bu”
A ces équations, il faut ajouter la condition de divergence nulle sur le champ

magnétique

V-B=0 (149)

En 1D, cette condition devient
B; = Cste (150)
Powell [16] propose de remplacer cette contrainte par une équation compatible
0¢B1 +u10,B1 =0 (151)

En utilisant 'invariance par rotation des équations, il retombe sur le systeme

p P 0
wul + (p+82) 1 - BBT
ol 5 |+V g (322) =-V-B BB (152)
(B+p+Z)u=(u-B)B u-
B U

uBT — BuT

La structure des ondes n’est pas modifiée. Si V - B = 0 a I'instant initial, nous
retrouvons le systéme de départ. Si une petite perturbation est introduite sur la
divergence, elle est propagée a la vitesse u et donc évacuée hors du domaine de
calcul (avec des conditions aux limites adéquates). En pratique, on observe une
stabilisation des perturbations de la divergence du champ magnétique qui pou-
vait apparaitre sur le modele initial. Les termes correctifs étant non-conservatifs,
dans certains cas des solutions non physiques peuvent apparaitre.

6.2 Symétrisation du systéeme de la MHD

Il est possible d’'interpréter de fagon plus claire la correction de Powell en
cherchant & symétriser le systéme de la MHD [1].
Pour cela, introduisons I’entropie du fluide

s=1In <;) (153)

Cette entropie satisfait 'EDP

‘B
st+u-Vs+('y—l)u7V~B:O (154)
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En combinant avec la conservation de la masse, nous trouvons

u-B

(p$)i +V - (pus) + (v — 1) p*=V - B= 0 (155)

Si la divergence de B est nulle, la quantité Sy = ps satisfait donc une équation de
conservation supplémentaire. Il est aussi possible de montrer que Sy est convexe
par rapport aux variables conservatives mais ce n’est pas une entropie de Lax
(car le systeme d’évolution ne contient pas la condition V- B = 0 : elle provient
de la condition initiale). Le changement de variables ¢ = V,,S0(w) ne symétrise
d’ailleurs pas le systeme de la MHD.
Pour symétriser, écrivons les équations de la MHD sous la forme
Oyw + 0 F;(w) =0
t 7 7.( ) ) (156)
0;B; =0
avec la condition d’entropie
0pSo + 0;5: < 0 (157)

Nous ajoutons aux équations de la MHD des multiples de V - B. Ces multiples
sont donnés par une fonction A(p) ol ¢ sont les variables de symétrisation

Des calculs simples montrent que le systeme devient symétrique avec le change-
ment de variables
w=V,5; (159)

Les flux sont donnés par
et nous obtenons les relations de dualité généralisées

So = ¢VyS; — 5

161
S; = VS — 5 (161)
Dans le cas considéré, nous trouvons
u-B
A=(y-1)p— (162)
p

Cette fonction est homogene de degré un en ¢ ce qui conduit a

A=V, A ¢ (163)

Nous retrouvons par une autre méthode les multiplicateurs de Powell.

6.3 Nettoyage hyperbolique de la divergence

Il est possible de faire mieux : rester conservatif et propager les erreurs de
divergence & des vitesses plus grandes [5]. Pour cela, nous modifions ’équation
d’induction magnétique et I’équation de divergence nulle par

B+ V- (uBT —Bu") +Vy =0 (164)
D()+V-B=0
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ou D est un opérateur différentiel & déterminer. Nous voyons alors que la diver-
gence de B et la nouvelle inconnue v satisfont

8D(V-B)—A(V-B) =0

D) — A(W) =0 (165)

11 est possible de prendre D = 0 (correction elliptique), D =1/ 012,1/) (correction
parabolique), D = 1/c29y1 (correction hyperbolique). Un choix particuliére-
ment efficace consiste a choisir

D(y) = cliatw + C%w (166)
p

I’équation de divergence devient

c2

oY+ ciV-B=—"Ly (167)

7

Cette construction conserve les modes propres de la MHD. Deux valeurs propres
supplémentaires viennent s’ajouter : —cp, et ¢p,. Le systeme modifié est conser-
vatif, ce qui présente un avantage sur la méthode de Powell. En pratique, cp
doit étre supérieur aux valeurs propres du systeme original. Les calculs sont
légerement plus lourds (9 équations en 1D au lieu de 7). Les résultats obtenus
sont meilleurs qu’avec la méthode de Powell.
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