Méthodes itératives pour les systémes linéaire
Exercice 1

Soit la matrice n x n tridiagonale

1. Rappeler le théoréme de Gerchgorin
2. Montrer que A est positive

3. Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de A (chercher des vecteurs
propres de la forme v; = sin(ip)).

4. Soit le systéme linéaire Ax = b et T son unique solution. Montrer que dans
I’algorithme de Jacobi, on a

ekt = || < Cllay — 7|

ou C < 1 est une constante que 1’on déterminera.

5. Trouver un paramétre optimal de relaxation w dans la méthode de Jacobi
modifiée
wlrpir + (A —wl)xp =b.

Exercice 2

Montrer que, pour un systéme linéaire symétrique défini positif, I’algorithme
de Gauss-Seidel est un algorithme de descente suivant les vecteurs de la base
canonique.

Exercice 3 (dur)

Soit le probléme de minimisation : trouver u réalisant le minimum de
in 5 lol* + L(v)
min — ||v v
veER™ 2 ’

ot ||-]| est la norme euclidienne et L une forme linéaire sur R".

1. Montrer que l'algorithme de descente & pas optimal converge en au plus
n itérations.

2. En déduire que l'algorithme du gradient conjugué converge en au plus n
itérations.

Exercice 4

Révision : calculer les 4 premiers polynomes de Legendre



Exercice 5

Révision : montrer que les polyndémes de Legendre ont des racines réelles
simples.

Exercice 6

1)

a) Pour une matrice quelconque A montrer que p(A) < ||A|| pour toute
norme matricielle. Donner I'expression de ||A[|

b) On suppose A symétrique définie positive. Montrer que p(A) = || 4|5

2) Soit

1
A=1| a
a
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a) Pour quelles valeurs de a A est-elle définie positive ?

b) Ecrire la matrice J de l'itération de Jacobi

c) Pour quelles valeurs de a la méthode de Jacobi converge-t-elle ?

d) Ecrire la matrice G de l'itération de Gauss-Seidel

e) Calculer p(G). Pour quelles valeurs de a cette méthode converge-t-elle
plus vite que celle de Jacobi?

3) Soit A une matrice décomposée en A =D — E — F

-F

pour résoudre Az = b on propose la méthode

D 1-
( —E) oD — <°’D+F) 2% +b weR*
w w

a) Vérifier que si la méthode converge, elle converge vers une solution de
Arx =b

b) Donner la matrice d’itération L, de cette méthode

c) Calculer det(Ly,)

d) En déduire que p(L,) > |1 —w|. Conclusion ?

Exercice 7

A est une matrice symétrique définie positive N x N. On considére T I'unique
solution du systéme linéaire Az = b
1) Montrer que résoudre Az = b revient a trouver le minimum de

J(z) = % (Az,7) — (b, )



({.,.) désigne le produit scalaire usuel sur RY)
2) On souhaite construire une suite de vecteurs z(*) convergente vers Z. Les
notations suivantes auront cours dans la suite du probléme :

r®) =p— Az®) . residu’al’étapek
el = _z . erreural’étapek
E(z) = (Alz-7),z-7)

vérifier que
E(x) = —(r,e) = (r, A71r>

puis que
VJ(z)=—r

3) Posons
20D Z 2R () (h)

p¥) est appelé direction de descente et a(®) coefficient de descente. Justifier
cette terminologie.
a) Montrer que le coefficient optimal de descente pour la direction pF) est

donné par
o () pl)
T T A k)
(Ap®), p(k))

puis que (r®) p-+) =0
b) Montrer que
E@) = B@)(1 - 1)

ot y*) est donné par

" (19,50’
T Tap® p 0y (A1) k)Y

¢) On choisit comme direction de descente p*) = 7(¥) (méthode du gradient
a pas optimal). Montrer que la suite z®) converge vers Z.
4) a) On pose cette fois-ci p¥) = r(*) 4 gF)p(k=1) " Calculer S*) afin que

b ) W (Ap®) )
+) soit, le plus grand possible (montrer que B = ~ Tap® Gy )"

b) Déduire de ce qui précéde 'algorithme du gradient conjugué. Décrire sa
mise en oeuvre.



