Recherche des racines d’un polynéme

Le but de cet exercice est de construire et tester une méthode pour trouver
les racines d’un polynome de la forme
P(z)=any +an_1x+ - +ape¥ 7t 2.

Pour le TP, démarrer & la question 7.

On suppose que P a N racines réelles distinctes notées X = (z1---an)-
Pour k = 1--- N, on note ¥y(z1,---zy) la somme de tous les produits de k
racines différentes. Par exemple Xy = 2122 ---xy et X1 =21 + 22+ - xN.

1. Combien y a-t-il de termes dans la somme Y, 7 Montrer que Vk = 1--- N,
Ye(zy, - on) = (=1)Fay.

2. Trouver les racines de P est donc équivalent & trouver les zéros de la
fonction F : RN — RY définie par

Fre(z1, 20, an) = (=) (21, 2n) — a.
Rappeler le principe de la méthode de Newton pour résoudre
F(X)=0. (1)

3. Montrer que

N B
SV e == ] @)

k=1 g 1<k<N,k#i
4. On note A la matrice diagonale N x N définie par
Ay = H(xk — )
ki
et V la matrice de Vandermonde N x N
Vii = xﬁvfj.

Montrer que
PFI(X)'V = —A.

5. En déduire que
F(X) ' =-A"'V.

6. Montrer que la méthode de Newton appliquée & (1) consiste a choisir des

valeurs initiales distinctes (ﬂc:(LO)7 e xg\(,))) puis & construire les suites gcgn)
définies par
.Z‘(»n—H) _ x(n) B P({,ij(n))
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7.

10.

Faire un programme Scilab pour calculer numériquement les suites 331(-”).

Utiliser I’algorithme de Horner pour calculer P(z). Tester la méthode sur
divers polynoémes, par exemple :

P(z) =22 -3z + 2,

P(z) = 2* — 21 — 62° + 62”7 + 112% — 112w — 6z + 6,
P(z) = 2° — 182" — 200 + 1042® — 2722° + 340z

Le dernier polynéme a des racines complexes, il faut donc initialiser ’al-
gorithme avec des nombres complexes. Vous pouvez les choisir au hasard.

Montrer numériquement que la convergence est bien quadratique, c’est &
dire qu’il existe A > 0 tel que
xe - x|
m S =
2 X0 = X]
Calculer les points et les poids de Gauss pour une méthode de Gauss-

Legendre & 10 points. Le polynéme de Legendre correspondant est donné
par

461 1 4504 1501 465
63 46189 ,, 109395 . 45045 15015 , 3465 ,

Pro(z) = — o2 4 20707
10(2) = —geet s @ 256 128 128 256

Calculer les points et les poids de Gauss pour une méthode de Gauss-
Lobatto & 10 points.



