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L’ORDRE DE DEHORNOY SUR LES TRESSES

par Christian KASSEL

Une des découvertes récentes les plus intéressantes et inattendues concernant le groupe

des tresses Bn d’Artin est due à Dehornoy qui a démontré fin 1991 que Bn a un ordre

total invariant par multiplication à gauche. Il en résulte notamment que l’anneau

du groupe Bn n’a pas de diviseurs de zéro. Dehornoy déduit cet ordre de l’étude

générale des systèmes autodistributifs, définis comme des ensembles munis d’une loi

de composition vérifiant l’identité x(yz) = (xy)(xz). Des travaux sur un axiome indé-

montrable de théorie des ensembles avaient mis en évidence un système autodistributif

remarquable et suggéré que l’étude de tels systèmes devait donner des résultats non

triviaux.

Fenn, Greene, Rolfsen, Rourke et Wiest ont donné en 1997 une construction géo-

métrique de l’ordre de Dehornoy. Leurs techniques ont permis également de mettre

des structures d’ordre sur des groupes de difféotopies de surfaces. Plus récemment,

Thurston a indiqué comment construire un ordre total sur Bn en utilisant les travaux

de Nielsen sur les surfaces.

Le but de cet exposé est de présenter ces travaux ainsi que le lien inattendu avec

la théorie des ensembles. Au no 1 nous énonçons le résultat principal sur l’ordre des

tresses et quelques propriétés de cet ordre. Les deux numéros suivants sont consacrés

à une présentation des techniques de Dehornoy et à sa démonstration du résultat

principal ; le lien entre tresses et systèmes autodistributifs est exposé au no 2 tandis

qu’au no 3 nous étudions deux systèmes autodistributifs particulièrement importants.

Au no 4 nous indiquons comment l’étude des grands cardinaux en théorie des ensem-

bles a été à l’origine de ces travaux. La construction géométrique de Fenn et al. ainsi

que l’approche à la Nielsen seront présentées au no 5. Pour plus de détails, le lecteur

pourra consulter les références citées, et notamment la monographie [D00] en cours

d’achèvement.
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Thomas Delzant m’a aidé à comprendre l’idée de Thurston et à mettre le no 5.2 en

forme. Je le remercie très chaleureusement ainsi que Patrick Dehornoy, Dale Rolfsen

et Bertold Wiest qui m’ont fait profiter de leurs commentaires.

1. LES RÉSULTATS PRINCIPAUX

Dans ce numéro nous rappelons la définition des groupes de tresses et celle des groupes

ordonnables avant d’énoncer le théorème principal de Dehornoy impliquant l’existence

d’un ordre sur les tresses.

1.1. Le groupe des tresses d’Artin. Soit n un entier ≥ 2. Définissons Bn comme

le groupe engendré par n− 1 générateurs σ1, . . . , σn−1 soumis aux relations

σiσj = σjσi (1.1)

si |i− j| > 1 et

σiσjσi = σjσiσj (1.2)

si |i− j| = 1. On utilisera souvent le mot tresse pour désigner un élément de Bn.

E. Artin a introduit le groupe Bn dans les années 1920 et a résolu le problème

des mots1 pour ce groupe (voir [A26], [A47]). En 1967 Garside [Ga] résout à la fois

ce problème et le problème de conjugaison1 (voir aussi [Mk]). D’autres solutions

ont été proposées, fondées notamment sur une forme normale due à Adyan [Ad],

et redécouverte un peu plus tard par ElRifai et Morton [EM] et par Thurston, ce

dernier élaborant à cette occasion la théorie des groupes automatiques et établissant

l’automaticité de Bn (les résultats de Thurston sont exposés au chapitre 9 de [E+]).

Rappelons aussi que les groupes de tresses jouent un rôle important dans des branches

des mathématiques aussi diverses que la théorie des nœuds, la théorie de l’homotopie,

la géométrie algébrique, la théorie des groupes, celle des représentations, etc. (on trou-

vera un reflet de cette diversité dans [B+] et dans [Ca]).

Un mot de tresse w est un mot formé à partir des générateurs σ1, . . . , σn−1 et de

leurs inverses. Il est commode de représenter w par une configuration plane formée

par n intervalles, appelés les brins de w, plongés de manière lisse dans une bande

verticale bornée du plan. Une telle configuration s’obtient comme suit.

1 Résoudre le problème des mots (resp. le problème de conjugaison) dans un groupe, c’est trouver

un algorithme permettant de reconnâıtre ou de décider si deux mots donnés représentent ou non le

même élément dans le groupe (resp. la même classe de conjugaison).
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(a) On représente le générateur σi et son inverse σ−1
i par les configurations de la

figure 1. Le croisement de la configuration de σi (resp. de σ
−1
i ) est dit positif (resp.

négatif).

(b) Si D est la configuration associée au mot w et D′ celle du mot w′, alors la

configuration associée à ww′ est obtenue en plaçant D au-dessus de D′ et en joignant

les extrémités inférieures des brins de D aux extrémités supérieures de D′.
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Figure 1

1.2. Groupes ordonnables. Un groupe G est dit ordonnable s’il possède un ordre

total < invariant par multiplication à gauche, c’est-à-dire vérifiant a < b ⇒ ca < cb

pour tout a, b, c ∈ G. Si, de plus, l’ordre est invariant par multiplication à droite

(c’est-à-dire a < b⇒ ac < bc), on dit que le groupe est biordonnable.

Pour tout groupe ordonnable G, notons P l’ensemble {x ∈ G | x > 1} de

ses éléments positifs. Le caractère total de l’ordre se traduit par la partition G =

P ∐ {1} ∐ P−1 où P−1 = {x ∈ G | x−1 ∈ P}. L’invariance par multiplication à

gauche se traduit par P 2 ⊂ P , où P 2 est formé des produits de deux éléments de P

dans G. Réciproquement, s’il existe un sous-ensemble P de G vérifiant

G = P ∐ {1} ∐ P−1 et P 2 ⊂ P,

alors G est ordonnable pour l’ordre défini par x < y si x−1y ∈ P . L’ordre en question

fait de G un groupe biordonnable si et seulement si xPx−1 ⊂ P pour tout x ∈ G.

L’ordonnabilité d’un groupe a de nombreuses conséquences (voir [MR], chap. 7

ou [Pa], chap. 13). D’abord, tout groupe ordonnable G est sans torsion. Si, de

plus, R est un anneau sans diviseurs de zéro, alors l’algèbre du groupe R[G] n’a pas

de diviseurs de zéro (elle vérifie donc une fameuse conjecture de Kaplansky). Il en

résulte que les seuls idempotents de R[G] sont triviaux, à savoir 0 ou 1. En outre, les

seuls éléments inversibles de R[G] sont triviaux, c’est-à-dire de la forme rx où r est

un élément inversible de R et x ∈ G.

Les groupes libres de type fini, les groupes fondamentaux de surfaces fermées,

les groupes abéliens libres de type fini sont biordonnables. Pour ce qui concerne les
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tresses, les groupes Bn ne sont pas biordonnables alors que les groupes de tresses

pures le sont (cf. [KR] et [RZ]).

1.3. L’ordre de Dehornoy sur Bn. Pour i ∈ {1, . . . , n − 1}, on dit qu’un mot

de la forme w0σiw1σi . . . σiwr est σi-positif si les sous-mots w0, w1, . . . , wr sont des

mots dans les lettres σ±1
j avec j > i. En d’autres termes, dans un mot σi-positif,

le générateur σi d’indice minimal n’apparâıt qu’avec des puissances positives. S’il

n’apparâıt qu’avec des puissances négatives, on dit que le mot est σi-négatif (donc un

mot est σi-négatif si son inverse est σi-positif). Une tresse est dite σi-positive (resp.

σi-négative) si elle peut être représentée par un mot σi-positif (resp. σi-négatif). Par

exemple, le mot σ1σ2σ
−N
1 n’est pas σ1-positif si N est un entier ≥ 1, mais la tresse

qu’il représente l’est (le montrer !).

Nous dirons qu’une tresse est σ-positive (resp. σ-négative) s’il existe un entier i

tel qu’elle est σi-positive (resp. σi-négative). On peut alors énoncer le théorème de

Dehornoy.

Théorème 1.— Toute tresse différente de 1 est soit σ-positive, soit σ-négative.

La démonstration de ce théorème occupera les numéros 2 et 3. Celui-ci a pour

conséquence les résultats nouveaux suivants non connus antérieurement.

Corollaire.— (a) Pour tout n, le groupe Bn est ordonnable.

(b) Pour tout n et tout anneau R sans diviseurs de zéro, l’algèbre R[Bn] du

groupe Bn n’a pas de diviseurs de zéro, ni d’unités ou d’idempotents non triviaux.

Démonstration.— (a) Soit P l’ensemble des tresses σ-positives de Bn. Il est clair

que P 2 est inclus dans P . Le théorème 1 implique Bn = P ∐{1}∐P−1. Il en résulte

que Bn est ordonnable.

(b) C’est une conséquence de (a) et des remarques faites au no 1.2. �

1.4. Propriétés. L’ordre de Dehornoy ainsi défini est l’unique ordre total de Bn

invariant par multiplication à gauche tel que β σ1 β
′ > 1 pour tous les éléments β, β′

du sous-groupe de Bn engendré par σ2, . . . , σn−1. Dans [D97b] Dehornoy a construit

un algorithme de résolution du problème des mots fondé sur l’ordre total des tresses.

En pratique, cet algorithme est beaucoup plus efficace que les algorithmes antérieurs

(mais le problème reste ouvert de montrer qu’il est quadratique).

Soit B+
n le sous-monöıde de Bn constitué des tresses représentées par des pro-

duits des générateurs σ1, . . . , σn−1, mais non de leurs inverses. Laver [L96] a montré

que l’ordre de Dehornoy prolonge l’ordre partiel considéré par ElRifai et Morton

dans [EM] ; il en déduit le résultat remarquable suivant, qui distingue probablement

cet ordre parmi les ordres de Bn mentionnés au no 5.2.
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Théorème 2.— L’ordre de Dehornoy restreint à B+
n est un bon ordre.

Rappelons qu’un ordre total sur un ensemble E est un bon ordre si toute partie

de E a un élément minimal. Dans un bon ordre, chaque élément a un rang ; par

exemple, le générateur σn−1 de B+
n est le plus petit élément > 1. Comme tout

élément de Bn possède une écriture canonique comme fraction de deux éléments

de B+
n (voir [E+]), le théorème de Laver permet de spécifier une tresse à l’aide d’un

couple d’ordinaux. Burckel [Bu] a donné une autre preuve du théorème 2 et montré

que le type de l’ordre de B+
n est ωωn−2

, où ω désigne le plus petit ordinal infini.

Voir aussi l’article de Wiest [W] basé sur la définition géométrique de l’ordre de Bn

présentée au no 5.1.

2. COLORIAGE DES TRESSES ET SYSTÈMES AUTODISTRIBUTIFS

Le but du no 2 est d’indiquer comment Dehornoy démontre le théorème 1.

2.1. Comment colorier les tresses ? L’idée n’est pas nouvelle ; elle a notamment

été utilisée par Joyce [Joy], Matveev [Mt] et Brieskorn [Br] dans les années 1980.

Partons d’un mot de tresse w représentant un élément de Bn. Colorions de gauche

à droite les extrémités supérieures des brins de la configuration plane associée à w

avec les éléments a1, a2, . . . , an d’un ensemble S. Si nous propageons ces couleurs le

long des brins, nous lirons au bas de la configuration une suite de couleurs qui est une

permutation de la suite a1, a2, . . . , an de départ : c’est évidemment la permutation

sous-jacente à la tresse.

Les choses deviennent plus intéressantes si nous autorisons les couleurs à interagir

à chaque croisement des brins. Supposons que les croisements soient exclusivement

positifs, c’est-à-dire que le mot w soit un produit des générateurs σi et non de leurs

inverses. On dira d’un tel mot qu’il est positif. Décidons qu’à chaque croisement la

couleur a du brin inférieur reste inchangée tandis que la couleur b du brin supérieur

s’amalgame avec la couleur a de l’autre brin pour former une nouvelle couleur a∗b qui

dépend de a et de b (voir la figure 2). Ceci revient à munir S d’une loi de composition

(a, b) 7→ a∗b. Procédant de cette manière pour tous les croisements, nous construisons

ainsi une action (à droite) du monöıde des mots de tresse positifs à n brins sur la

puissance n-ième Sn de l’ensemble S. Si on note ε le mot vide, alors cette action est

définie par récurrence sur la longueur des mots par (a1, . . . , an) ε = (a1, . . . , an) et

(a1, . . . , an) σiw = (a1, . . . , ai−1, ai ∗ ai+1, ai, ai+2, . . . , an)w (2.1)
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où (a1, a2, . . . , an) ∈ Sn, w est un mot de tresse et 1 ≤ i < n.

❅
❅❅

�
�

�
�

�

❅
❅❅

a b

a ∗ b a

Figure 2

Au no 1.4 nous avons défini B+
n comme le sous-monöıde du groupe Bn formé

des tresses représentées par des mots positifs. On sait que le monöıde B+
n a une

présentation donnée par les relations (1.1) et (1.2).

Lemme 1.— La formule (2.1) définit une action du monöıde B+
n sur Sn si et seule-

ment si, pour tout a, b, c ∈ S, on a

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ (a ∗ c). (AD)

Démonstration.— On se ramène aux calculs suivants où a, b, c, d désignent des

éléments de l’ensemble S. Le premier calcul reflète la relation (1.1) :

(a, b, c, d) σ1σ3 = (a ∗ b, a, c ∗ d, c) = (a, b, c, d) σ3σ1.

La relation non triviale (1.2) montre la nécessité de l’identité (AD) :

(a, b, c) σ1σ2σ1 =
(
(a ∗ b) ∗ (a ∗ c), a ∗ b, a

)
,

(a, b, c) σ2σ1σ2 =
(
a ∗ (b ∗ c), a ∗ b, a

)
. �

Définition.— Un système autodistributif (ou encore un système AD) est un ensemble

muni d’une loi de composition vérifiant la relation (AD) du lemme 1.

Par la suite, on utilisera les notions évidentes de morphisme de systèmes AD, de

sous-système AD, de partie génératrice d’un système AD.

2.2. Ensembles automorphes. Dans ce numéro, nous donnons des exemples de

systèmes autodistributifs. Il s’agit ici de ce que Brieskorn Ê[Br] a appelé des ensembles

automorphes, à savoir des systèmes autodistributifs pour lesquels les multiplications

à gauche b 7→ a ∗ b sont bijectives (ces systèmes particuliers ont également été utilisés

sous d’autres noms, comme “wrack” chez Conway et Wraith, “rack” chez Fenn et
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Rourke [FR], “crystal” chez Kauffman [Kau] ; on trouvera dans [FR] une introduction

historique aux ensembles automorphes).

Si S est un ensemble automorphe, alors l’action de B+
n sur Sn, qui est à valeurs

dans un ensemble de bijections, s’étend en une action du groupe Bn tout entier. On

obtient ainsi une méthode systématique de construction de représentations de Bn,

méthode dont les exemples (a) et (b) ci-dessous montrent l’intérêt.

(a) (Conjugaison) Tout groupe G est muni d’une structure de système AD dont

la loi de composition ∗ est définie par a ∗ b = aba−1 où a, b ∈ G.

Si G est le groupe libre Fn sur n générateurs x1, . . . , xn, posons (y1, . . . , yn) =

(x1, . . . , xn) β pour tout β ∈ Bn La correspondance (x1, . . . , xn) 7→ (y1, . . . , yn) définit

un automorphisme β̂ de Fn. L’application β 7→ β̂−1 est l’homomorphisme injectif de

groupes Bn → Aut(Fn) bien connu (voir par exemple [BZ], chap. 10).

(b) (Barycentre) L’anneau Z[t, t−1] des polynômes de Laurent à coefficients en-

tiers a une structure de système AD avec a ∗ b = (1 − t)a + tb où a, b ∈ Z[t, t−1].

L’action linéaire de B+
n sur Z[t, t−1]n s’étend en un homomorphisme de groupes

Bn → GLn(Z[t, t
−1]) : c’est la représentation de Burau.

Les ensembles automorphes pour lesquels a ∗ a = a pour tout a, comme dans

les exemples (a) et (b), ont été appelés “quandles” par Joyce [Joy] et “distributive

groupoids” par Matveev [Mt] (tous deux ont utilisé ce type de systèmes AD pour

classifier les nœuds dans R3). Voici deux autres exemples d’ensembles automorphes.

(c) (Systèmes de racines) Les vecteurs non nuls d’un espace vectoriel euclidien

forment un ensemble automorphe : si a et b sont non nuls, on définit a ∗ b comme

l’image de b par la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan orthogonal à a.

En particulier, tout système de racines est un ensemble automorphe.

(d) Si l’on note FX le groupe libre engendré par les éléments d’un ensemble X ,

on peut munir l’ensemble-produit BX = FX ×X d’une loi autodistributive par

(w1, x1) ∗ (w2, x2) = (w1x1w
−1
1 w2, x2)

où w1, w2 ∈ FX et x1, x2 ∈ X . Le système BX est un ensemble automorphe libre ;

tout ensemble automorphe S est quotient de BX où X est une partie génératrice de S.

2.3. Cycles et acyclicité. Si a et b sont des éléments d’un système autodistributif S,

nous dirons que a divise b (à gauche) s’il existe c ∈ S tel que b = a ∗ c. Un cycle est

une suite (a1, . . . , ak) d’éléments de S tels que ai divise ai+1 pour tout i < k et ak

divise a1. On dit qu’un système AD est acyclique s’il ne possède pas de cycle. Un

ensemble automorphe n’est pas acyclique puisque tout élément se divise lui-même.
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L’observation suivante montre l’intérêt des systèmes acycliques. Sur un système

autodistributif S on peut définir une relation binaire ≺ comme suit : a ≺ b s’il existe

un entier k ≥ 1 et des éléments a1, . . . , ak de S tels que a1 = a, ak = b et ai divise

ai+1 pour tout i < k. La relation ≺ est transitive, et c’est une relation d’ordre partiel

si S est acyclique. Avant les travaux de théorie des ensembles exposés au no 4, on ne

connaissait pas d’exemple de système acyclique.

Proposition 1.— Il existe des systèmes autodistributifs acycliques.

Démonstration.— Il suffit d’exhiber un exemple. Voici celui de Larue [La] qui

utilise l’image dans les automomorphismes d’un groupe libre de l’opération sur les

tresses que nous décrirons au no 3.3. Soit F∞ le groupe libre sur une infinité dénom-

brable de lettres x1, x2, . . . et Aut(F∞) le groupe de ses automorphismes de groupe.

Nous allons munir Aut(F∞) d’une loi autodistributive ∗. Soit α l’automorphisme de

F∞ déterminé par

α(xi) =





x1x2x
−1
1 si i = 1,

x1 si i = 2,

xi si i > 2,

et T0 l’endomorphisme de F∞ donné par T0(xi) = xi+1 pour tout i ≥ 0. Ce dernier

permet de définir l’endomorphisme T de Aut(F∞) par les formules T (ϕ)(x1) = x1 et

T (ϕ)(xi) = T0(ϕ(xi−1)) si i > 1 et ϕ ∈ Aut(F∞). Pour ϕ et ψ ∈ Aut(F∞), posons

ϕ ∗ ψ = ϕ ◦ T (ψ) ◦ α ◦ T (ϕ−1). (2.2)

On vérifie par un calcul direct que la loi de composition ∗ est autodistributive.

Nous affirmons que le système (Aut(F∞), ∗) est acyclique. En effet, soit E

l’ensemble des éléments de F∞ dont l’expression réduite en les générateurs x1, x2, . . .

et leurs inverses se termine par x−1
1 . On observe d’abord que α, ainsi que tout élé-

ment ϕ ∈ Aut(F∞) qui est dans l’image du décalage T , préserve le sous-ensemble E.

Supposons maintenant que le système Aut(F∞) possède un cycle. Cette hypothèse se

traduit par une égalité de la forme ϕ = ϕ◦T (ϕ0)◦α◦T (ϕ1)◦· · ·◦T (ϕk−1)◦α◦T (ϕk),

où k ≥ 1 et ϕ, ϕ0, . . . , ϕk−1, ϕk sont des automorphismes de F∞. De manière équiv-

alente, on a

id = T (ϕ0) ◦ α ◦ T (ϕ1) ◦ · · · ◦ T (ϕk−1) ◦ α ◦ T (ϕk) (2.3)

où id représente l’automorphisme identité de F∞. Appliquons les deux membres

de (2.3) à l’élément x1 de F∞. A gauche, on obtient x1 qui n’appartient pas au

sous-ensemble E. Par contre, comme (α ◦ T (ϕk))(x1) = α(x1) = x1x2x
−1
1 appartient

à E, il résulte de l’observation ci-dessus que l’élément de F∞ obtenu en appliquant le

membre de droite de (2.3) à x1 appartient à E. D’où une contradiction. �
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2.4. Retournement des mots. Nous avons vu au no 2.1 comment définir une ac-

tion du monöıde B+
n sur la puissance n-ième d’un système AD S et au no 2.2 que

cette action s’étend au groupe Bn tout entier si (et seulement si) S est un ensemble

automorphe. Or, à la vue des remarques faites au no 2.3 et des travaux dont nous

parlerons au no 4, la question se pose d’étendre l’action du monöıde B+
n à Bn lorsque

S est acyclique. En développant une méthode spécifique, dite de retournement des

mots, Dehornoy a réussi à définir une action partielle de Bn sur Sn lorsque S est un

système AD simplifiable (à gauche), c’est-à-dire un système pour lequel les multipli-

cations à gauche sont injectives.

On dit qu’un mot de tresse w se transforme par retournement (à gauche) en le

mot w′ si w′ s’obtient en remplaçant dans w des facteurs du type σiσ
−1
j par le mot

vide si i = j, par σ−1
j σi si |i− j| > 1, et par σ−1

j σ−1
i σjσi si |i− j| = 1. Par définition

du retournement, w et w′ représentent le même élément dans Bn.

Garside [Ga] avait démontré que toute tresse est le quotient de deux tresses

représentées par des mots de tresse positifs. Dehornoy reprend les ingrédients de

l’approche de Garside, mais travaille sur les mots de tresse plutôt que sur les tresses,

ce qui lui permet d’établir dans [D97a] le résultat plus fin suivant.

Lemme 2.— Tout mot de tresse se transforme par retournement en un mot de la

forme u−1v où u et v sont des mots de tresse positifs.

Remarquons qu’il n’est pas évident a priori que l’algorithme de retournement con-

verge en un nombre fini d’étapes car la longueur des mots peut augmenter à chaque

retournement ; on pourra observer ce phénomène sur le mot σ2σ4σ6σ
−1
5 σ−1

3 σ−1
1 .

Signalons que des techniques analogues de retournement des mots permettent la cons-

truction de formes normales et de structures automatiques pour d’autres groupes dont

les groupes d’Artin de groupe de Coxeter fini (voir [D98], [DP]).

Soit maintenant S un système AD simplifiable et n un entier ≥ 2. L’action à

droite (~a, w) 7→ ~aw du monöıde B+
n sur le produit Sn, donnée par la formule (2.1),

se prolonge à certains éléments (~a, w) de Sn ×Bn de façon que les règles de coloriage

restent vérifiées. C’est par exemple le cas de (~bu, u−1) avec b ∈ Sn et u ∈ B+
n . Dans

ce cas, on dira que l’élément ~aw est défini.

Lemme 3.— Soit S un système AD simplifiable et ~a ∈ Sn. Si le mot de tresse w se

transforme par retournement en w′ et si ~aw′ est défini, alors ~aw est défini.

Les lemmes 2 et 3 impliquent la proposition suivante selon laquelle on peut tou-

jours trouver un ensemble de couleurs dans un système AD simplifiable pour colorier

une tresse donnée en suivant la règle énoncée au no 2.1.
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Proposition 2.— Soit S un système AD simplifiable. Pour tout mot de tresse w, il

existe ~a ∈ Sn tel que ~aw soit défini. Si w et w′ représentent la même tresse et que

~aw et ~aw′ soient définis, alors ~aw = ~aw′.

Démonstration.— Contentons-nous d’établir la première assertion. D’après le

lemme 2, w se transforme par retournement en w′ = u−1v où u et v sont des mots

positifs. Posons ~a = ~bu où ~b est n’importe quel élément de Sn. Alors ~aw′ = ~bv est

défini. On termine en appliquant le lemme 3.

Pour établir la seconde assertion, on utilise une version à droite du retournement

des mots de tresse et l’hypothèse que le système est simplifiable. �

2.5. Démonstration du théorème 1. Supposons que nous disposions d’un système

autodistributif S acyclique et monogène (c’est-à-dire engendré par un seul élément)

tel que l’ordre ≺ associé (défini au no 2.3) soit total. On vérifie que a ≺ b implique

c ∗ a ≺ c ∗ b, d’où l’on déduit que S est simplifiable.

Puisque S possède un ordre total, on peut munir chaque puissance Sn de S de

l’ordre total lexicographique ≺ℓ défini par (a1, . . . , an) ≺ℓ (b1, . . . , bn) s’il existe i ≥ 1

tel que aj = bj pour tout j < i et ai ≺ bi. Nous utilisons l’ordre total ≺ℓ sur S
n pour

définir une partie “positive” P de Bn comme suit. Si w est un mot de tresse, alors,

d’après la proposition 2, il existe ~a ∈ Sn tel que ~aw soit défini. Nous dirons que la

tresse représentée par w est dans P si ~a ≺ℓ ~aw.

Proposition 3.— Une tresse est dans P si et seulement si elle est σ-positive. La

relation β < β′ définie sur Bn par β−1β′ ∈ P est une relation d’ordre total invariant

par multiplication à gauche, qui cöıncide avec l’ordre de Dehornoy du no 1.3.

Démonstration.— Montrons que, si un mot de tresse est σ-positif, alors il représente

une tresse du sous-ensemble P défini ci-dessus. Un mot σi-positif w est de la forme

w = w0σiw1σi . . . σiwk où w0, w1, . . . , wk sont des mots dans les lettres σj et σ−1
j

avec j > i. Soit ~a = (a1, . . . , an) ∈ Sn tel que ~aw = (b1, . . . , bn) ∈ Sn soit défini.

La formule (2.1) implique que bj = aj pour tout j < i et que bi est de la forme

bi = (· · · ((a1 ∗ c1) ∗ c2) ∗ · · ·) ∗ ck où c1, c2, . . . , ck ∈ S et k est le nombre d’occurrences

de σi dans w. Par définition de l’ordre ≺ de S, il en résulte que ai ≺ bi. Par

conséquent, ~a ≺ℓ ~aw et w ∈ P .

La réciproque, à savoir qu’une tresse dans P est σ-positive, utilise la notion de

tresse spéciale que nous introduirons au no 3.3, et sera démontrée au no 3.4.

Une fois l’équivalence précédente établie, il est clair que la relation < est bien

définie et que c’est l’ordre total du no 1.3, dont l’existence est ainsi démontrée. �
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3. SYSTÈME AUTODISTRIBUTIF LIBRE ET TRESSES SPÉCIALES

Nous étudions maintenant deux systèmes autodistributifs particuliers. Le premier est

libre et fournit le type de systèmes nécessaires à la démonstration du théorème 1, telle

qu’elle est donnée au no 2.5. Le second est constitué de tresses.

3.1. Le système autodistributif libre sur un générateur. Il est caractérisé par

la propriété universelle suivante.

Proposition 4.— Il existe un système autodistributif D1 engendré par un single-

ton {x} tel que, pour tout système autodistributif S et tout élément s de S, il existe

un unique morphisme f : D1 → S de systèmes AD vérifiant f(x) = s. Le système D1

est unique à isomorphisme près.

Démonstration.— L’unicité est claire. Pour l’existence, on considère le magma

libre M sur un générateur x (voir [Bo], I, § 7, no 1). Les éléments de M sont des

parenthésages complets de puissances strictement positives de la lettre x. Notons ∗

la loi de composition du magma. Sur M on considère la relation d’équivalence ≡AD

invariante par composition et engendrée par les paires (t1∗(t2∗t3), (t1∗t2)∗(t1∗t3)). On

définit D1 comme l’ensemble des classes d’équivalence M/≡AD. On vérifie aisément

que D1 est un système AD satisfaisant à la propriété universelle ci-dessus. �

Rappelons la relation binaire ≺ introduite au no 2.3. Le théorème suivant, établi

par Dehornoy dans [D94], fournit l’exemple qui nous manquait au no 2.5 pour cons-

truire un ordre total sur les groupes de tresses.

Théorème 3.— Le système autodistributif D1 est acyclique et la relation ≺ le munit

d’un ordre total.

Le système libre D1 est un ensemble de classes d’équivalence de parenthésages

pour la relation ≡AD définie dans la preuve de la proposition 4. Avant de démontrer

le théorème 3, établissons quelques propriétés de ces parenthésages.

Pour tout entier n ≥ 1 définissons les puissances droites x[k] de x par x[1] = x

et x[k] = x ∗ x[k−1] si k > 1. La relation d’équivalence ≡AD vérifie la propriété

fondamentale d’absorption suivante.

Lemme 4.— Pour tout parenthésage t, on a x[k+1] ≡AD t ∗x[k] pour tout k suffisam-

ment grand.

Démonstration.— On procède par récurrence sur la longueur de t. Si t = x,

alors x[k+1] = t ∗ x[k] par définition des puissances droites. Si t = t1 ∗ t2, et si
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x[k+1] ≡AD t1 ∗ x
[k] et x[k+1] ≡AD t2 ∗ x

[k] pour tout k suffisamment grand, alors

x[k+2] ≡AD t1 ∗ x
[k+1] ≡AD t1 ∗ (t2 ∗ x

[k])

≡AD (t1 ∗ t2) ∗ (t1 ∗ x
[k]) ≡AD t ∗ x[k+1].

La troisième équivalence est une conséquence de la définition de ≡AD. �

Nous dirons qu’un parenthésage t′ est une expansion d’un parenthésage t si on

l’obtient en remplaçant à partir de t des sous-expressions de la forme t1 ∗ (t2 ∗ t3)

par (t1 ∗ t2) ∗ (t1 ∗ t3), c’est-à-dire en appliquant l’identité (AD), exclusivement de la

gauche vers la droite. Il est clair que t′ ≡AD t si t′ est une expansion de t. On a la

réciproque suivante.

Lemme 5.— Si t1 et t2 sont des parenthésages tels que t1 ≡AD t2, alors ils ont une

expansion commune.

Définissons maintenant les sous-termes gauches Gk(t) d’un parenthésage t. Si

t = x, seul G0(t) = t est défini. En général, posons G0(t) = t et, si t = t1 ∗ t2 et k ≥ 1,

posons Gk(t) = Gk−1(t1) si ce dernier est défini. On a Gℓ(Gk(t)) = Gk+ℓ(t) lorsque

ces expressions sont définies. Notons que l’élément de D1 représenté par un sous-

terme gauche Gk(t), où k ≥ 1, est plus petit pour l’ordre ≺ que l’élément représenté

par t.

Lemme 6.— Si t′ est une expansion de t, alors, pour tout k tel que Gk(t) soit défini,

il existe un entier k′ ≥ k tel que Gk′(t′) soit une expansion de Gk(t).

3.2. Démonstration du théorème 3. Si le système libre D1 n’était pas acyclique,

il en serait de même de tout système AD, ce qui contredirait la proposition 1.

Montrons maintenant que deux éléments quelconques de D1 sont comparables

pour l’ordre ≺. Plus précisément, soit y et z deux éléments de D1 que nous représen-

tons respectivement par des parenthésages t1 et t2. Il s’agit d’établir que soit y = z,

soit y ≺ z, soit z ≺ y. D’après le lemme 4, il existe un entier k ≥ 1 tel que

t1 ∗ x[k] ≡AD t2 ∗ x[k]. Le lemme 5 nous permet d’affirmer que les parenthésages

t1 ∗ x
[k] et t2 ∗ x

[k] ont une expansion commune t′. Le lemme 6 implique l’existence

d’entiers naturels p et q tels que Gp(t
′) soit une expansion de G1(t1 ∗x

[k]) = t1 et que

Gq(t
′) soit une expansion de G1(t2 ∗ x[k]) = t2. Les parenthésages Gp(t

′) et Gq(t
′)

représentent respectivement les éléments y et z de D1. Trois cas se présentent à nous :

(i) si p = q, alors Gp(t
′) = Gq(t

′), et donc y = z ;

(ii) si p > q, alors Gp(t
′) = Gp−q(Gq(t

′)), et donc y ≺ z.

(iii) si p < q, alors Gq(t
′) = Gq−p(Gp(t

′)), et donc z ≺ y. �
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3.3. Une loi autodistributive sur les tresses. Pour achever la démonstration

de la proposition 3 du no 2.5, nous allons introduire ce que Dehornoy appelle des

tresses spéciales. Dans ce but, considérons la limite inductive B∞ des groupes de

tresses Bn pour les inclusions évidentes ; une présentation du groupe B∞ est obtenue

en prenant une famille infinie de générateurs σi indexée par les entiers ≥ 1 et les

relations (1.1) et (1.2). Soit T l’endomorphisme injectif de B∞ défini par T (σi) = σi+1

pour tout i ≥ 1. Posons

α ∗ β = αT (β) σ1 T (α
−1). (3.1)

Proposition 5.— La formule (3.1) munit B∞ d’une structure de système AD sim-

plifiable et acyclique.

Démonstration.— Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que B∞ est un sys-

tème AD simplifiable. Pour établir son acyclicité, on observe que l’homomorphisme

de groupes B∞ → Aut(F∞) qui est la limite inductive des homomorphismes Bn →

Aut(Fn) mentionnés au no 2.2 (a) transporte la loi (3.1) sur la loi (2.2). Comme le

système (Aut(F∞), ∗) est acyclique, il en est de même de (B∞, ∗). �

Dans le système autodistributif B∞, considérons le sous-système Bsp engendré

par la tresse unité 1. Les éléments de Bsp sont appelés tresses spéciales. Exemples de

tresses spéciales : 1∗1 = σ1, 1∗(1∗1) = σ2σ1, (1∗1)∗1 = σ2
1σ

−1
2 , 1∗(1∗(1∗1)) = σ3σ2σ1.

Proposition 6.— Le système autodistributif Bsp est acyclique et la relation ≺ le

munit d’un ordre total.

Démonstration.— Le système Bsp hérite l’acyclicité de B∞. La relation ≺ est

donc une relation d’ordre sur Bsp. Il reste à montrer que deux éléments quelconques

de Bsp sont comparables pour ≺. Comme Bsp est engendré par le singleton {1}, c’est

un quotient du système libre D1. Par le théorème 3, deux éléments quelconques de D1

sont comparables pour ≺, donc, par projection, il en est de même dans Bsp. �

L’argument pécédent montre que, dans tout système AD acyclique et monogène,

la relation ≺ est une relation d’ordre total. En fait, comme l’a montré Laver [L92],

tout système AD acyclique monogène est isomorphe à D1. En particulier, Bsp
∼= D1.

L’intérêt des tresses spéciales vient de la possibilité d’exprimer toute tresse en

termes de produit de tresses spéciales.

Lemme 7.— Pour tout β ∈ Bn, il existe 2n tresses spéciales α1, . . . , αn, γ1,. . . , γn

telles que

β = Tn−1(αn)
−1 . . . T (α2)

−1 α−1
1 γ1 T (γ2) . . . T

n−1(γn). (3.2)
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Démonstration.— Comme Bsp est un système AD simplifiable, nous pouvons ap-

pliquer la proposition 2, qui fournit une action partielle de Bn sur Bn
sp. En particulier,

pour toute tresse β ∈ Bn, il existe des n-uples (α1, . . . , αn) et (γ1, . . . , γn) ∈ Bn
sp tels

que (α1, . . . , αn) β = (γ1, . . . , γn). On vérifie alors facilement l’égalité des produits

α1 T (α2) . . . T
n−1(αn) β = γ1 T (γ2) . . . T

n−1(γn)

dans le groupe B∞, d’où la formule (3.2). �

3.4. Fin de la preuve de la proposition 3. Supposons que α et γ soient deux

tresses spéciales. On a ou bien α ≺ γ, ou bien α = γ, ou bien γ ≺ α. Revenant à

la définition de la relation ≺ et de la loi (3.1), on voit que les trois relations précé-

dentes entrâınent respectivement que la tresse α−1γ est σ1-positive, égale à 1, ou

σ1-négative. Si maintenant β est une tresse quelconque, on considère une décompo-

sition de type (3.2) de β : si i est le plus petit indice tel que αi 6= γi, alors β est

σi-positive ou σi-négative suivant que αi ≺ γi ou γi ≺ αi, ce qui achève la preuve de

la proposition 3. �

4. RAPPORT AVEC LA THÉORIE DES ENSEMBLES

Dans ce numéro nous expliquons comment des développements en théorie des ensem-

bles ont mené à la construction d’un ordre total sur les tresses.

4.1. Grands cardinaux et extensions de ZF. On sait depuis le théorème d’in-

complétude de Gödel que le système ZF d’axiomes de Zermelo-Fraenkel est incom-

plet, c’est-à-dire qu’il existe des énoncés qui sont indécidables dans ZF. C’est le cas de

l’axiome du choix et de l’hypothèse du continu. Dès lors, le but principal de la théorie

des ensembles consiste à étudier, voire classifier, les extensions du système ZF dans

lesquels les énoncés ouverts deviennent décidables. Gödel a émis l’idée que ces exten-

sions pourraient être classifiées à l’aide d’axiomes de grands cardinaux comme celui

qui postule l’existence de ℵ1. L’un des premiers axiomes considérés a été celui qui

affirme l’existence d’un cardinal inaccessible.2 Non seulement cet axiome est indémon-

trable dans ZF, mais encore — à la différence de l’axiome du choix ou de l’hypothèse

du continu — sa cohérence, c’est-à-dire le fait qu’il ne soit pas contradictoire, ne peut

y être établie.

2
α est inaccessible si tout ensemble de parties d’un ensemble de cardinalité <α et toute union

d’ensembles de cardinalité <α sont de cardinalité <α.
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Dans les années 1960 une hiérarchie totalement ordonnée d’axiomes de grands

cardinaux est apparue en théorie des ensembles, s’imposant comme les bonnes exten-

sions de ZF (voir la monographie [Kan]). Nous allons nous intéresser au no 4.2 à un

axiome particulier de cette hiérarchie.

4.2. Plongements élémentaires. Un ensemble infini se caractérise par l’existence

d’une injection non bijective. Une telle injection ne préserve pas nécessairement toutes

les structures de l’ensemble considéré : ainsi l’application n 7→ n + 1 de l’ensemble

des entiers naturels dans lui-même préserve l’ordre naturel, mais non l’addition. Pour

définir des notions d’infini plus fortes, il est naturel de postuler l’existence d’une in-

jection non bijective d’un ensemble dans lui-même, préservant toutes les propriétés

définissables par les opérations ensemblistes de base. Appelons plongement élémen-

taire une telle injection et autosimilaire un ensemble pour lequel il existe un plonge-

ment élémentaire. On démontre assez facilement qu’un ensemble autosimilaire est for-

cément très grand : son cardinal doit être inaccessible, ce qui entrâıne que l’existence

d’un tel ensemble ne peut être démontrée dans ZF.

Il est usuel en théorie des ensembles de considérer des ensembles particuliers

appelés rangs, qui ont la propriété technique que toute fonction d’un rang R dans

lui-même est (essentiellement) un élément de R. Les axiomes affirmant l’existence

de plongements élémentaires d’un rang dans un autre ou d’un rang dans lui-même

ont été au cœur de la théorie des ensembles dans les années 1980. Un des résultats

majeurs obtenus à l’aide de tels axiomes a été la démonstration en 1984 par Martin

et Steel de la propriété de détermination pour les ensembles projectifs de réels, un

énoncé technique qui, d’une certaine façon, décrit complètement la structure fine de

la droite réelle (voir [D89]). L’axiome qui nous intéresse est le suivant.

Axiome A.— Il existe un rang autosimilaire.

4.3. Le système autodistributif d’un rang autosimilaire. NotonsER l’ensemble

des plongements élémentaires du rang autosimilaire R dont nous venons de postuler

l’existence. L’ensemble ER est trivialement muni d’une structure de monöıde pour la

composition des plongements. Mais, en vertu de l’axiome A et des propriétés spéci-

fiques des rangs, il est aussi muni d’une autre opération binaire qu’on peut appeler

l’application. En effet, nous avons dit qu’une fonction définie sur un rang R peut

être vue comme un élément de R. Si donc i et j sont des plongements élémentaires

de R, i s’appliquant par hypothèse aux éléments de R et j pouvant être vu comme un

tel élément, nous pouvons appliquer i à j. On montre que le nouvel objet i(j) ainsi

obtenu, héritant de toutes les propriétés définissables de j, est aussi un plongement
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élémentaire de R. La loi de composition (i, j) 7→ i(j) ainsi définie sur ER est autodis-

tributive. L’argument est le suivant : si y est l’image de x par l’application f , alors

i(y) est l’image de i(x) par i(f) chaque fois que i est un plongement élémentaire ; en

d’autres termes, on a i(f(x)) = i(f)(i(x)), identité valide, en particulier, lorsque f et

x sont des plongements élémentaires.

Laver [L92] a établi en 1989 le résultat suivant.

Proposition 7.— Si j est un plongement élémentaire du rang R, alors le sous-

système autodistributif de ER engendré par j est acyclique.

Avec ce résultat, Laver a construit le premier exemple d’un système AD acyclique,

mais un exemple dont l’existence dépend d’un axiome indémontrable de théorie des

ensembles. La situation ainsi créée était étrange : dans des travaux indépendants,

Dehornoy et Laver avaient, à cette époque, partiellement résolu le problème des mots

de l’identité (AD), en construisant, sous l’hypothèse de l’existence d’un système AD

acyclique, un algorithme permettant de reconnâıtre si deux parenthésages donnés

sont ou non équivalents modulo ≡AD. La proposition 7 prouvait donc la décidabilité

du problème des mots en question à partir de l’axiome indémontrable A, établissant

un lien paradoxal entre le problème des mots de (AD), qui ne met en jeu que des

manipulations de mots finis, et un rang autosimilaire, qui est un objet gigantesque.

Une solution a été proposée vers la fin 1991 par Dehornoy qui, à partir d’une

étude fine de l’autodistributivité dont nous donnerons une idée au numéro suivant,

a montré par une démonstration directe qu’un système AD libre est acyclique, et a

déduit de son analyse les liens avec les tresses (voir [D92a], [D92b], [D94]).

4.4. Le groupe de l’autodistributivité. L’étude algébrique des systèmes AD

libres, en particulier celle du système D1 à un générateur, ont fait l’objet de nombreux

travaux de Laver et Dehornoy. Nous ne donnerons ici qu’un aperçu de l’approche de

Dehornoy et de la façon dont elle mène aux tresses.

Pour étudier D1, il est commode de représenter les parenthésages par des arbres

binaires avec racine. On représente la variable x par l’arbre réduit à sa racine ; si t1

et t2 sont des parenthésages, on représente le parenthésage t1 ∗ t2 par l’arbre obtenu

en greffant l’arbre associé à t1 à gauche d’une nouvelle racine, et l’arbre associé à t2

à droite. Tout sommet d’un arbre binaire a une adresse qui est une suite finie de 0

et de 1 : l’adresse de la racine est la suite vide ∅, et, en s’éloignant de la racine, on

passe de l’adresse d’un sommet à celui de son “successeur” gauche en ajoutant 0, et

à celle de son “successeur” droit en ajoutant 1.

Au no 3.1 nous avons défini la notion d’expansion d’un parenthésage. Cette
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définition se transpose facilement aux arbres binaires. Nous pouvons décrire plus

finement la situation en considérant le cas où l’identité (AD) est appliquée une seule

fois, toujours de la gauche vers la droite, et en prenant en compte l’adresse où elle l’est

dans l’arbre correspondant. Nous noterons∇α l’opération consistant à appliquer (AD)

à l’adresse α (l’opération ∇α n’est pas partout définie sur M). Il est facile de vérifier

les relations suivantes :

∇α0β ∇α1γ = ∇α1γ ∇α0β , (4.1)

∇α0β ∇α = ∇α ∇α10β ∇α00β, (4.2)

∇α10β ∇α = ∇α ∇α01β, (4.3)

∇α11β ∇α = ∇α ∇α11β, (4.4)

∇α1 ∇α ∇α1 ∇α0 = ∇α ∇α1 ∇α, (4.5)

où α, β et γ sont des adresses quelconques.

Dans [D94] Dehornoy introduit alors le groupe GAD engendré par les générateurs

∇α (indexés par les adresses α) et les relations (4.1)–(4.5), et montre que ce groupe

opère sur le magma libre M de telle sorte que les orbites de l’action sont exacte-

ment les classes d’équivalence d’éléments de M pour la relation ≡AD. Il établit que le

système D1 est acyclique en étudiant le groupe GAD à l’aide d’une méthode de retour-

nement des mots semblable à celle décrite au no 2.4 pour les tresses, et en construisant

un préordre sur GAD. Une étape essentielle consiste à reprendre la démonstration du

lemme d’absorption 4, qui se lit, dans le groupe GAD, comme l’existence d’une loi

binaire ∗ donnée par la formule

a ∗ b = a T (b)∇∅ T (a)
−1, (4.6)

où T est cette fois-ci l’endomorphisme qui envoie ∇α sur ∇1α pour tout α.

Le lien avec les tresses résulte de l’observation suivante : l’application π définie

par π(∇α) = 1 si l’adresse α contient au moins un 0, et π(∇α) = σi+1 si α est une

suite constituée de i fois le chiffre 1, induit un homomorphisme surjectif de groupes

de GAD sur le groupe de tresses B∞. En outre, π transporte la loi (4.6) de GAD sur

la loi autodistributive (3.1) de B∞.

Signalons ici la parenté du groupe GAD avec le groupe F de Thompson, qui en

est l’exacte contrepartie lorsqu’on remplace l’identité AD par l’associativité. Dans

cette correspondance, la relation (4.5) est l’analogue de la relation du pentagone de

Mac Lane–Stasheff. On trouvera un exposé de synthèse sur le groupe F dans [CPF].
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4.5. Systèmes autodistributifs finis. En étudiant les quotients finis du sys-

tème AD associé à un plongement élémentaire, Laver [L95] a montré que, pour tout

entier n ≥ 1, il existe une unique structure autodistributive An sur l’ensemble fini

{1, 2, . . . , 2n} tel que k ∗ 1 ≡ k + 1 modulo 2n (on trouvera plus bas les tables de

multiplication de A1, A2 et A3). Les ensembles An forment un système projectif de

systèmes AD et jouent un rôle-clé parmi les systèmes autodistributifs. En particulier,

Drápal [Dr] a montré que tout système AD monogène fini se construit simplement à

partir de systèmes An. Chaque ligne de la table de multiplication de An est la répéti-

tion périodique d’un suite croissante de nombres allant jusqu’à 2n. De par l’existence

du système projectif mentionné ci-dessus, la période pn de la première ligne de la table

de An est une suite croissante au sens large. En traduisant une propriété non triviale

des ordinaux et des plongements élémentaires, Laver [L95] a démontré la proposition

suivante, qui implique notamment que le sous-système AD engendré par 1 dans la

limite projective des An est libre.

Proposition 8.— S’il existe un rang autosimilaire, alors la suite (pn)n tend vers

l’infini.

Pour l’instant aucune tentative pour démontrer ce résultat finitiste sans faire

appel à la théorie des ensembles n’a abouti. On sait seulement que la première valeur

de n pour laquelle pn dépasse 32 est gigantesque [Do], [DJ]. Les systèmes An sont des

objets d’une très grande complexité combinatoire, et restent encore très mal connus.

Une question évidente, mais complètement ouverte, est de se demander s’ils sont

susceptibles d’applications topologiques.

A1 1 2
1 2 2

2 1 2

A2 1 2 3 4
1 2 4 2 4

2 3 4 3 4

3 4 4 4 4

4 1 2 3 4

A3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 6 8 2 4 6 8

2 3 4 7 8 3 4 7 8

3 4 8 4 8 4 8 4 8

4 5 6 7 8 5 6 7 8

5 6 8 6 8 6 8 6 8

6 7 8 7 8 7 8 7 8

7 8 8 8 8 8 8 8 8

8 1 2 3 4 5 6 7 8

Tables de multiplication de A1, A2 et A3
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5. APPROCHES GÉOMÉTRIQUES

Récemment, deux constructions géométriques de l’ordre de Dehornoy ont été pro-

posées par des topologues.

5.1. La définition de Fenn, Greene, Rolfsen, Rourke et Wiest. Notons Dn

le disque unité fermé du corps C des nombres complexes, muni de n points marqués

P1, . . . , Pn intérieurs au disque et situés sur le diamètre réel Γ = [−1, 1]. Ordonnons

les points marqués de sorte que le diamètre Γ soit la juxtaposition des n+1 segments

[P0, P1], [P1, P2], . . . , [Pn−1, Pn], [Pn, Pn+1] que nous numéroterons de 1 à n+1 (pour

simplifier, on a posé P0 = −1 et Pn+1 = 1).

On sait (voir [BZ], chap. 10) que le groupe de tresses Bn est isomorphe au groupe

des classes d’isotopie des homéomorphismes de Dn qui fixent le bord du disque point

par point et permutent les points marqués. Considérons l’image de Γ par un tel

homéomorphisme ϕ : la courbe simple ϕ(Γ) sépare Dn en deux composantes con-

nexes et est l’union de n + 1 “petites courbes” ϕ([Pi, Pi+1]) dont les extrémités sont

les points P0, P1, . . . , Pn+1. On appelle ϕ(Γ) le diagramme de courbes de ϕ. Suivant

un procédé bien connu et utilisé par exemple dans [Mo], on rectifie ϕ(Γ) en raccour-

cissant les petites courbes de manière à faire cöıncider le maximum d’entre elles avec

des segments [Pi, Pi+1] et à éliminer les intersections inutiles avec Γ. Il est montré

dans [F+] que deux tels homéomorphismes deDn représentent la même tresse dans Bn

si et seulement leurs diagrammes de courbes rectifiés sont isotopes via une isotopie qui

fixe les petites courbes cöıncidant avec des segments [Pi, Pi+1]. Pour i = 1, . . . , n− 1,

on peut donc considérer l’ensemble Πi des éléments de Bn correspondant aux dia-

grammes de courbes rectifiés pour lesquels ϕ([Pj−1, Pj]) = [Pj−1, Pj] pour tout j < i

et ϕ([Pi−1, Pi]) monte vers le demi-plan supérieur de C. On pose Π =
⋃n−1

i=1 Πi.

Fenn et al. [F+] ont établi en 1997 que la relation β <Π β′ définie par β−1β′ ∈ Π

est une relation d’ordre total invariant par multiplication à gauche sur le groupe Bn.

Ils ont aussi montré qu’une tresse est dans Πi si et seulement si elle est σi-positive,

ce qui entrâıne que l’ordre <Π cöıncide avec celui défini au no 1.3. On obtient ainsi

une définition géométrique de l’ordre de Dehornoy.

Utilisant les mêmes techniques, Rourke et Wiest [RW] (voir aussi [SW]) ont

montré que le groupe des difféotopies (“mapping class group” en anglais) d’une surface

compacte (non nécessairement orientable) à bord non vide est un groupe ordonnable.

Ils ont aussi construit un algorithme qui décide en temps quadratique si un élément

différent de l’identité est positif ou négatif pour l’ordre construit.
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La figure 3 montre les diagrammes de courbes de cinq tresses. On voit, par

exemple, sur ces diagrammes que σ1σ2σ
−1
1 et σ1σ2σ

−2
1 sont σ1-positifs.

✫✪
✬✩

• • •

1

✫✪
✬✩

•••�❅
❅�

σ1

✫✪
✬✩

•••��❅❅✟❍✟❍

σ1σ2

✫✪
✬✩

•••✁✁ ❆❆❅��
❅�
✟❅✟

σ1σ2σ
−1
1

✫✪
✬✩

•••✁✁ ❆❆❅�
❅❅

✟

✟✟
❅❅

✟✘✘ ❅❅ ✟

σ1σ2σ
−2
1

Figure 3

5.2. L’approche à la Nielsen. En septembre 1998, W. P. Thurston [Th] a expliqué

comment les travaux classiques de Nielsen sur les surfaces permettaient de construire

un ordre invariant sur Bn à partir de la proposition suivante.

Proposition 9.— Le groupe Bn opère sur la droite réelle par des homéomorphismes

croissants de sorte que l’action soit libre en au moins un point réel.

Avant d’établir la proposition 9, montrons comment on en déduit un ordre total

sur Bn. Soit x ∈ R un point pour lequel l’action de la proposition 9 est libre (c’est-

à-dire un point dont le stabilisateur est trivial). Pour β, β′ ∈ Bn, posons β <x β
′ si

β(x) < β′(x) pour l’ordre naturel de R. La liberté de l’action en x implique que la

relation <x est un ordre, et c’est alors clairement un ordre total. Comme Bn opère

par des homéomorphismes croissants, l’ordre <x est invariant par multiplication à

gauche.

Short et Wiest [SW] ont classifié les ordres <x à conjugaison près (il y en a une

infinité non dénombrable) et montré que l’on retrouve ainsi l’ordre de Dehornoy.

5.3. Démonstration de la proposition 9. Soit S une surface orientée fermée

de genre un marquée en n points P1, . . . , Pn et C une courbe simple séparant S en

une surface A de genre un et une surface de genre zéro contenant les points marqués.

Le groupe de tresses Bn s’identifie aussi au groupe des classes d’isotopie de difféo-

morphismes de S préservant l’orientation, induisant l’identité sur A et permutant les

points marqués.

Munissons S−{P1, . . . , Pn} d’une métrique hyperbolique complète pour laquelle

C est une géodésique et les points marqués sont des “cusps.” Fixons un point-base x0

sur C et le revêtement universel (D, 0) de (S−{P1, . . . , Pn}, x0). La métrique hyper-

bolique identifie (D, 0) avec le disque unité de C. Tout difféomorphisme ϕ de S qui

fixe x0 et permute les points marqués se relève en un difféomorphisme ϕ̃ de D fixant 0.
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Dans [Ni], § 10, Nielsen a montré que ϕ̃ se prolonge en un homéomorphisme ∂ϕ̃ du

bord ∂D de D, c’est-à-dire du cercle unité, que ∂ϕ̃ conserve l’orientation si ϕ la con-

serve, et que ∂ϕ̃ ne dépend que de la classe d’isotopie de ϕ. On obtient ainsi une

action de Bn sur le cercle, préservant l’orientation. Pour obtenir une action sur R,

il suffit de remarquer que l’action précédente fixe un point, par exemple l’une des

extrémités d’un relèvement de C passant par 0.

L’existence d’un point deR pour lequel l’action est libre se déduit également d’un

résultat de Nielsen qui dit que, si ϕ n’est pas isotope à l’identité, alors l’ensemble des

points fixes de ∂ϕ̃ est un fermé d’intérieur vide (voir [Ni], § 14). Comme une union

dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide (théorème de Baire), il

résulte que l’action de Bn sur R est libre sur une partie Gδ-dense, donc en au moins

un point. �

Remarque. La lecture de [Ni] montre que Nielsen avait déjà établi l’existence d’une

action de Bn sur le cercle, préservant l’ordre cyclique, fixant un point et ayant une

orbite libre.
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