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On commence par énoncer et montrer le théoréme de CARATHEODORY.

Théoréme : Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n. Soit A une partie non-vide de E. Alors I’enveloppe

convexe de A est :
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Démonstration : Soit x = Z Aia; € Conv(A) avec p minimal. Par 'absurde, supposons p > n + 2. Considérons
i=1

I’application linéaire
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D’apreés le théoréme du rang, on a dim ker ¢ =p —dim Im ¢ > p— (n+ 1) > 1. Dit autrement, une application
linéaire d’une espace de dimension p dans un espace de dimension au plus n + 1 > p ne peut pas étre injective.
Soit alors (o, ..., ) € ker ¢\ {0}.

Posons, pour tout ¢ € [1,p], F; = {t € R | \; + ta; > 0}, et considérons F =, F;.

L’ensemble F' est non vide car 0 € F. De plus, F est une intersection d’intervalles fermés de R, c’est donc un
intervalle fermé de R. Comme (a1, ..., p) # (0,...,0), il existe ¢, j € [1,p] tels que o; > 0 et ; < 0, ainsi F' est
borné, c’est donc un segment. Soit 7 sa borne inférieure. Comme F' est une intersection finie, il existe ig tel que si
t <1, A, +ta;, <0. Alors \;y + 7a;, =0.
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Posons alors pour tout i € [1,p], s = A\j +7a; > 0 (car 7 € F). On a done Zui =letx= Z,uiai = Z i Q.
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Ceci contredit la minimalité de p. On a donc p < n + 1, d’ou le résultat. O

On montre maintenant un corollaire qui donne une CNS pour qu’un systéme diophantien aie une solution positive.

Corollaire : Soit m,n € N* et A € M,, ,,(Z). Alors le systéme diophantien Az = 0 admet une solution dans N™

si et seulement si Og~» est dans I’enveloppe convexe des colonnes de A dans R™.



Démonstration : Soit ay,...,a,, € Z™ les colonnes de A.

m n
= : Si le systéme admet une solution (z1,...,,,) non nulle dans N™, alors Z Xzai =0, avec \ = Zml Ainsi
i=1 i=1
Or» s’écrit comme combinaison convexe des a;.
< : Si Ogrn € Convgr(ay,...,am), soit I € N* et iy,...,4; € [1,m] tels que Orn € Convgr(ai,,...,a;) avec l
minimal. Soit A = (aiy]---lai,) et soit r = rgg A. Puisque Og» € Convr(ay,...,an), la famille (a;,,...,a;) est

liée, donc r < [. De plus, par le théoréme de Carathéodory, | < r + 1. Donc r = [ — 1 et dim keng =1 par le
théoréme du rang.
Le rang est invariant par extension de corps (c’est la dimension de la plus grande sous-matrice carrée de déterminant

non-nul, cette caractérisation ne dépend que des coefficients de la matrice), donc rgq A = 1. Soit T € Q'\ {0} un

vecteur directeur de kergq A. Alors 7 est également un vecteur directeur de kerg A. Or il existe AL, ..y N € Ry tels
l
que Z)\kaik =0 (car 0 € Conv(as,,--.,a;)), i.e. (A1,...,A;) € kerg A. Donc les coefficients de Z sont tous de
k=1

méme signe, et quitte & considérer —, on peut supposer qu’ils sont tous positifs.
T sii=ig € {i1,...,1 i

On pose alors pour tout ¢ € [1,m], z; = k. CARUTE . On a alors Zmiai = 0 avec z; € Q4 pour
0 sinon Py

tout 7 € [1,m]. 1l suffit de multiplier « par le ppcm des dénominateurs des x; pour obtenir une solution a Az =0

dans N™. U



