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Théorème : Tout sous-groupe fermé de GLn(R) est une sous-variété deMn(R).

Démonstration : Soit G un sous-groupe fermé de GLn(R). On veut montrer que G est localement difféomorphe
à un ouvert d’un sous-espace vectoriel de Mn(R) ' Rn2

. Puisque la translation (multiplication par une matrice
dans G) est un difféomorphisme, il suffit de montrer le résultat pour un voisinage de In dans G.

— Construction de l’espace vectoriel (espace tangent).
Soit LG = {M ∈ Mn(R) | ∀t ∈ R, exp(tM) ∈ G}. Montrons que c’est un sous-espace vectoriel de Mn. La
seule propriété non-triviale à montrer est la stabilité par addition. Soit A,B ∈ LG et t ∈ R. Montrons que
exp(t(A+B)) ∈ G.
La différentielle de exp en 0 est In ∈ GLn(R), donc exp est localement inversible au voisinage de 0 (théorème
d’inversion local), notons L cet inverse local. Il existe donc V un voisinage de 0, W un voisinage de In tels que
L :W → V vérifie L◦exp = IdMn

. PourM ∈ V , on a exp(M) = In+M+o(||M ||) et L(In+M) =M+o(||M ||).
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exp(t(A+B)).

Le groupe G étant fermé, on a donc exp(t(A+B)) ∈ G, et donc A+B ∈ LG.

— Construction de l’homéomorphisme.
Soit S un supplémentaire de LG dansMn(R), i.e.Mn(R) = LG ⊕ S. On pose

ϕ :
Mn(R) = LG ⊕ S −→ GLn(R)

M = A+B 7→ exp(A)exp(B)
.

L’application ϕ est de classe C∞ et dϕ0 = In. D’après le théorème d’inversion local, il existe U un voisinage
de 0 dansMn(R) tel que ϕ réalise un C∞-difféomorphisme de U dans ϕ(U).
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— Restriction de l’ouvert U .
Montrons que quitte à restreindre U , ϕ(U ∩ LG) = ϕ(U) ∩G. On aura alors le résultat.
On a toujours ϕ(U ∩ LG) ⊂ ϕ(U) ∩G par définition de LG.
Supposons par l’absurde que ϕ(V ) ∩G 6⊂ ϕ(V ∩ LG) pour tout voisinage V de 0. Alors, pour tout k ∈ N∗, il
existe Xk = Lk +Mk ∈ BMn(R)(0, 1/k) (Lk ∈ LG et Mk ∈ S) tel que ϕ(Xk) ∈ G et Xk /∈ LG, i.e. Mk 6= 0.
On a ϕ(Xk) = exp(Lk)exp(Mk) ∈ G et exp(Lk) ∈ G, donc exp(Mk) ∈ G.

Soit εk =
Mk

||Mk||
∈ S. La sphère Sn2−1 est compacte, donc on peut extraire de la suite (εk)k une sous-suite

(εψ(k)) tel que εψ(k) −→
k→+∞

ε avec ||ε|| = 1.

Soit t ∈ R, on écrit
t

||Mk||
= λk + µk avec λk ∈ Z et −1

2
< µk 6

1

2
. Alors exp(µkMk) −→ In car Mk −→ 0.

On a donc
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∈ G car G est fermé

Ainsi, ε ∈ LG ∩ S = {0}, contradiction avec ||ε|| = 1.

Remarques :

• L’espace vectoriel LG est l’espace tangent à G en In. En effet, pour tout M ∈ LG, γ : t 7→ exp(tM) est une
courbe de G telle que γ(0) = In et γ′(0) = M . Donc LG ⊂ TInG et ces deux espaces vectoriels ont même
dimension.

• On a LG = 0 si et seulement si G est discret.

• L’espace tangent LG est stable par [A,B] = AB − BA (se démontre comme pour la stabilité par l’addition,
en écrivant le développement à l’ordre 2). C’est une algèbre de Lie.

• En fait, tout sous-groupe de GLn(R) peut être muni d’une structure de variété en prenant la topologie induite
par l’exponentielle (i.e. une base d’ouverts de In est l’ensemble des U ⊂ G tels que exp−1(U) est ouvert dans
LG). On appelle cette topologie la topologie intrinsèque à G. Le théorème de Cartan-Von Neumann dit alors
que cette topologie coïncide avec la topologie induite par GLn(R) si le groupe est fermé pour la topologie
induite par GLn(R).

• Un exemple de groupe qui a une topologie intrinsèque différente de la topologie induite par GLn(R) est
GLn(Q). En effet, LGLn(Q) = {0}, donc sa topologie intrinsèque est la topologie discrète, alors que la topologie
induite par GLn(R) n’est pas discrète.

Merci à David Xu et Maxence Brévard pour ce développement ♥
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