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Je rappelle la définition du symbole de Legendre.

Définition : Soit q premier, p ∈ Z. On définit le symbole de Legendre de p sur q par :

(
p

q

)
=


1 si p est un carré dans F∗

q

−1 si p est un carré dans F∗
q

0 si p = 0 dans Fq

Théorème : Soit p premier impair, u ∈ GLn(Fp) identifié à la permutation de Fnp correspondante. Alors sa

signature est ε(u) =
(
det(u)

p

)
.

On coupe le résultat en 2 lemmes. On fixe p premier impair pour toute la suite.

Lemme : Le morphisme
(
·
p

)
est l’unique morphisme de groupe non trivial de F∗

p dans {±1}.

Démonstration : Le groupe F∗
p est cyclique, donc un morphisme de F∗

p dans {±1} est entièrement déterminé par

l’image d’un de ses générateurs. Il y a donc un unique morphisme non trivial de F∗
p dans {±1}. Or

(
·
p

)
est non

trivial, car
F∗
p → F∗

p

x 7→ x2
est non injectif donc non surjectif.

Lemme : Soit G un groupe abélien et ϕ : GLn(Fp) → G un morphisme. Alors il existe δ : F∗
p → G tel que

ϕ = δ ◦ det.

Remarque 1 :
En termes savants, on cherche un δ qui rend le diagramme suivant commutatif :

GLn(Fp)

det

��

ϕ

##
F∗
p

δ // G

1



Démonstration : Puisque G est abélien, SLn(Fp) = D (GLn(Fp)) ⊂ Ker(ϕ).
Donc il existe ϕ : GLn(Fp)/SLn(Fp)→ G tel que ϕ = ϕ◦π, où π : GLn(Fp)→ GLn(Fp)/SLn(Fp) est la projection
canonique. Or det : GLn(Fp)/SLn(Fp) → F∗

p est un isomorphisme (par le premier théorème d’isomorphisme) tel
que det = det ◦ π. En posant δ = ϕ ◦ det−1

, on a ϕ = δ ◦ det.

Démonstration du théorème : On applique le deuxième lemme à ε : GLn(Fp) → {±1} (où GLn(Fp) est vu
comme un sous groupe de S(Fnp )). Il existe donc δ : F∗

p → {±1} tel que ε = δ ◦det. Il suffit de montrer que δ est non
trivial (donc que ε est non trivial), et on aura le résultat grâce au premier lemme. Pour cela, il suffit de trouver un
élément de GLn(Fp) qui est un (pn − 1)-cycle. On identifie Fnp et Fpn . Le groupe F∗

pn est cyclique, d’ordre pn − 1.
Soit g un de ses générateurs. Alors (u : x 7→ gx) ∈ GLn(Fp) est un (pn − 1)-cycle. Or p est impair, donc ε(u) = −1,
ce qui conclut la démonstration.

Remarque 2 :
Parmi les applications classiques de ce résultat, il y a le calcul de la signature du morphisme de Frobenius et le

calcul de
(
2

p

)
.
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