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On souhaite résoudre un systéme linéaire de la forme Az = b ot A € GLy(R) et b € R Notons T 1'unique

solution du systeme.
t
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On écrit la matrice A sous la forme A = , de sorte que les a; € R? soient les vecteurs colonnes correspon-
tag
. . a; b;
dants aux lignes de A. On pose pour i € {1,...,d}, u; = ﬁ cR%et f3; = ﬁ cR.
a; a;

On définit les hyperplans affines H; = {z € R* | 'u;z = B;} = Biu; + Vect(u;)* et les hyperplans vectoriels associés
E; = Vect(u;)*. Ces hyperplans affines sont 1’écriture ligne par ligne de 1’égalité Az = b. On a donc naturellement

le résultat suivant :

d
Lemme : On a (| H; = {z}.
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Démonstration : Soit z € R. On a :

d t
e ﬂHi@Vie{l,...,d}ﬁz: H
i=1 ¢

eVie{l,... d} ‘ez =

& Az =b.

On fixe maintenant xo € R%\ {0} (pint de départ de notre algorithme itératif).
L’idée de la méthode de Kacmarz est de considérer les projections orthogonales successives de xg sur les hyperplans

H;. En notant M; la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel E; pour i € {1,...,d}, on a :



1 = Mizo + Brus
o = Moz + Baus

xq = Maxa—1 + Baua

ZTa+1 = Mizq + frur

FIGURE 1 — Début de la méthode de Kacmarz dans R?

On obtient ainsi une suite (v,,)nen € (RY)N.
Proposition : La suite (), converge vers la solution Z du systéme Az = b.

Démonstration : Posons, pour tout n € N, €, = x,, — Z (I’erreur au rang n), et montrons que ||€,|| — 0

Soit n € N*,onae, =x,—T = Myx,_1 — (T— Bruy) (pour les indices sous M, 3 et u, on considére le représentant
de n [mod d| pris entre 1 et d).

Or,z € H, = E, + Bpun, donc T— Bru, € E,, et donec M, (T — Brun) = T— Bruy,. Done €, = My (-1 4 Bty —T).
Comme u,, € E;-, on a M, (B,u,) =0, donc €, = My, (2,1 —T) = My€,_1.

De plus, les M; sont des matrices de projections orthogonales, leur norme est donc égale a 1, et on a :
llenll < [ Mal[llen—1l] = [len—ll-

La suite (||e,||)n est donc décroissante. Puisqu’elle est minorée par 0, elle converge.



Il reste & montrer que sa limite est 0. Pour cela, il suffit de trouver une sous-suite qui converge vers 0.

On consideére la sous-suite (€,4)n, €t on pose M = MygMy_1 ... M;. On a ainsi €,4 = Me@p—1yq-

Montrons que ||M]| < 1. Soit € R4\ {0}.
— S’il existe i € {1,...,d} tel que ||M;M;_; --- Myz|| < ||=||, alors
| Mz|| <[|Mall - ||Ma—vl[ - - [|Miga|| - [|MiM;—y - - Myz|| = |[Mi My - - Myz|| < [|2]].

— Sinon, on a pour tout ¢ € {1,...,d}, ||M;--- Myz|| = ||z||. En particulier, ||Mix|| = ||z||. Cela signifie que
d

x € E; et donc Mz = x. On en déduit par récurrence que = € _ﬂlEi = {0} carVi € {1,...,d}, E; = Vect(u;)*
1=

et les u; forment une base de R%. Donc z = 0, absurde.

M
Ainsi, ||Mz|| < ||z|| pour tout = € R\ {0}. Or ||M|| = sup |||| ﬁ”, et comme la dimension est finie, S9!
zegd-1 [|T
|| Mz

vesi=t|[z||

est compacte, le sup est atteint et donc ||M|| =

Ainsi, ¥n € N, ||end|| < ||M]|™||€o]|, avec ||M]] < 1. La suite converge donc bien vers 0.

Remarques :

e Quelle est la complexité de cette méthode? A chaque itération, on doit calculer

Tnt+l = Mn+1xn + 5n+1un+1-

Pas besoin de calculer un produit matrice-vecteur en O(d?) opérations puisque M;x = = — u; Y = x —
(x,u;)u;. Le calcul de z,41 & partir de z,, se fait donc en O(d) opérations. On converge vers la solution a
vitesse géométrique toute les d itérations, la complexité est donc en O(d?) opérations pour une convergence

géométrique, comme les méthodes usuelles (Jacobi, Gauss-Seidel etc.)

e Cette méthode fonctionne également lorsque la matrice A n’est pas inversible. Alors l'intersection des hyper-
plans affines H; n’est pas réduit & un unique point (mais est toujours I’ensemble des solutions du systéme) et

la suite (z,) convergera vers la projection orthogonale de xg sur cette intersection.

Merci a David XU pour ce développement.



