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Théoréme : On note C§°(R) lespace des fonctions C* sur R a support compact, et pour ¢ € C5°(R), on note ¢

sa transformée de Fourier.
1. Soit ¢ € C§°(R) avec supp(yp) C [r, —r]. Il existe une fonction F' : C — C holomorphe telle que :
Flr=¢
YN eN, 3Cy >0, Vz € C, |F(z)| < Cn(1 + |z]) " NerHm(=)l (%)

2. Réciproquement, soit F' : C — C holomorphe vérifiant (x). Il existe ¢ € C§°(R) telle que :

supp(p) C [=7,7]

¢ =F|r

Démonstration :

1. On pose pour tout z € C, F(z) = fR e~ "= p(t)dt. Cette intégrale est bien définie puisque ¢ est a support
compact et on a bien sir F|g = ¢, il reste donc & montrer que F' est entiére et qu’elle vérifie (x).

On va appliquer un théoréme d’holomorphie sous 'intégrale. On pose

RxC — C
(t,2) = e ()

On sait que pour tout t € R, z — f(¢,2) est holomorphe sur C. De plus, on a pour R > 0 et |z| < R,
1£(t,2)] < T Mo(t)] < e ()]

car supp(p) C [—r,7], et t — e"|p(t)] est intégrable.
Ainsi, pour tout R > 0, par le théoréme d’holomorphie sous I'intégrale, F' est holomorphe sur {|z| < R}. On
en déduit que F' est holomorphe sur C.

Montrons maintenant que F vérifie (x). On observe que pour tout N € N et z € C,



VP (2)] = \ / zNe-“w)dt\
1 _'L z
=| [ e i et
—1 sz
/ et TN ( )dt’

r|Im(z)|
<e| /‘dtN '

En posant Cy = S | ()| dt < 400, on a donc VN € N, 2|V |F(2)] < Cerlim@|,
Ainsi, pour tout N € N,

IPP

N
A+ 1) FE) =3 (N ) 2P )]

Ainsi F vérifie (%), ce qui termine la démonstration du premier point.

. On pose pour tout t € R, p(t) = % [ € F(x)dz. Puisque F|g vérifie (x), elle est dans L'(R) donc ¢ est
bien définie. De plus, ¢ est C*° sur R par théoréme de classe C*° sous l'intégrale. Par le théoréme d’inversion
de Fourier, on a bien ¢ = F|r. Il ne reste plus qu’a montrer que ¢ est a support compact et supp(p) C [—r,7].
On va commencer par montrer que pour tout y,t € R, on a o(t — f it( z“y)F (z + iy)dzx, c’est a dire

que ¢ ne dépends pas de la ligne horizontale sur laquelle on 1ntegre On fixe t € R, et on pose

CcC — C

gi : , :
AR 2 F(z)

La fonction g; est holomorphe sur C. On fixe R > 0 et on l'intégre sur le contour suivant, :

iR
—R+ 1y iy R+1y
< a
R‘
-R 0 R



Par le théoréme des résidus, on obtiens :

R y R Y
0= / gi(z)dx + / gt(R+1is)ds — / gi(x +iy)dx — / gi(—R +1is)ds
-R 0 -R 0

11 I2 Ig I4

Montrons que Iy, Iy — 0. D’aprés l'inégalité () avec N =1 on a :
R—4o0

lg: (R +is)| = |e“(R+iS)F(R +is)|

s

et la convergence est uniforme en s € [0, y]. Donc Is, I4 —) 0. Par théoréme de convergence dominée, on a
—+o0

donc pour tout y € R, ¢ — f Z““‘*‘””F (x +iy)dx.

Soit t € R* et A > 0. On pose y = )\ de sorte que ty = Al¢| et |[y| = A. On obtient alors par (x) avec N = 2

£l

pour x € R :

€ P+ iy)| < e (1 + [x]) 2"V
I (1 4 fa]) -2

d’ott |p(t)]| < CoeMr=Ith Jr(1+]z|)~2dz. En passant 4 la limite lorsque A — +00 si [t| < r, on obtient ¢(t) = 0
sit ¢ [—r,r], donc supp(p) C [—r,7].
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