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Théorème : On note C∞0 (R) l’espace des fonctions C∞ sur R à support compact, et pour ϕ ∈ C∞0 (R), on note ϕ̂
sa transformée de Fourier.

1. Soit ϕ ∈ C∞0 (R) avec supp(ϕ) ⊂ [r,−r]. Il existe une fonction F : C→ C holomorphe telle que :

F |R = ϕ̂

∀N ∈ N, ∃CN > 0, ∀z ∈ C, |F (z)| 6 CN (1 + |z|)−Ner|Im(z)| (∗)

2. Réciproquement, soit F : C→ C holomorphe vérifiant (∗). Il existe ϕ ∈ C∞0 (R) telle que :

supp(ϕ) ⊂ [−r, r]

ϕ̂ = F |R

Démonstration :

1. On pose pour tout z ∈ C, F (z) =
∫
R
e−itzϕ(t)dt. Cette intégrale est bien définie puisque ϕ est à support

compact et on a bien sûr F |R = ϕ̂, il reste donc à montrer que F est entière et qu’elle vérifie (∗).
On va appliquer un théorème d’holomorphie sous l’intégrale. On pose

f :
R×C → C

(t, z) 7→ e−itzϕ(t)
.

On sait que pour tout t ∈ R, z 7→ f(t, z) est holomorphe sur C. De plus, on a pour R > 0 et |z| < R,

|f(t, z)| 6 et|Im(z)||ϕ(t)| 6 erR|ϕ(t)|

car supp(ϕ) ⊂ [−r, r], et t 7→ erR|ϕ(t)| est intégrable.
Ainsi, pour tout R > 0, par le théorème d’holomorphie sous l’intégrale, F est holomorphe sur {|z| < R}. On
en déduit que F est holomorphe sur C.
Montrons maintenant que F vérifie (∗). On observe que pour tout N ∈ N et z ∈ C,
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|z|N |F (z)| =
∣∣∣∣∫

R

zNe−itzϕ(t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
R

1

(−i)N
dN

dtN
(e−itz)ϕ(t)dt

∣∣∣∣
IPP
=

∣∣∣∣∫
R

e−itz
dNϕ

dtN
(t)dt

∣∣∣∣
IT
6 er|Im(z)|

∫
R

∣∣∣∣dNϕdtN
(t)

∣∣∣∣ dt
En posant C̃N =

∫
R

∣∣ϕ(N)(t)
∣∣ dt < +∞, on a donc ∀N ∈ N, |z|N |F (z)| 6 C̃Ne

r|Im(z)|.
Ainsi, pour tout N ∈ N,

(1 + |z|)N |F (z)| =
N∑
k=0

(
N

k

)
|z|k|F (z)|

6

(
N∑
k=0

(
N

k

)
C̃k

)
︸ ︷︷ ︸

CN

er|Im(z)|

Ainsi F vérifie (∗), ce qui termine la démonstration du premier point.

2. On pose pour tout t ∈ R, ϕ(t) =
1

2π

∫
R
eitxF (x)dx. Puisque F |R vérifie (∗), elle est dans L1(R) donc ϕ est

bien définie. De plus, ϕ est C∞ sur R par théorème de classe C∞ sous l’intégrale. Par le théorème d’inversion
de Fourier, on a bien ϕ̂ = F |R. Il ne reste plus qu’à montrer que ϕ est à support compact et supp(ϕ) ⊂ [−r, r].
On va commencer par montrer que pour tout y, t ∈ R, on a ϕ(t) =

1

2π

∫
R
eit(x+iy)F (x + iy)dx, c’est à dire

que ϕ ne dépends pas de la ligne horizontale sur laquelle on intègre. On fixe t ∈ R, et on pose

gt :
C → C

z 7→ eitzF (z)
.

La fonction gt est holomorphe sur C. On fixe R > 0 et on l’intègre sur le contour suivant :

−R R

−R+ iy R+ iyiy

0

R

iR
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Par le théorème des résidus, on obtiens :

0 =

∫ R

−R
gt(x)dx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ y

0

gt(R+ is)ds︸ ︷︷ ︸
I2

−
∫ R

−R
gt(x+ iy)dx︸ ︷︷ ︸

I3

−
∫ y

0

gt(−R+ is)ds︸ ︷︷ ︸
I4

Montrons que I2, I4 −→
R→+∞

0. D’après l’inégalité (∗) avec N = 1 on a :

|gt(R+ is)| = |eit(R+is)F (R+ is)|

6 e−ts
C1

1 +R
ers

6 e(r−t)s
C1

1 +R

−→
R→+∞

0

et la convergence est uniforme en s ∈ [0, y]. Donc I2, I4 −→
R→+∞

0. Par théorème de convergence dominée, on a

donc pour tout y ∈ R, ϕ(t) =
1

2π

∫
R
eit(x+iy)F (x+ iy)dx.

Soit t ∈ R∗ et λ > 0. On pose y = λ
t

|t|
, de sorte que ty = λ|t| et |y| = λ. On obtient alors par (∗) avec N = 2

pour x ∈ R :

|eit(x+iy)F (x+ iy)| 6 e−ty(1 + |x|)−2er|y|

eλ(r−|t|)(1 + |x|)−2

d’où |ϕ(t)| 6 C2e
λ(r−|t|) ∫

R
(1+ |x|)−2dx. En passant à la limite lorsque λ→ +∞ si |t| < r, on obtient ϕ(t) = 0

si t /∈ [−r, r], donc supp(ϕ) ⊂ [−r, r].

Merci à Pierre De Roubin pour ce développement ♥
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