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Exercice 1. (5 points.)
Résoudre dans C l’equation suivante

(z − i)4 = 1.

Exprimer la(les) solution(s) dans la forme polaire.

Les racines 4èmes de l’unité sont 1,−1, i,−i. Les solutions sont

z1 = 1 + i =
√

2 ei
π
4

z2 = −1 + i =
√

2 ei
3π
4

z3 = i+ i = 2 ei
π
2

z4 = −i+ i = 0

Exercice 2. (5 points.) Calculer l’intégrale ∫
D

dzdz̄

1 + |z|4
,

où D = {z | Imz > 0,Rez > 0}.

Dans les coordonnées polaires dzdz̄ = −2irdrdϕ.∫
D

dzdz̄

1 + |z|4
= −2i

∫
D

rdrdϕ

1 + |z|4
= −2i

∫ ∞

0

∫ π
2

0

rdrdϕ

1 + r4
= −2i

∫ ∞

0

∫ π
2

0

rdrdϕ

1 + r4

on changeant x = r2,

= −iπ
∫ ∞

0

dx

1 + x2
= −iπ

2
(arctanx)|∞0 = −iπ

2

4

Exercice 3. (5 points.) Calculer l’intégrale∫
C(1,2)

z2 − 1

z3 − 2z
dz,

où C(1, 2) est un cercle de centre 1 et de rayon 2, parcouru dans le sens trigonométrique.



Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle donne

1

z3 − 2z
=

1

4

(
1

z −
√

2
+

1

z +
√

2
− 2

z

)
∫
C(1,2)

z2 − 1

z3 − 2z
dz =

1

4

∫
C(1,2)

z2 − 1

z −
√

2
dz +

1

4

∫
C(1,2)

z2 − 1

z +
√

2
dz − 1

2

∫
C(1,2)

z2 − 1

z
dz

En dessinant le contour on voit que 0 et
√

2 se trouvent à l’intérieur et −
√

2 à l’extérieur. Par Cauchy∫
C(1,2)

z2 − 1

z3 − 2z
dz =

1

4
2πi(
√

2
2
− 1) + 0− 1

2
2πi(02 − 1) =

3

2
πi.

Exercice 4. (5 points.) Exprimer la forme différentielle sur C\{0} suivante

dz

z
+
dz̄

z̄
,

en coordonnées polaires (r, ϕ) puis en coordonnées cartésiennes (x, y).

dz

z
+
dz̄

z̄
= 2

dr

r
=

2xdx+ 2ydy

x2 + y2
.

2


