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Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence (qui peut dépendre de la constante a € C) et calculer la
somme de la série sur son disque de convergence

Z(n +a™)z".

n>0

La série ), ~onz" ale rayon égal a 1. La série ) - a"2" a le rayon convergence 1/|a|. Donc le rayon de
convergence de la série - ,(n+a™)z" est égal a R. = min(1,1/]al).
Sur le disque de convergence z € B(0, R.) on a

+oo 1 +oo 1
n __ n—1 _
D
d’ot
f nz" = ! Lo -
v S (1-2)2 1-z (1-—2)2
Finalement
= z 1
;(njLa )z T 1-22 1-az
Exercice 2. Trouver l'ordre Ord f(z) de la fonction
(1 — cot 2)3
f(2) = =5
(z—71)?

pour tout point z € C tel que f(z) = 0.
L’équation cot z = 1 a comme les solutions z, = 7 +mn, n € Z.

cotz =14 cot'(z,)(z — 20) + O((2 — 22)?) = 1 = 2(2 — 2,) + O((z — 2,)?),
Alors,
(1 —cotz)® =8(z—2,)* + O((z — z,,,)4)
d’ot Ord f(z) = 3 pour n #0 et Ord f(z) = 1.

Zn



Exercice 3. Trouver les résidus d’une-forme suivante & toutes ses singularités isolées et a l'infini.
sin 2z
(z+1)3

Remarque. Un théoréme du cours pourrait aider a raccourcir le calcul.

sin 2z 1 . sin 22 , ,, .
Hes <(z+1)3dz’ _1) T (3-1)! im ((z i 1)3(Z +1) ) = 2sin 2.

Car la somme des residues sur C vaut zéro, alors

W1 2
Res &dz,oo = —2sin 2.
(z+1)3

2,

Exercice 4. Trouver la somme de la série

cos(2na
3 contne),

n>1

ou « € [0,27). Justifiez les étapes de calcul en précisant les théorémes utilisés.
Remarque: La formule de transformation d’Abel

N
Z anbn = Z Sn(bn - anrl) - Smflbm + SNbN’

ol Sn = ZZ:;l ag, S() =0.
FEtudions la convergence de cette série numérique. FElle diverge pour o = 0,7w. Pour a € (0,7) U (7, 27),
par la formule de transformation d’Abel,

(1) ZN: cos(2na) —Nz_:lS 1 1 1 NX:IS Ly 1
n - "\n n+1 "n(n+ 1 NN
n=1 n=1 n=1
ot S, = Z:ln:l cos(2ma). En calculant
i: ()i2am -1 4 1- ei2o¢(n+1) -1 4 eiom Sin(n + 1)0/
’ 1 — ei2a sin o
on déduit
sin(n 4+ 1)«

sin o

= Z cos(2ma) = —1 + cosan

et |S,| <1+ ﬁ En faisant N — +oo dans la formule (1) on conclut que la série 2:201 COS(iM‘) converge
pour tout a € (0,7) U (mr, 2m).
En suite, pour |z| <1, on a

too ZQTI, to n +oo (_Z)n

< 2
; - _,;1 - —1—7121 = In(1—2)—In(l+2) =—1In(1 — 27),
too Z2n
= —1In(1 - 2%),
n=1 " " n=1

Par théoreme d’Abel on a

too too 2n too —ia\2n
(2 g 1 : 1 :
E w = lim ( E (re'®) + E (re™) > =-3 In(1 — e™) — 3 In(1 —e ) = —In(2|sinal),

r—1 n
n=1 n=1 n=1

pour a € (0,7) U (7, 2m).



