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Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence (qui peut dépendre de la constante a ∈ C) et calculer la
somme de la série sur son disque de convergence∑

n≥0

(n+ an)zn.

La série
∑
n≥0 nz

n a le rayon égal à 1. La série
∑
n≥0 a

nzn a le rayon convergence 1/|a|. Donc le rayon de
convergence de la série

∑
n≥0(n+ an)zn est égal à Rc = min(1, 1/|a|).

Sur le disque de convergence z ∈ B(0, Rc) on a

+∞∑
n=0

zn =
1

1− z
,

+∞∑
n=0

nzn−1 =
1

(1− z)2
,

d’où
+∞∑
n=0

nzn =
1

(1− z)2
− 1

1− z
=

z

(1− z)2
.

Finalement
+∞∑
n=0

(n+ an)zn =
z

(1− z)2
+

1

1− az
.

Exercice 2. Trouver l’ordre Ord
z

f(z) de la fonction

f(z) =
(1− cot z)3

(z − π
4 )2

,

pour tout point z ∈ C tel que f(z) = 0.
L’équation cot z = 1 a comme les solutions zn = π

4 + πn, n ∈ Z.

cot z = 1 + cot′(zn)(z − zn) +O((z − zn)2) = 1− 2(z − zn) +O((z − zn)2),

Alors,
(1− cot z)3 = 8(z − zn)3 +O((z − zn)4)

d’où Ord
zn

f(z) = 3 pour n 6= 0 et Ord
z0

f(z) = 1.



Exercice 3. Trouver les résidus d’une-forme suivante à toutes ses singularités isolées et à l’infini.
sin 2z

(z + 1)3
dz,

Remarque. Un théorème du cours pourrait aider à raccourcir le calcul.

Res

(
sin 2z

(z + 1)3
dz,−1

)
=

1

(3− 1)!
lim
z→−1

(
sin 2z

(z + 1)3
(z + 1)3

)′′
= 2 sin 2.

Car la somme des residues sur C̄ vaut zéro, alors

Res

(
sin 2z

(z + 1)3
dz,∞

)
= −2 sin 2.

Exercice 4. Trouver la somme de la série ∑
n≥1

cos(2nα)

n
,

où α ∈ [0, 2π). Justifiez les étapes de calcul en précisant les théorèmes utilisés.
Remarque: La formule de transformation d’Abel

N∑
n=m

anbn =

N−1∑
n=m

Sn(bn − bn+1)− Sm−1bm + SNbN ,

où Sn =
∑n
k=1 ak, S0 = 0.

Étudions la convergence de cette série numérique. Elle diverge pour α = 0, π. Pour α ∈ (0, π) ∪ (π, 2π),
par la formule de transformation d’Abel,

(1)

N∑
n=1

cos(2nα)

n
=

N−1∑
n=1

Sn

(
1

n
− 1

n+ 1

)
+ SN

1

N
=

N−1∑
n=1

Sn
1

n(n+ 1)
+ SN

1

N
,

où Sn =
∑n
m=1 cos(2mα). En calculant

n∑
m=1

ei2αm = −1 +
1− ei2α(n+1)

1− ei2α
= −1 + eiαn

sin(n+ 1)α

sinα

on déduit

Sn =

n∑
m=1

cos(2mα) = −1 + cosαn
sin(n+ 1)α

sinα
,

et |Sn| < 1+ 1
| sinα| . En faisant N → +∞ dans la formule (1) on conclut que la série

∑+∞
n=1

cos(2nα)
n converge

pour tout α ∈ (0, π) ∪ (π, 2π).
En suite, pour |z| < 1, on a

+∞∑
n=1

z2n

n
=

+∞∑
n=1

zn

n
+

+∞∑
n=1

(−z)n

n
= − ln(1− z)− ln(1 + z) = − ln(1− z2),

+∞∑
n=1

z̄2n

n
=

+∞∑
n=1

z̄n

n
+

+∞∑
n=1

(−z̄)n

n
= − ln(1− z̄2),

Par théorème d’Abel on a
+∞∑
n=1

cos(2nα)

n
= lim
r→1

(
+∞∑
n=1

(reiα)2n

n
+

+∞∑
n=1

(re−iα)2n

n

)
= −1

2
ln(1− ei2α)− 1

2
ln(1− e−i2α) = − ln(2| sinα|),

pour α ∈ (0, π) ∪ (π, 2π).
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