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Exercice 1. (4 points) Trouver la somme de la série
2 )
o (P H0)
pour a € R\Z.

Considérons la fonction méromorphe

0 1
z) = —_—.
/) sin(rz) (z + a)?
Les singularités de f sont des pdles simples aux points z = n € Z et un pole double en z = —a. On sait que

™

Res (7 in) = (1"

Ainsi,
(-)" (D"
R = —— R = —
Le point z = —a est un pdle double,
d ™ cos(—ma) cos(ma)
Res(f,—a)=|— | —— =—nt L = g2
es(f, —a) [dz (sm(wz))La " sin?(—7a) " sin?(ma)

En intégrant f sur un grand contour carré (comme on a fait en TD, et on ne répéte pas les details ici, mais
vous allez les fournir dans votre copie) et en faisant tendre sa taille vers l'infini, 'intégrale tend vers 0. La
somme des résidus est donc nulle :

Z Res(f,n) + Res(f, —a) = 0.

nez
Ainsi,
foo n
Z (-n™ 2 cos(ma)
(n+a)? sin?(7ra)’

n=—oo



Exercice 2. (4 points)
Calculer l'integrale

1
c 2%+ 1
ou C est le chemin donné par equation 22 + y? = 2z et parcouru dans le sens trigonométrique.
On commence par identifier le contour C'. On a
Pyt =2 = (z-1)?+y* =1

Donc C' est le cercle de centre 1 et de rayon 1, parcouru dans le sens trigonométrique.
Les poles de la fonction

1
f(z) =
(2) 24 +1
sont les racines de 1’équation
2= —1=¢".
Ainsi,
PCLEDSL,
zp=e" 1 k=0,1,2,3.
Les quatre poles sont donc
ez7‘r/47 63177/47 e5’L7'r/47 e7’1,7r/4.
dont deux se trouvent a l'intérieur de C
6’1,7r/4 ot e?'m'/4 _ e—’wr/4.

Les poles sont simples. Pour un poéle simple zg de f, on a

R 1 1 1
€S 7Z - — = — 3.
A1 (2% + 1)” 423

Z2=Zz0

Donc, par le théoréme des résidus,

Ainsi,
1 _ T _3in/4 3i7r/4)
/024 ) =3 (e +e .
Or
2
F—3z7r/4 + im/4 2 cos () _ <_\2[> _ _\/5
Finalement,

Exercice 3. (4 points) Calculer U'integrale

27 1
- 4
/0 (a + beosw)? “

oll a > b > 0, en utilisant le théoréme de résidus.



Posons

; 1 1 d
z=1¢", alors, cosx = — (er) , dr = i
2 z 12

Ainsi,

7 / 1 dz 4/ z d
= -— = - 5 az.
=1 (a+ 2 (2 + %))2 iz 0 Jjp=r (022 + 202 + b)?

Les poles sont les racines de
bz? +2az +b = 0.

Zy = —aiA7 A =+/a? — b2

b

Puisque @ > b > 0, on a
|24 | < 1, |z_| > 1.

Le seul pole a I'intérieur du cercle unité est donc z4, et il est d’ordre 2.
Décomposition en facteurs simples

bz? +2az+b=0b(z — 2 )(z — 2_).

Alors

4 z
I = — d .
i? /Zzl (z—2)2(z — 22

Par le théoréme des résidus,

. 4
I=2miRes (f, z4), [= wﬁ(z—2+)212—2—)2.

Comme le pole est double,

Rt = i (o)) L e (oo o)

Or
2A
Zi—z = —.
" b
Apres simplification, on obtient
2ma
1= .
(a% — b2)3/2

Exercice 4. (4 points) Calculer I'integrale

“+o00 1
/o @t

ot n € N, en utilisant le théoréme de résidus.

Posons
1 1

E+nn - (z—i)n(z+ o

On consideére le contour formé du segment [—R, R] et du demi-cercle supérieur de rayon R. Comme

10 =0( 1 )

f(z) =




I'intégrale sur le demi-cercle tend vers 0 lorsque R — +o0.
Le seul pole dans le demi-plan supérieur est z = i, d’ordre n. Par le théoréme des résidus,

o de : :
/ W = 27i Res (f, Z).

Or

Res (f,1) = (n_11)! {di:jl (Zji)”L

=i

On utilise la formule
d* (n+k—1)!

Sl ta)T = () ()T

dz (n—1)!
Avec k =n — 1, on obtient

dn1 . L Cn-2

e = (PR gy
Donc (1)1 )

. —1)" 1 (2n — 2)!
fes (0= (P T

Ainsi,

o (@24 1)n - 22n=2((n — 1)1)2°

/‘+°° dx (2n — 2)!

Comme la fonction est paire,
/ teo dx 1 / oo dx
Joo @+ 2/ o (@241

/+°° de. (2n — 2)!
o (.%‘2 + 1)71, 9 2271,—2((”_ 1)[)2

Finalement,

Exercice 5. (4 points) Déterminer le nombre de solutions (comptés avec multiplicités) d’équation
215 422 —2=0

a) dans D(0,1)
b) dans D(0,2)\D(0,1)
¢) dans C\D(0,2)

On utilise le théoréme de Rouché pour
f(z) = =524, g(z) = 2"+ 2% -2
Sur le cercle |z| =1, on a
et
g <[+ 2 +2=1+1+2=4.

Donc
l9(2)| < |f(2)] sur |z| = 1.



Par le théoréme de Rouché, P = f+g = 27 —52% 422 —2 et f ont le méme nombre de zéros dans D(0, 1).
Or f(z) posséde exactement 4 zéros (comptés avec multiplicité) dans D(0,1). Ainsi, P(z) posséde 4 zéros
dans D(0,1).

Sur le cercle |z| = 2, on considére

f2)=2",  g(z) =—bz"+22 -2,
et on a
[f(2) =128, |g(2)] <5lz|" + |21 +2 =286, |g(2)| <|f(2)]  sur|z]=2.

Par le théoréme de Rouché, P et f(z) = 27 ont le méme nombre de zéros dans D(0,2).
Comme 27 posséde 7 zéros dans D(0,2), le polynome P posséde également 7 zéros dans D(0,2), dont

trois dans ’anneau
D(0,2)\ D(0,1).

Il n’y a donc aucun zéro dans C\ D(0,2).



