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Feuille d’exercices numéro 1 : rappels sur les espaces
vectoriels normés et de Banach

Espaces vectoriels normés

Exercice 1. Identité du parallélogramme

Soit E un R-espace vectoriel normé.

a. Supposons E euclidien (i.e. la norme provient d’un produit scalaire).
Montrer qu’on a l’identité du parallélogramme :
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Ve,y € B, lz+yll” + llz —yll” = 202" + llylI")

b. Réciproquement, montrer que si F vérifie 'identité du parallélogramme,
alors E est euclidien.

Exercice 2. Théoréeme de Riesz

Rappeler et démontrer le théoréme de Riesz sur la compacité de la boule
unité d’un espace vectoriel normé.

Exercice 3. Séparé d’un espace vectoriel muni d’une semi-norme

Soit E un espace vectoriel, et N une semi-norme sur £. On pose
F={z € E;N(z) =0}.

a. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de FE.

b. Pour ¢ appartenant au quotient E/F et x un représentant de &, on pose
l€]| = N(z). Montrer que ||.|| est bien définie et est une norme sur E/F.

Espaces de Banach

Exercice 4. Point fize et itérées

Soient F un espace de Banach et f : E — E. On suppose qu’il existe une
itérée de f strictement contractante. Montrer que f admet un unique point
fixe.



Exercice 5. Une équation fonctionnelle

Soit K une fonction continue sur [0, 1]2. Soit ¢ continue sur [0, 1] ; pour toute
fonction f continue sur [0, 1], on définit :

€T
T,f(w) = | K(e.p)fw)dy+ o), @ e.1)
Montrer que ’équation Ty f = f possede une unique solution f continue.

Exercice 6. Un théoréme de point fixe

Soient E un espace vectoriel normé et K un compact convexe non vide de
E. Soit f : K — K une fonction 1-lipschitzienne ; montrer que f admet un
point fixe.

Exercice 7. Complétude et séries

Soit F un espace vectoriel normé. Montrer que E est complet si et seulement
si toute série absolument convergente d’éléments de E est convergente.

Exercice 8. Quotients

Soient E un espace de Banach et F' un sous-espace vectoriel fermé de E. On
introduit sur le quotient E/F

N(§) = it la]

Montrer que 'on définit ainsi une norme et que (E/F, N) est complet.

Exemples

Exercice 9. Polynémes

Sur Iespace C[X] des polynomes on pose, pour P = Y 7_, ap X" :

||P||oo=81;plakl,

1Plly = |axl, | Pll2 = (Z |ak|2> -
P prr

Montrer que l'on définit ainsi trois normes; sont-elles équivalentes? C[X]
est-il complet pour 'une d’elles ?



Exercice 10. Fonctions continues sur [0, 1]

On note E 'espace des fonctions continues sur [0, 1].

a. Montrer que ’application

1
feBnfly= [ 17

définit une norme sur FE.
b. (E,|.||;) est-il complet ?

Exercice 11. Fonctions de classe C

Soit E I’ensemble des fonctions de classe C* de [0, 1] dans R telles que f(0) =
0. Démontrer que

IfIl = sup [f®)]+ sup [f'()] et [If]= sup]!f(t)+-f%tﬂ

telo te(0,1] t€[0,1

définissent deux normes équivalentes sur E qui rendent cet espace complet.

Exercice 12. Fonctions Holdériennes

Soit a €]0, 1]. On note Lip,, ’ensemble des fonctions a-Holdériennes définies
sur [0, 1] & valeurs réelles : f appartient & Lip,, s’il existe une constante C' > 0
telle que pour tous z,y dans [0, 1]

[f(x) = f(y)] < Clz —y|*.

a. Montrer que 'application N définie par

NG =l + sup L& =IO

o<z<y<i |T —y|¥

est une norme sur Lip,.
b. Montrer que Lip, muni de N est un espace de Banach.

c. Les normes N et |.||, sont-elles équivalentes ?

Exercice 13. Espaces de suites

Pour 1 < p < 400, on introduit l'espace ¢P(N) des suites (a valeurs com-
plexes) p-sommables :

P(N) = {(Un)neNS Z un|? < +00} ;

neN

que ’on munit de la norme

1/p
| (un) nENH (Z |un|p) :

neN
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On définit £>°(N) comme l'espace des suites bornées, sur lequel on consideére

la norme ||.||,, = sup|u,|. Enfin, on note ¢o(N) le sous-espace de ¢>°(N)
neN

formé des suites qui tendent vers 0.

a. Soit 1 < p < g < 4o00. Montrer que #(N) C ¢9(N). Cette inclusion
peut-elle étre une égalité ?

b. Montrer que les /P(N), 1 < p < 400, sont complets.
c. Montrer que ¢o(N), muni de ||.||,, est complet.
d. Quelle est adhérence de (P(N) dans ¢>*°(N)?

e. Montrer que pour 1 < p < +o0o, P(N) est séparable, mais que ¢*°(N)
n’est pas séparable.

Exercice 14. Fonctions continues sur un compact

Soit (X, d) un espace métrique compact. On note E = C°(X) I’ensemble des
fonctions continues sur X, qu’on munit de la norme uniforme ||| .

a. Montrer que F est un espace de Banach.
On va maintenant montrer que E est séparable.

b. Soit n € N*. Montrer qu’il existe des points zf,..., 2%, € X et des
fonctions @7, ..., ¢}, € F positives et vérifiant

N, 1

n __ TL — : n

Zgﬁj =1, ¢7(z)=0sid(z,z}) > e

7j=1
c. Prouver que la famille (qﬁ?) . est totale. Conclure.

n>1,1<j<N,



