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Calcul différentiel, feuille 3 : différentielle seconde

Exercice 1 (Applications bilinéaires). Soit B une application bilinéaire de
F1 X Es dans F', ou E7, Ey, F' sont des espaces vectoriels de dimension finie.
On rappelle que B est différentiable sur Fy x Es et que

dB(al,ag) . (hl, hg) = B(al,hz) + B(hl,ag)

pour ai,h1 € E1 et ao, ho € FEo. Montrer que B est deux fois différentiable
sur E x F et calculer sa différentielle seconde d?B(a1, az) en un point (a1, as)
de FEy % EQ.

Exercice 2. Soit f : R? — R définie par
2 .2 .
Fay) = W) si (w,y) # (0,0),
0 si (a,y) = (0,0).
Montrer que f admet des dérivées partielles secondes en (0,0) et que

0% f
0xdy

82
0.0 # 53-(0.0)

Que peut-on en déduire ?

Exercice 3. Soit f : R? — R une fonction deux fois différentiable. On note

_of _of _ 0%
o= %(170)7 B - @(170)7 Y= @(170)7 d

B 0’ f _82f
- 83:83/( ) )7 €= aiyg(lao)

On considere la fonction g : R — R définie par g(0) = f(cos#,sin #). Calculer
¢"(0) en fonction de «, 3,7, 4 et .

Exercice 4. Soit U un ouvert de R?. On définit le laplacien Af d’une
fonction f : U — R admettant des dérivées secondes par rapport a toutes
les variables par la formule

2f  0%f

Ap=21 L 27
f 83:2+8y2

et on dit que f est harmonique si son laplacien est nul. Montrer que les
fonctions suivantes sont harmoniques.



1. f:R? — R définie par f(x,y) = (cosx — sinz) exp(y).
2. f:R?*\ {(0,0)} — R définie par

f(x,y) = exp(z) siny + exp(y) sinz + In(z* + y?).

Exercice 5. 1. Trouver toutes les applications f : R? — R deux fois diffé-

. - 02f
rentiables vérifiant D0y =

2. Trouver toutes les applications g : R> — R deux fois différentiables véri-
fiant
0?9 0%

02— Oy
On pourra poser ¢(u,v) = %(u +v,u—wv)et f=goa.
Exercice 6. On considere 'application

f:R3= R, (z,9,2) — 32%y + e 4 423,

Calculer la hessienne de f en (z,y,z). En déduire une expression de la
hy

quantité d2f(1,1,0) - (h,h) ot h = | ho
h3

Exercice 7. Ecrire le développement de Taylor & I'ordre 2 au point (1,1)
de la fonction

r—y
a:+y'

f:]0,400[x]0, +0[— R, (z,y)+—

Exercice 8. Ecrire le développement de Taylor a l'ordre 2 au point (0,0)
de la fonction f définie sur un voisinage de (0,0) par f(z,y) = i’é‘;yx En
déduire que la quantité

exp(z) — (1 + ) cosy
(22 + y?) cosy

admet une limite quand (x,y) tend vers (0,0), et calculer celle-ci.



