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Résumé

Dans cette theése, nous prouvons des résultats de théorie spectrale, directe et inverse,
dans la limite semi-classique, pour les opérateurs de Toeplitz autoadjoints sur les surfaces.
Pour les opérateurs pseudo-différentiels, les résultats en question sont déja connus, et il
est naturel de vouloir les étendre aux opérateurs de Toeplitz. Les conditions de Bohr-
Sommerfeld usuelles, qui caractérisent les valeurs propres proches d’une valeur réguliere
du symbole principal, ont été obtenues il y a quelques années seulement pour les opérateurs
de Toeplitz. Notre contribution consiste en ’extension de ces conditions pres de valeurs
critiques non dégénérées. Nous traitons le cas d’une valeur critique elliptique a l’aide
d’une technique de forme normale; 'opérateur modele est la réalisation de l'oscillateur
harmonique sur ’espace de Bargmann, dont le spectre est bien connu. Dans le cas d’une
valeur critique hyperbolique, la forme normale ne suffit plus et nous complétons ’étude
en faisant appel a des arguments dus a Colin de Verdiére et Parisse, a qui 'on doit
le résultat analogue dans le cas pseudo-différentiel. Enfin, nous établissons un résultat de
théorie spectrale inverse pour les opérateurs de Toeplitz autoadjoints sur les surfaces ; plus
précisément, nous montrons que sous certaines hypotheses génériques, la connaissance du
spectre a I’ordre deux dans la limite semi-classique permet de retrouver le symbole principal
a symplectomorphisme pres. Ce résultat s’appuie en grande partie sur I’écriture des regles
de Bohr-Sommerfeld.

Abstract

In this thesis, we prove some direct and inverse spectral results, in the semiclassical
limit, for self-adjoint Toeplitz operators on surfaces. For pseudodifferential operators,
these results are already known, and it is natural to expect their extension to the Toeplitz
setting. The usual Bohr-Sommerfeld conditions, characterizing the eigenvalues close to
a regular value of the principal symbol, have been obtained a few years ago for Toeplitz
operators. Our contribution consists in extending these conditions near nondegenerate
critical values. We handle the case of an elliptic value thanks to a normal form technique;
the model operator is the realization of the harmonic oscillator in the Bargmann space,
whose spectrum is well-known. In the case of a hyperbolic value, the normal form is no
longer sufficient and we conclude by using additional arguments due to Colin de Verdiere
and Parisse, who derived the analogous result for pseudodifferential operators. Finally,
we write an inverse spectral result for self-adjoint Toeplitz operators on surfaces; more
precisely, we show that under some generic hypotheses, the knowledge of the spectrum
up to order two in the semiclassical limit allows to recover the principal symbol up to
symplectomorphism. This result essentially relies on Bohr-Sommerfeld rules.
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Cadre général

Le sujet principal de cette these est la théorie spectrale (directe et inverse) des opé-
rateurs de Toeplitz. Ceux-ci ont fait I’objet d’intenses recherches au cours des quarante
derniéres années, depuis leur introduction par Berezin [4], et apparaissent dans des do-
maines variés des mathématiques tels que la physique mathématique, comme par exemple
en théorie quantique des champs topologique (voir [1, 25, 26, 77], etc.), ou encore les géo-
métries algébrique et kahlérienne (par exemple [41, 75, 87]). Leur étude fait intervenir des
outils mathématiques divers comme la géométrie kdhlérienne, I’analyse microlocale, les
systemes intégrables.

Dans le formalisme hamiltonien de la mécanique classique, on a ’habitude de travailler
sur le fibré cotangent de ’espace des positions. Par exemple, pour une particule de masse 1
a un degré de liberté soumise & une force dérivant d’un potentiel V', I'espace des phases est
T*R ~ R? et le hamiltonien est H(x,&) = £2/2 + V(z). La dynamique de la particule est
alors donnée par le flot hamiltonien associé & H. Du point de vue quantique, on représente
ce hamiltonien par I'opérateur de Schrédinger —h%d?/dx? 4+ V agissant sur L?(R). Dans
cette description, le spectre de cet opérateur correspond aux gammes d’énergies possibles
du systeme. Sous certaines hypothéses sur le potentiel, le spectre de 'opérateur est com-
posé d’une suite de valeurs propres; les énergies sont quantifiées. Le carré du module d’une
fonction propre normalisée correspond alors a la densité de probabilité de présence de la
particule.

De maniere plus générale, 'espace des phases de la mécanique classique est le fibré
cotangent T* X d’une variété X qui contient les positions possibles du systéme. Les états
quantiques sont des éléments de I’espace de Hilbert L?(X). Par exemple, si (X, g) est une
variété riemannienne, on peut considérer 'opérateur de Schrodinger —thg + V agissant
sur L?(X), ou A, est I'opérateur de Laplace-Beltrami associé a la métrique g. La dyna-
mique hamiltonienne sous-jacente est alors celle de H(z,§) = >, ; ;&€ +V(z) sur T X.
On peut effectuer un pas supplémentaire et inclure 'opérateur de Schrédinger dans une
classe plus générale, a savoir celle des opérateurs pseudo-différentiels. Ceux-ci ont été, et
sont toujours, trés largement étudiés depuis leur introduction et leur développement par
Duistermaat et Hormander [61, 43] dans les années 70, puis par Maslov [78], Leray [74],
Helffer et Robert [55] dans le cadre d’une théorie avec petit parameétre.

Néanmoins, il peut arriver de rencontrer des espaces de phases qui ne sont pas des fi-
brés cotangents, mais des variétés symplectiques compactes, dans des contextes physiques
assez naturels. On peut par exemple penser aux systémes contraints, au spin classique
dont I'espace des phases est la sphere de dimension deux, ou encore aux systemes obtenus
par réduction symplectique de systemes définis sur des cotangents et possédant des sy-
métries. Dans ce cas, la théorie pseudo-différentielle n’est plus adaptée ; la quantification
de ces espaces est alors donnée par la procédure de quantification géométrique, introduite
par Kostant, afin d’étudier les représentations des groupes de Lie [68], et Souriau [90],
dans les années 70. L’espace d’états est alors I'espace des sections holomorphes d’'un fi-
bré préquantifiant L au-dessus de la variété M supposée kiahlérienne, autrement dit un
fibré en droites complexes holomorphe, hermitien et dont la connexion de Chern a pour
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courbure —iw avec w la 2-forme fondamentale de M. Les opérateurs pertinents sont les
opérateurs de Toeplitz, introduits par Berezin [4] et dont I’analyse microlocale a été ini-
tiée par Boutet de Monvel et Guillemin [12]. Remarquons que l'espace d’états est dans ce
cas de dimension finie; le spectre de ces opérateurs est donc constitué d’un nombre fini
de valeurs propres. Enfin, précisons que la quantification géométrique du plan complexe,
faisant intervenir des espaces L? & poids exponentiels, et les opérateurs de Toeplitz, jouent
un role dans d’autres circonstances comme par exemple ’étude de certains opérateurs
pseudo-différentiels non-autoadjoints (voir [89, 60] entre autres).

On a parlé jusqu'ici de systémes classiques et de leur quantification. Une question
naturelle est de savoir en quelle mesure les propriétés d’un systéme quantique permettent
de comprendre celles du systeme classique sous-jacent, quand celui-ci existe. C’est 1'une
des motivations de I’analyse semi-classique (voir les livres [86, 99, 106] par exemple), qui
consiste a considérer la constante de Planck i comme un petit parameétre que ’on peut faire
tendre vers zéro et a étudier le comportement asymptotique des objets quantiques (spectre,
états propres, etc.) dans cette limite. Dans le contexte de la quantification géométrique, on
étudie cette limite en introduisant un grand parametre k, qu’on voit comme 'inverse de
la constante de Planck, et on remplace ’espace d’états par ’espace des sections du fibré
L® — M. Les opérateurs de Toeplitz sont donc représentés par des matrices de taille
croissante. Les opérateurs de Toeplitz avec parametre semi-classique ont connu un essor
récent, notamment a travers les travaux de Borthwick, Paul et Uribe [10], Charles [19],
Ma et Marinescu [76], entre autres.

1.2 Opérateurs de Toeplitz

Soit M une variété kahlérienne compacte, connexe, et de 2-forme fondamentale w.
Supposons M munie d’un fibré préquantifiant L, c’est-a-dire un fibré en droites complexes
holomorphe et hermitien dont la connexion de Chern a pour courbure —iw. Soit K un
autre fibré en droites complexes holomorphe et hermitien; on définit ’espace de Hilbert
H}, comme l’espace des sections holomorphes du fibré L®* @ K, pour tout entier positif k.
Celui-ci est équipé du produit scalaire :

(6, 1) = /M (6, ) pas

avec hy, le produit hermitien sur L* ® K induit par ceux de L et K, et py = w'* /n! la
forme de Liouville sur M. Puisque M est compacte, H;. est de dimension finie.

Les opérateurs de (Berezin-)Toeplitz, introduits par Berezin [4] et dont ’analyse mi-
crolocale a été initiée par Boutet de Monvel et Guillemin [12] (voir aussi [10, 19, 76]),
agissant sur Hj sont les opérateurs de la forme
avec ITj, : L?(M, L®* @ K) — H°(M, L®* ® K) le projecteur orthogonal de l'espace des
sections de carré intégrable sur le sous-espace des sections holomorphes, My I'opérateur
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de multiplication par f, et ou f(., k) est une suite de fonctions de C>°(M) admettant un
développement asymptotique de la forme f(.,k) ~ 3,50k ~*fs pour la topologie C*®. Le
premier terme fy dans ce développement est le symbole principal de T}, et refléte certaines
propriétés de T} comme par exemple le fait d’étre autoadjoint ou unitaire, etc. Le noyau
de IIg, appelé noyau de Szegd, est un élément tres important de la théorie des opéra-
teurs de Toeplitz ; les propriétés de ceux-ci découlent de son comportement asymptotique,
notamment étudié par Boutet de Monvel et Sjostrand [13], ou encore Zelditch [104]. Rap-
pelons que la limite semi-classique est k — +o00 ; moralement, k correspond & l'inverse i1
de la constante de Planck. Quand nous évoquerons des résultats spectraux ou de théorie
spectrale inverse, cela sera a comprendre, sauf mention contraire explicite, dans un sens
semi-classique, c’est a dire asymptotiquement quand k tend vers l'infini.

Il est également possible de définir les opérateurs de Toeplitz sur le plan complexe (la
difficulté résidant dans le défaut de compacité), en s’inspirant du cas des opérateurs h-
pseudo-différentiels (le récent livre de Zworski [106] constitue une référence trés compléte
sur la théorie pseudo-différentielle ; on pourra également voir [29, 40] entre autres). Nous
y reviendrons plus en détails dans un chapitre ultérieur.

1.3 Problématique

On voudrait établir un résultat de théorie spectrale inverse pour les opérateurs de
Toeplitz autoadjoints a un degré de liberté. Une telle théorie a été développée par Vi Ngoc
dans [100] pour les opérateurs (/-)pseudo-différentiels. La démarche repose essentiellement
sur la description du spectre donnée par les conditions de Bohr-Sommerfeld. Ces derniéres
sont bien comprises pour les opérateurs pseudo-différentiels en dimension 2, que ce soient
les conditions usuelles, qui caractérisent le spectre pres d’une valeur réguliere du symbole
principal, ou leur pendant singulier, qui permet de trouver le spectre pres d’'une valeur
critique non dégénérée de ce dernier.

Au niveau des opérateurs de Toeplitz, les conditions de Bohr-Sommerfeld usuelles ont
été obtenues par Charles [20, 21]. Le comportement du spectre prés de valeurs critiques du
symbole principal en dimension 2, en revanche, était resté inexploré jusqu’a notre travail.
Il est cependant raisonnable de s’attendre a ce que les résultats connus sur les opéra-
teurs pseudo-différentiels se transposent dans le contexte des opérateurs de Toeplitz, étant
donné que ces deux classes d’opérateurs ont les mémes propriétés microlocales. Néanmoins,
si on peut espérer que la forme des regles de Bohr-Sommerfeld reste la méme, les objets
géométriques intervenant dans celles-ci (actions, indice de Maslov), eux, sont assez diffé-
rents. Ainsi, il s’agit de comprendre comment adapter les raisonnements et techniques du
contexte pseudo-différentiel au cadre Toeplitz.

Enfin, une fois la description du spectre obtenue, il reste a voir en quelle mesure les
invariants que 'on peut ainsi détecter permettent de retrouver le systeme classique sous-
jacent. Une classification des systémes intégrables en dimension 2 est donnée par le travail
de Dufour, Molino et Toulet [42] et doit normalement permettre de conclure.
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1.4 Plan de la these

Ce manuscrit s’organise de la maniere suivante. Nous commengons par rappeler les
définitions et principaux résultats concernant la quantification géométrique des variétés
kéhlériennes compactes et les opérateurs de Toeplitz dans le chapitre 2. Nous en profitons
pour évoquer la méthode des orbites et donner des exemples d’opérateurs de Toeplitz sur
le tore, la sphere, le plan complexe. Dans le cas de ce dernier, nous adaptons la définition
usuelle pour tenir compte du défaut de compacité.

Dans le chapitre 3, nous rappelons les conditions de Bohr-Sommerfeld usuelles, c’est-
a~dire décrivant les valeurs propres d’un opérateur de Toeplitz autoadjoint prés d’une
valeur réguliere du symbole principal. Nous donnons une preuve de celles-ci par le biais
du langage des faisceaux, ce qui permet de traiter plus facilement les cas singuliers.

Le chapitre 4 présente le premier résultat principal de ce travail, a savoir ’écriture des
conditions de Bohr-Sommerfeld prés d’une valeur critique elliptique. Celles-ci s’obtiennent
al'aide d’un résultat de forme normale ; 'opérateur modele est la réalisation de I'oscillateur
harmonique dans ’espace de Bargmann, dont la théorie spectrale est trés simple.

Nous obtenons une description du spectre prés d’une valeur critique hyperbolique dans
le chapitre 5. Dans ce cas, I’étude du modele local ne permet pas d’acquérir toute l'in-
formation nécessaire a la sélection des valeurs propres, et nous concluons en utilisant des
techniques dues a Colin de Verdiere et Parisse.

Dans le chapitre 6, nous proposons un résultat de théorie spectrale inverse pour les opé-
rateurs de Toeplitz autoadjoints a un degré de liberté. Nous montrons que, sous certaines
hypotheses sur le symbole principal, la connaissance du comportement asymptotique du
spectre par rapport au parametre semi-classique entraine celle du symbole principal a
symplectomorphisme pres (et donc de la dynamique hamiltonienne sous-jacente).

Enfin, dans le chapitre 7, nous quittons les opérateurs de Toeplitz et proposons de
retrouver des formules d’Euler-MacLaurin pour des « coins » en dimension quelconque et
des polytopes de Delzant en dimension 1, 2 et 3. Signalons que ce chapitre a été écrit en
collaboration avec Alvaro Pelayo.

Nous concluons par un bref chapitre évoquant les perspectives de recherche et les
questions soulevées par ce travail.

Dans le reste de ce chapitre introductif, nous allons maintenant détailler les principaux
résultats de cette these.

1.5 Conditions de Bohr-Sommerfeld

Soit Ap un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur la variété kédhlérienne compacte
connexe (M,w) de dimension 2. Etant donnée une valeur E € ag(M) du symbole principal
ag de Aj, les conditions de Bohr-Sommerfeld décrivent l'intersection du spectre de Ay
et d'un voisinage de F en termes de quantités géométriques (actions et indices « a la
Maslov »). Cependant, leur formulation peut varier considérablement en fonction du type
topologique de E. Le cas usuel est celui ou E est une valeur réguliere de ag, et a été traité
par Charles dans [20, 21]; le résultat est qu'il existe n > 0 tel que Sp(Ax) N [E —n, E +n)
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est, modulo O(k~>°), la réunion de N familles o, o N est le nombre de composantes
connexes du niveau ag 1(E), caractérisées par des équations de la forme

Aeo; = fONEK) e 2k 2, (1.1)

ou f(.,k) est une suite de fonctions de classe C*° admettant un développement asymp-
totique en puissances négatives de k dont les coefficients contiennent les invariants géo-
métriques liés au symbole de Ay : par exemple, fé] ) est Iaction principale associée a la

composante connexe d’indice j, tandis que fl(] ) contient Iaction sous-principale associée a
cette composante connexe ainsi qu’'un indice provenant des demi-formes. Nous définissons
ces termes et rappelons ce résultat dans le chapitre 3 en donnant de celui-ci une démons-
tration s’appuyant sur la théorie des faisceaux, inspirée du travail de Vii Ngoc dans le cas
pseudo-différentiel [98, 97].

Dans le contexte des opérateurs pseudo-différentiels, les conditions de Bohr-Sommerfeld
ont constitué un domaine de recherche actif au cours de ces dernieres décennies. Le cas
régulier a été examiné par Helffer et Robert dans [56]. Le cas elliptique, quant a lui, a été
étudié par Colin de Verdiere dans [30]. Finalement, Colin de Verdiere et Parisse ont tout
d’abord résolu le cas d’un niveau hyperbolique contenant un seul point critique [34], avant
de traiter quelques années plus tard le cas d’'un nombre arbitraire de points hyperboliques
[35], tout ceci en dimension deux. En ce qui concerne les autres types de singularités, il
reste encore beaucoup de travail a effectuer ; on peut par exemple mentionner I’étude des
singularités de type foyer-foyer en dimension 4 (on s’intéresse alors a deux opérateurs de
Toeplitz qui commutent) due & Vit Ngoc [98].

Dans cette these, nous étendons les conditions de Bohr-Sommerfeld afin de décrire
le spectre pres des singularités non dégénérées du symbole principal d’un opérateur de
Toeplitz autoadjoint en dimension deux.

1.5.1 Pres d’une valeur critique elliptique

Dans le chapitre 4, nous obtenons les conditions de Bohr-Sommerfeld pour un opérateur
de Toeplitz autoadjoint pres d’une singularité elliptique en dimension 2, par le biais d’une
réduction a un opérateur modele, qui est la réalisation de ’oscillateur harmonique dans les
espaces de Bargmann. Cela nous a amené a introduire des classes générales d’opérateurs de
Toeplitz sur le plan complexe et a généraliser les désormais classiques opérateurs intégraux
de Fourier, qui avaient été transposés par Boutet de Monvel et Guillemin [12] (pour le cas
homogene) puis Zelditch [102] suivi par Charles [20, 21] (pour le cas semi-classique) au
cadre Toeplitz, dans le but de nous servir d’'une méthode de forme normale. Le résultat
est que les conditions de Bohr-Sommerfeld elliptiques peuvent s’interpréter comme une
« limite » des conditions usuelles, au sens ou les valeurs propres proches de la valeur
singuliére sont sélectionnées par une équation analogue & (1.1) et dont les deux premiers
coefficients (les termes principal et sous-principal dans le développement) sont les mémes
que dans celle-ci. Signalons que dans le contexte des opérateurs (fi-)pseudo-différentiels,
ce cas a été traité par Colin de Verdiere dans [30].

Plus précisément, soit Ay un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur M ; son symbole
(normalisé) ag + hay + ... est a valeurs réelles. Supposons que le symbole principal ag
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admet un minimum global au point mg € M, avec ag(mg) = 0. Notons )\g) < )\,(f) <...<

)\g ) < ... les valeurs propres de Ag. Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme (Théoréme 4.6.2). Il existe E° > 0, une suite g(., k) de fonctions de C*°*(R,R)
admettant un développement asymptotique de la forme g(., k) ~ > ;> k=g, pour la topo-
logie C*°, et un entier positif ko tel que pour tout entier N > 1 et pour tout E < E°, il
existe une constante C'y > 0 telle que pour k > kg :

(W <EBouwE) <E)= |\ - EBP| <onk

< 1
E,S):g<k1 <j+2>,k>, jeN.

Des lors qu’on sait expliciter les gy, ¢ > 0, cela permet d’obtenir des développements
asymptotiques & tout ordre pour les valeurs propres de A, plus petites que E. Il s’avére
que g(., k) est construite comme l'inverse local d’une suite f(., k) qui admet également un
développement asymptotique f(., k) ~ >~ k=t f, pour la topologie C*, et les premier
termes fo, f1 sont les mémes que ceux du développement asymptotique de f() (il n’y
a qu'une seule composante connexe ici) dans 1’équation (1.1). Nous retrouvons ainsi les
conditions de Bohr-Sommerfeld usuelles loin de la singularité, jusqu’a ordre O(k~2).

1.5.2 Pres d’une valeur critique hyperbolique

Dans le chapitre 5, nous traitons le cas d’'une singularité hyperbolique avec plusieurs
points critiques (toujours pour un opérateur de Toeplitz autoadjoint en dimension 2),
étendant a cette occasion des techniques dues a Colin de Verdiere, Parisse et Vi1 Ngoc
[34, 35, 37] au cas des opérateurs de Toeplitz. Les formes normales jouent encore un role
crucial dans ce contexte, mais ne sont plus suffisantes pour écrire les regles de Bohr-
Sommerfeld, & cause du fait que les états propres ne sont pas localisés dans un voisinage
du point critique ot l'on peut écrire la forme normale. Ces conditions impliquent des
régularisations des quantités géométriques qui apparaissent dans le cas régulier. Au cours
de ce travail, nous avons été amené a étendre ’approche faisceautique proposée par Vil
Ngoc [98] pour les opérateurs pseudo-différentiels au cadre des opérateurs de Toeplitz.
Un autre outil important pour obtenir les conditions de Bohr-Sommerfeld singulicres a
été la transformée de Bargmann, qui fait le lien entre les opérateurs pseudo-différentiels
et de Toeplitz sur le plan complexe; pour cette étude, nous nous sommes donc penché
sur quelques-unes de ses propriétés microlocales. Signalons que 'opérateur modele qui
apparait dans ce travail a fait 'objet d’une étude de la part de Nonnenmacher et Voros
[79].

Soit Ay un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur M ; son symbole (normalisé) ag +
hai+. .. est a valeurs réelles. Supposons que 0 est une valeur critique du symbole principal
ap, que le niveau 'y = ay 1(0) est connexe et que tous les points critiques sur I'g sont non
dégénérés et de type hyperbolique. Soit S = {s;}1<;j<n 'ensemble de ces points critiques.
'y est un graphe compact plongé dans M, et chacun de ses sommets est de degré 4. A



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

chaque sommet s;, on note e, m = 1,2,3,4, les arétes locales, étiquetées en suivant
I'ordre cyclique (1,3,2,4) (par rapport a l'orientation de M pres de s;) et de sorte que
e1, e (respectivement es, e4) correspondent aux variétés instables (respectivement stables)
locales. On coupe n + 1 arétes de I'y, chacune correspondant a un cycle ; d’'une base
(71, -+, n+1) de Hi(Tg,Z), de sorte que le graphe final soit un arbre maximal T'. Notre
résultat principal est le suivant :

Théoréme (Théoréeme 5.6.1, théoreme 5.6.4). 0 est une valeur propre de Ay a O(k~°)
pres st et seulement si le systéme sutvant de 3n + 1 équations linéaires d’inconnues
(Ta € Ck)acfarstes de T} Posséde une solution non triviale :

1. siles arétes (a1, a2, a3, ) se rencontrent au sommet sj, alors

Tas | _ p. [
Ta, I\ Zay )’

2. si et B sont les extrémités d’un cycle coupé ~y;, alors
zo = exp (ikf(v;, k)) 3,

avec lorientation suivante : v; peut étre représenté par un chemin fermé commencant
sur 'aréte o et se terminant sur l'aréte (3.

En outre, T} est une matrice dépendant seulement d’un invariant semi-classique €;(k)
du systéme au point singulier sj, et 6(vy,k) admet un développement asymptotique en
puissance négatives de k. Les deuxr premiers termes de ce développement impliquent des
régularisations des invariants géométriques (les actions et les indices) apparaissant dans
les conditions de Bohr-Sommerfeld usuelles.

Pour 'analyse spectrale de Ay pres de la valeur singuliére, on utilise ce théoréme en
remplacant Ay par Ay — F pour E variant dans un voisinage de taille fixe de celle-ci. Loin
de I’énergie critique, on retrouve les conditions de Bohr-Sommerfeld régulieres.

Ce résultat est tres similaire a celui obtenu par Colin de Verdiére et Parisse [35] dans
le cas des opérateurs pseudo-différentiels, mais la nouveauté réside dans le cadre de travail
que nous avons mis en place afin d’étendre leurs techniques au cas des Toeplitz, et bien
stir dans les invariants géométriques spécifiques a ce contexte.

1.5.3 Résumé des résultats précédents

Les résultats précédents concernant les cas elliptique et hyperbolique peuvent se ré-
sumer de la maniere suivante, en incluant les conditions de Bohr-Sommerfeld énoncées
dans le cas régulier. Soit E € ag(M) tel que le niveau ag ' (F) ne contienne que des points
réguliers, elliptiques ou hyperboliques. Désignons par Cj(E), 1 < j < N, les composantes
connexes de ag '(F). Alors il existe un réel ¢ > 0 tel que Sp(Ax) N [E — ¢, E +¢] est proche
a O(k=°) de l'union des N familles o, 1 < j < N, décrites ci-apres :

1. si Cj(E) ne contient que des points réguliers, alors les éléments de o; sont donnés

par I’équation (1.1),
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2. si Cj(E) est réduite a un point elliptique, alors les éléments de o; sont donnés par le
théoreme 4.6.2,

3. si C;(E) contient des points hyperboliques, les A appartenant a o; sont sélectionnés
en appliquant le théoreme 5.6.1 & A — .

1.6 Probléme inverse

Les problemes inverses constituent un sujet tres populaire, et un nombre croissant de
mathématiciens se sont penchés sur ces questions depuis le célebre article de Kac [64] et
son titre accrocheur : “Can one hear the shape of a drum ?” De nombreux aspects ont été
explorés, depuis la question originelle a propos du laplacien sur un domaine du plan ou
une variété riemannienne, étudiée notamment par Zelditch et ses collaborateurs [103, 59]
jusqu’au cas des opérateurs pseudo-différentiels [83, 82], en passant par la reconstruction
du potentiel pour les opérateurs de Schrodinger [32, 51, 50].

Dans le contexte des opérateurs de Toeplitz, seulement quelques résultats ont été
obtenus jusqu’a maintenant. Dans [27], les auteurs ont prouvé que le spectre conjoint
d’un systeme intégrable quantique torique d’opérateurs de Toeplitz détermine le sys-
téme intégrable classique sous-jacent. Le résultat de [82] est que l’enveloppe convexe du
spectre conjoint d’un systéme intégrable quantique (d’opérateurs de Toeplitz ou pseudo-
différentiels) converge vers ’enveloppe convexe du spectre du systéme classique associé, ce
qui fournit une nouvelle preuve du théoréme d’isospectralité pour les systemes intégrables
toriques.

Dans Particle [100], Vi1 Ngoc a récemment démontré que sous des hypotheses géné-
riques, étant donné un opérateur pseudo-différentiel autoadjoint & un degré de liberté, dont
le symbole principal est une fonction de Morse simple, on peut retrouver la dynamique
classique & partir de la donnée du spectre modulo O(h?). La preuve repose essentiellement
sur les conditions de Bohr-Sommerfeld ; des lors, une fois celles-ci démontrées, ce résul-
tat peut étre étendu sans effort particulier aux opérateurs de Toeplitz. C’est 1'objet du
chapitre 6, dont nous rappelons le résultat principal.

Soit (M, w) une variété kiahlérienne compacte connexe de dimension 2, munie d’un fibré
préquantifiant et éventuellement d’un fibré en droites holomorphe et hermitien auxiliaire.
Soit A un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur M, dont le symbole principal ag est
une fonction de Morse simple, c’est-a-dire que tous les points critiques de ag sont non
dégénérés et que deux d’entre eux ne peuvent pas avoir la méme image par ag. On appelle
type symplectique de (M, ap) la classe d’équivalence de ce couple pour la relation « (M, ag)
équivaut a (M ,ap) si et seulement s’il existe un symplectomorphisme ¢ : M — M tel que
ag = ag o @ ». Nous démontrons le théoréeme suivant.

Théoréme (Théoreme 6.4.3). Sous certaines hypothéses génériques, la connaissance du
spectre de Ay, modulo O(k~2) détermine le type symplectique de (M, ap).

En particulier, la connaissance du spectre approché entraine celle de la dynamique
classique sous-jacente.
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1.7 Formules d’Euler-MacLaurin pour les polytopes

Notre dernier résultat sort du cadre des opérateurs de Toeplitz pour se concentrer sur
les formules d’Euler-MacLaurin. Il y a récemment eu un regain d’intérét pour celles-ci,
principalement a cause des applications a la théorie spectrale des opérateurs différentiels
et la géométrie kdhlérienne ; on renvoie par exemple aux articles récents de Zelditch [105],
Guillemin-Wang [52], et Burns-Guillemin-Wang [16]. Les formules d’Euler-MacLaurin sont
des expressions qui servent a approcher des sommes de Riemann de fonctions de classe

C*® f: R™ — R de la forme
1 k

— f(—) 1.2
N k:eZ"ZﬂNA N 2
ou A est un polytope, en termes de f et de ses dérivées, et qui remontent a L. Euler
et C. MacLaurin dans la premiere moitié du XIX¢ siecle. Ce sujet a attiré beaucoup
d’attention ces derniéres années; citons par exemple les travaux de Berline et Vergne [5],
Brion et Vergne [14], Cappell et Shaneson [17], Guillemin et Sternberg [49], Guillemin et
Stroock [54], Guillemin, Sternberg et Weitsman [53], Karshon, Sternberg et Weitsman [65],
Shaneson [88], et Tate [91].

Dans un travail en collaboration avec Alvaro Pelayo [73], nous avons obtenu des for-
mules d’Euler-MacLaurin asymptotiques pour des polytopes de Delzant (i.e. simples et
réguliers) en dimensions 1,2 et 3. Plus précisément, en partant des résultats de [49], nous
avons montré que si f est lisse et a support compact, la quantité (1.2) admet un dévelop-
pement asymptotique en puissances négatives de N, dont les coefficients sont des sommes
d’opérateurs intégro-différentiels appliqués a f, impliquant uniquement les dérivées de f
dans des directions normales aux faces de A. Nous avons ainsi retrouvé une partie des
résultats de Tate [91], qui avait obtenu des formules d’Euler-MacLaurin asymptotiques gé-
nérales pour une classe de polytopes plus grande (pas forcément de Delzant), la différence
étant que notre méthode utilise seulement de ’analyse élementaire. Le théoreme principal
du chapitre 7 est le suivant.

Théoréme (Théoreme 7.2.1). Soit f € C5°(R™). Alors
(i) Si W est un coin régulier de dimension n dans R", la somme de Riemann

v > ()

kEZ"NNW

est égale modulo O(N~™>°) a

ZN_Q Z cw, a)/ Dq_u(a)f “Va—r(a)

q>0 aENP 1<i<d Hi
- |al=¢ a; >0

ot lintégrale est prise sur W si lintersection est vide, et l'intégrale sur un point
signifie ’évaluation en ce point (nous renvoyons au chapitre 7 pour les définitions
des termes de cette formule).
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(i) Si A C R, n € {1,2,3}, est un polytope de Delzant de dimension n d sommets
dans Z", alors pour tout ¢ > 1 et toute face F € F,, (ensemble des faces de codi-
mension m de A) avec m < q, il existe un opérateur différentiel linéaire Ry(F,.) de
degré ¢ — m dépendant seulement de F' et impliquant uniquement des dérivées de f
dans des directions normales a F' tel que

1

sz /f+ZNqZ/RFf+O( %),

kEZP"NNA 1<m<gq
FEFm
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz

Le but premier de ce chapitre est de rappeler la définition des opérateurs de Toeplitz
sur une variété kahlérienne compacte, ainsi que les principaux résultats utiles concernant
ceux-ci. La quantification géométrique est maintenant devenue standard et a fait 1’objet
de nombreuses présentations (citons [68, 90] comme références historiques, [101] pour une
synthese relativement récente), mais sa version semi-classique, plus jeune, I’est sans doute
un peu moins ; ¢’est pourquoi nous commencons par expliquer briévement cette procédure.
Celle-ci peut s’appliquer a I’étude des représentations irréductibles des groupes de Lie
compacts; c’est 'objet de la fameuse « méthode des orbites », que nous évoquons dans
un second temps. Enfin, nous illustrons le propos a ’aide de quelques exemples simples
d’opérateurs de Toeplitz en dimension deux, qui nous serviront pour tester numériquement
nos résultats tout au long de ce travail : il s’agit d’opérateurs sur le tore, la sphere, I’espace
de Bargmann. Concernant ce dernier, I’espace des phases est le plan complexe, qui n’est
pas compact, ce qui nous a amené, afin de pouvoir y travailler avec des opérateurs de
Toeplitz, a introduire des classes de symboles appropriées, tres proches de celles utilisées
dans le cas pseudo-différentiel.

13
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2.1 Quantification géométrique des variétés kahlériennes
compactes

Soit M une variété kahlérienne compacte connexe, dont la 2-forme fondamentale sera
notée w. Cela signifie que M est une variété munie d’une structure complexe intégrable,
c’est-a-dire la donnée d’une section J du fibré End(7T'M) vérifiant J2 = —Id, et d’une forme
symplectique w, ces deux structures étant compatibles au sens ou pour tout point m sur
M et tous vecteurs X,Y € T, M, on a wy, (Jn X, JnY) = win (X, Y) et wn, (X, jX) > 0 des
que X est non nul. Nécessairement, la dimension de M est paire, égale a 2n. On suppose
que M est munie d’'un fibré préquantifiant, autrement dit d’un fibré en droites complexes
L — M holomorphe, hermitien et dont la connexion de Chern V a pour courbure —iw.
L’existence d’un tel fibré n’est pas automatique ; elle est assurée si et seulement si la classe
de cohomologie de w/(27) dans H?(M,R) est entiere.

Dans la formulation hamiltonienne de la mécanique classique, 'objet central est la
forme symplectique qui permet d’encoder les équations de la dynamique, et c’est la seule
structure pertinente. Cependant, a la différence du cas ou ’espace des phases est un fibré
cotangent 7™ X, il n’existe pas dans le cas compact de variables préférentielles (base/fibre),
et on perd ainsi un moyen de sélectionner, au niveau quantique, une représentation (po-
sition/moment) pour les fonctions d’onde ayant un sens physique. L’ajout de la structure
complexe permet de remplacer celui-ci, en se substituant a la polarisation verticale de
T*X ; elle permet de sélectionner des sections holomorphes d’un fibré, comme on 1’expli-
quera plus loin. Il existe des constructions permettant de travailler dans le cas ou 'on
suppose que la variété est symplectique mais non kahlérienne, que ce soit en partant de la
quantification du fibré cotangent 7*M de la variété symplectique compacte M [12, 18] ou
bien de la donnée d’une structure presque complexe [11], ou en remplagant le sous-espace
des sections holomorphes par le noyau d’un opérateur de Dirac spin® [76, 75]. Cependant,
nous nous restreindrons dans ce travail au cadre kahlérien, une des raisons étant que
dans le cas des surfaces, qui nous intéressera dans les chapitres suivants de ce manuscrit,
cela n’entraine aucune restriction, puisqu’une structure complexe est automatiquement
intégrable.

Dans les prescriptions usuelles de la quantification géométrique, on se contente des
données de la structure kédhlérienne et du fibré préquantifiant. Cependant, il s’est avéré
(voir par exemple [101, chapitre 10]) que cette procédure est plus naturelle si on la cor-
rige par un fibré de demi-formes (c’est ce qu’on appelle la correction métaplectique de la
quantification géométrique). Un fibré de demi-formes est la donnée d’un couple (4, ) ou
§ — M est un fibré en droites et ¢ : 62 — A™OT*M est un isomorphisme de fibrés en
droites. Un tel fibré existe si et seulement si la premiere classe de Chern de M est paire;
lorsque M est une surface compacte connexe, cette condition est automatiquement vérifiée
grace a la formule de Riemann-Hurwitz [39, corollaire 10.10]. En général, on introduit un
fibré en droites complexes holomorphe hermitien auxiliaire K, qui servira notamment a
contenir la donnée d’un fibré de demi-formes (on écrira K = ¢ ou K = L1 ® § avec L; un
fibré en droites complexes holomorphe et hermitien).

Soit k un entier supérieur a 1, qui jouera le role de parametre semi-classique (la limite
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semi-classique étant k& — +00); moralement, k correspond a 'inverse de la constante de
Planck 4. On considére I'espace H = H(M,LF @ K) des sections holomorphes du fibré
LF ® K — M, et on définit le produit scalaire hermitien

(6, = /M (b, ) s

ot hy, désigne la forme hermitienne sur L*® K induite par celles de L et K et iy = |w\"|/n!
est la mesure de Liouville associée a w sur M. Puisque M est compacte, Hy, est de dimension
finie et est donc muni d’une structure hilbertienne par la donnée de ce produit scalaire.
Notons qu’un des premiers résultats semi-classiques est ’estimation de la dimension de
cet espace

dim(Hy) ~ <2k;r>nvol(M)

quand k tend vers +o0o. Celle-ci est a rapprocher de la formule de Weyl pour les opéra-
teurs pseudo-différentiels (voir [40, théoréme 10.1] par exemple). Revenant au cadre de
la quantification géométrique, on peut donner, a ’aide des théoréemes de Riemann-Roch-
Hirzebruch et d’annulation de Kodaira (voir [63] pour les énoncés de ces résultats et les
définitions des classes caractéristiques) une formule exacte pour cette dimension quand &
est suffisamment grand, & savoir

dim(H;) = / [ch(Lk ® K) /\td(M)}

M n

avec ch(L* ® K) le caractére de Chern du fibré L* @ K — M et td(M) la classe de Todd
de M. Si on introduit la forme wg de sorte que —iwg soit la courbure de la connexion de
Chern du fibré auxiliaire K, la formule précédente se réécrit :

) kY (wHE o)V
dim(Hy) = jz:%) (27T> /M — A tdp—j (M)
avec td;(M) la classe de Todd d’ordre j de M. Puisque tdg(M) = 1, on a bien 'équivalent
annoncé. Dans le cas ou M est une surface, il n’est pas difficile de développer cette derniere
formule. Introduisant la forme w, telle que la courbure de la connexion de Chern du fibré
canonique AYOT*M est égale & —iw,, on a td; (M) = —w./(47) et donc

k 1 c
dim(Hy) = o-vol(M) + /M (wK - “‘;) .

Ainsi, si K = § est un fibré de demi-formes, le second terme du membre de droite s’annule
et il vient

dim(Hy) = %VO](M), (2.1)

qui est bien un entier grace a la condition assurant I’existence du fibré préquantifiant.

En termes physiques, M est ’espace des phases de la mécanique classique, tandis que
‘Hj, est I'espace d’états de la mécanique quantique. La seconde étape est la quantification
des observables : & une fonction f € C>°(M ), on veut associer un opérateur Op;(f) : Hi —
Hy., de sorte que Opy(f) est symétrique si f est a valeurs réelles, et si possible en vérifiant
les conditions de Dirac :



16 CHAPITRE 2. OPERATEURS DE TOEPLITZ

1. l'application Op,, est linéaire,
2. si f est constante, Opy(f) est la multiplication par cette constante,

3. pour f,g € C*(M), [Op4(f), Opx(g)] = (ik) "' Opr({/, 9})-

Il est communément admis qu’une quantification raisonnable ne saurait vérifier ces trois
conditions a la fois (voir par exemple les résultats du type des théorémes de Groenewold-
Van Hove [46, 95, 94], en particulier [45] pour le cas de la quantification géométrique). Une
fagon de résoudre ce probléeme est de ne plus demander a ce que la troisiéeme condition
soit vraie de maniére exacte, mais plutot au sens semi-classique : [Ops(f),Opg(9)] =
(ik)~1Op,({f,g}) + Ry ot Ry est un opérateur dont la norme subordonnée & (.,.) est un
O(k~2).

Supposons que K = L1 ® 0, avec (6,¢) un fibré de demi-formes et L; un fibré en
droites complexes holomorphe et hermitien. Si le flot hamiltonien de f € C*°(M) préserve
la structure complexe de M, alors la formule

1 k
Opi(f) = f+ = (v@f‘m1 21d+1d® ,ch) ,

olt VL*®L1 egt 1a connexion induite par les connexions de Chern de L et L et Lx agit sur
les demi-formes de sorte que 20((Lxs) ®s) = Lxp(s®2), avec Lx la dérivée de Lie usuelle
sur les formes, définit un opérateur de H; dans Hy. Cette formule est a rapprocher de
la prescription originelle de Kostant et Souriau. Maintenant, si on considére f € C*°(M)
quelconque, Lx, n’a aucune raison de préserver le fibré canonique, et il convient d’intro-

duire
Dx : Q™M) - Q"OM), aw— p(Lxa),

avec p la projection de A"T*M sur A™°T*M de noyau @}_; A"~“T*M. Comme précé-
demment, on définit alors un opérateur Dx agissant sur les demi-formes tel que
20((Dxs) ® s) = Dxp(s%?). On pose

1 k
Opy(f) = Ik (fJ%k (vg(f@Ll ®Id+Id®DXf)), (2.2)

ot II;, désigne le projecteur orthogonal de L?(M, L* @ K) sur Hj. On peut donner une
écriture de Op,(f) ne dépendant que de K [21, section 1.4] :

] 1
Opy : f— I (f — %vgf@?K + %Af) 1T, (2.3)

avec A le laplacien holomorphe agissant sur C°>°(M). En adaptant un argument di a
Tuynman [93] (voir aussi [21]), on obtient

Opy(f) =10 (£ = A1) (24)

Ainsi, Op,(f) agit comme la projection de la multiplication par une fonction de C*°(M)
dépendant de k.
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2.2 Opérateurs de Toeplitz, calcul symbolique

Bien évidemment, on voudrait pouvoir composer deux tels opérateurs; la question
qui se pose alors est la suivante : si f et g sont deux fonctions de classe C*° sur M,
a-t-on en général Op,(f) o Op,(g9) = Opy(h) pour une certaine fonction h € C*(M)?
Sur la formule (2.4), on voit d’une part qu’il est plus raisonnable d’espérer que Opy(f) o
Opx(9) = Opy(h(.,k)), avec h(.,k) dépendant de k d’une maniére restant a préciser, et
d’autre part que le projecteur II; pose probleme ; c’est justement ’étude du comportement
asymptotique du noyau de ce projecteur, menée dans [47] dans le cas homogene (voir
aussi [104]), qui se révele cruciale. On peut montrer, via des arguments de type phase
stationnaire tirant parti de cette asymptotique, que le composé Opy(f) o Opi(g) est de la
forme

T, = ka(., k)Hk + Ry, (2.5)

ou f(.,k) est une suite de C*°(M) admettant un développement asymptotique de la forme
Y050 k=t f, pour la topologie C* et la norme de Ry, est un O(k~°). On appelle opérateur
de Toeplitz tout opérateur du type (2.5) ; le résultat essentiel suivant est une conséquence
des travaux de Boutet de Monvel et Guillemin [12] (voir aussi [9, 19, 47]).

Théoréme 2.2.1. L’ensemble T des opérateurs de Toeplitz est une x-algébre admettant
II; comme unité. L’application symbole

Ocont : T — COO(M)HhH’

qui envoie Ty, sur la série formelle 3~ it fo est bien définie, surjective, et de noyau l’idéal
des opérateurs de Toeplitz qui sont un O(k~—°°). Plus précisément, pour tout entier £ > 0,

Tkl = O(k‘fg) si et seulement si Oeont(Tx) = O(hz).

Le symbole ocont est appelé symbole contravariant. On peut définir d’autres symboles,
dont le symbole normalisé

h
Jnorm(Tk) = (Id + 2A) Ocont (Tk)

C’est le symbole que nous utiliserons systématiquement : quand nous parlerons de « sym-
bole sous-principal », nous sous-entendrons le terme sous-principal du symbole normalisé.
Ce symbole possede notamment la bonne propriété suivante : si Sg, Tj sont deux opé-
rateurs de Toeplitz de symboles normalisés respectifs f(.,k) et g(., k), alors S;T} est un
opérateur de Toeplitz de symbole principal fogg et de symbole sous-principal

1
fog1 + figo + % {fo,90} -

De plus, le quantifié Op,(f) d'une fonction f € C*°(M) défini par la formule (2.3) est
un opérateur de Toeplitz de symbole principal f et de symbole sous-principal nul, comme
on peut le vérifier facilement grace a I’équation (2.4). En outre, le symbole oyory, posséde



18 CHAPITRE 2. OPERATEURS DE TOEPLITZ

les bonnes propriétés usuelles : un opérateur de Toeplitz est autoadjoint (respectivement
unitaire) si et seulement si son symbole est & valeurs réelles (respectivement & valeurs dans
S1). Pour plus de détails sur le calcul symbolique, on renvoie aux articles [19, 21]. Citons
néanmoins un dernier résultat trés utile concernant le calcul fonctionnel des opérateurs de
Toeplitz.

Proposition 2.2.2 ([19]). Soit T}, un opérateur de Toeplitz autoadjoint de symbole
22050 Rty et g une fonction de C¥(R,C). Alors g(Ty) est un opérateur de Toeplitz de
symbole principal g(to).

L’algebre d’opérateurs ainsi construite dépend du choix des données de la préquantifi-
cation. Une question naturelle est de savoir jusqu’a quel point, et des éléments de réponse
sont donnés par Charles dans [23]; un fibré préquantifiant étant fixé, au niveau princi-
pal, la classe d’isomorphisme de 'algebre des opérateurs de Toeplitz ne dépend que de la
classe d’isomorphisme du fibré auxiliaire K. C’est-a-dire que si j,, jp sont deux structures
complexes compatibles avec w, si K, — (M, w,jq), Ky — (M,w,jp) sont deux fibrés en
droites complexes holomorphes et hermitiens et si on note Hy(a) = H]Qa(M JLF @ K,) et
Hi(b) = HJQb(M , L* ® K3) les espaces de Hilbert correspondants, alors il existe un opéra-
teur intégral de Fourier Uy : Hy(a) — Hy(b) vérifiant UjUy = Idyy, (o) et UpUf = Idy, 3
pour k suffisamment grand si et seulement si les fibrés K, et K} sont isomorphes en tant
que fibrés hermitiens. Pour un tel opérateur Uy, si T}’ est un opérateur de Toeplitz agis-
sant sur Hy(a), alors UpT¢U}: est un opérateur de Toeplitz agissant sur Hy(b) de méme
symbole principal. Le fait remarquable est que le choix de la structure complexe n’inter-
vient pas. Si on veut comprendre ce qu’il se passe au niveau sous-principal, il convient
de s’intéresser aux fibrés de demi-formes. Supposons que M admet au moins un fibré de
demi-formes et que H'(M,Z/2Z) = {0} (ce qui assure que tous les fibrés de demi-formes
au-dessus de M sont équivalents) ; si §, — M, d, — M sont deux fibrés de demi-formes,
et si Hi(a) = H;)a (M, L* ® d,) et Hyp(b) = Hjob(M, LF ® &), alors il existe un opérateur
intégral de Fourier Uy, : Hi(a) — Hy(b) vérifiant les mémes propriétés que précédemment.
En outre, les symboles principaux et sous-principaux de T et T,f coincident.

Enfin, notons que, comme 'avaient déja exploité Boutet de Monvel et Guillemin [12]
dans le cadre de la théorie homogene (sans petit parametre), les opérateurs de Toeplitz
ont les mémes propriétés microlocales que les opérateurs pseudo-différentiels, au sens ou il
existe localement des opérateurs intégraux de Fourier « presque unitaires » (nous donne-
rons une véritable définition plus loin) dont ’action par conjugaison envoie les opérateurs
de Toeplitz sur les opérateurs pseudo-différentiels. Dans un cadre semi-classique, on peut
trouver une discussion de cette équivalence dans [24]. En outre, nous étudions celle-ci
dans le cas particulier des opérateurs de Toeplitz définis sur les espaces de Bargmann (qui
apparaissent dans la quantification géométrique du plan complexe) dans la section 5.3,
en tirant profit des propriétés de la transformée de Bargmann, qui définit un opérateur
de Fourier unitaire global. Dans le cas général, on peut construire localement des opéra-
teurs intégraux de Fourier pour se ramener aux espaces de Bargmann (c’est d’ailleurs la
démarche de départ des chapitres 4 et 5).

Gréace a cette équivalence microlocale, on s’attend a ce que les résultats obtenus pour
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les opérateurs pseudo-différentiels s’etendent aux opérateurs de Toeplitz. Néanmoins, les
invariants géométriques qui entrent en jeu (actions, indices de Maslov) ne sont pas de méme
nature et les techniques employées, si elles peuvent s’adapter au cadre de la quantifica-
tion géométrique, ne se transposent pas telles quelles. Ainsi, ’analyse semi-classique des
opérateurs de Toeplitz n’est pas une conséquence triviale de celle des opérateurs pseudo-
différentiels.

2.3 La méthode des orbites coadjointes

Il est particuliérement intéressant d’étudier les orbites sous ’action coadjointe d’un
groupe de Lie sur le dual de son algebre de Lie. D’une part, celles-ci fournissent une vaste
classe d’exemples de variétés symplectiques (et méme ké&hlériennes dans le cas compact).
D’autre part, il existe une philosophie générale, qui se traduit par des résultats concrets
dans un certain nombres de cas, appelée « méthode des orbites », qui prédit qu’on peut
comprendre les représentations irréductibles des groupes de Lie a travers la quantification
de leurs orbites coadjointes. Pour une introduction a cette méthode et une synthese des
divers résultats qu’elle a permis d’obtenir mais aussi de ses écueils, nous renvoyons a
larticle [67]. Enfin, les calculs dans le cas de G = SU(2) donnent un éclairage sur la
quantification géométrique de la sphere.

2.3.1 Représentation coadjointe

Soit G un groupe de Lie compact d’élément neutre e et g = T.G son algebre de Lie.
Le groupe G agit sur lui-méme par conjugaison :

GxG—G, (g,2)— Ay(x)=gzg";

e est un point fixe pour cette action. On obtient donc une action de g sur g, appelée action
adjointe, donnée par

d
Adg:g—>g, ngAg(e)gz 7

gexp(t€)g,
t=0
ol exp : g — G désigne 'application exponentielle. On peut alors en déduire une action
de G sur le dual g* de g en posant pour g € G, Ady = (Ad,-1)* (avec ¢~ ! pour avoir une
action a gauche), c’est-a-dire

V(6 egtxg  (Ad(0),€) = (£,Ady1(6))

avec (.,.) : g X g — K = R ou C l'appariement naturel donné par (¢,£) = £(£). Il peut
étre utile de considérer les versions infinitésimales de ces actions, autrement dit les actions
ad, et ady, n € g définies par

d
VEeg ad,(§) = —

dt Adcxp(tn) (5)

t=0
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et
d
\ZAS g* ad;;(g) = % -0 Ad;xp(tn) (6)
On peut fournir une expression simplifiée de celles-ci. Introduisons le crochet de Lie [., .]
sur g provenant des champs de vecteurs invariants a gauche. Plus précisément, si £ € g,
le champ de vecteurs invariant a gauche associé a £ est XEL (9) = dLg(e)€ ol Ly est la

multiplication & gauche par g dans G : Ly(h) = gh; le crochet de Lie est alors donné par
Lemme 2.3.1. Soitn € g. Alors :

1' \V/§ € 97 adn(é) = [7775])

2. Veg, veeg, (ady(0),€) = (L[]
Démonstration. Rappelons tout d’abord qu’on peut également définir le champ de vecteurs
invariant a droite engendré par € g en remplacant la multiplication a gauche L, par la
multiplication a droite R4. En outre, le flot de XEL est donné par qbf(g) = gexp(tf) et
satisfait (¢7) ' (h) = hexp(—t€) = Rexp(_te) ().

Par définition, ad,(§) = %‘tfo dAexp(te)(€)€. Mais pour g € G, ona Ay = Ry-10 Ly et
donc dAy(e) = dR,-1(g) o dLy(e). On en déduit

d
adn(f) = & dRexp(ftn) (eXP(tTZ)) (dLexp(tn)(e)f)
=0
d _
= 2| e @) xE o)
=0
— (LxaXxb)(e)
et on obtient la formule annoncée dans le premier point. Le second est une conséquence
directe de celle-ci. O

2.3.2 Structure symplectique des orbites

Il s’avere que les orbites pour l'action coadjointe sont des variétés symplectiques;
attachons-nous a démontrer ce fait. Soit Q C g* une orbite pour I'action coadjointe,
c’est-a-dire qu'il existe £ € g* tel que Q est 'ensemble des Ady(£) pour g parcourant G.

On note Stab(¢) = {g € G,Ady(¢) = 6} C G le stabilisateur de ¢ € g*. Si £ € Q, on a une
suite exacte

0 — Stab({) =G —-Q—0
dont découle la suite exacte
0 — stab(¢) = T, Stab({) — g — T;2 — 0.

Le quotient g/ stab(¢) s’identifie a I'espace tangent T, via I'application § — adg(¢). Pour
construire une forme bilinéaire sur Ty, il suffit donc de trouver une forme bilinéaire sur
g dont le noyau contient stab(¢).
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Lemme 2.3.2. L’application By: gx g — K, (&§,n) — (¢, [n,&]) est une forme bilinéaire
antisymétrique sur g dont le noyau est stab(£). De plus, elle vérifie

Vg € Stab(f), V&, n € g, Be(Adg(§), Ady(n)) = Be(&,n). (2.6)

Démonstration. By est clairement bilinéaire antisymétrique. En outre, son noyau est ’en-
semble des £ € g tels que pour tout n € g, <ad2(€),n> = 0; c’est la caractérisation de
I’espace tangent stab(¢). Maintenant, soit g € Stab(¢); on a

By(Adg(€), Adg(n)) = (£,[Ady(n), Adg(E)]) -

Or on vérifie que [Adg(n), Ady(&)] = Ady ([0, €]) ; cela implique que

By(Ady(€), Ady(n)) = (Ad;-1(¢), [n,€]),
ce qui permet de conclure que B;(Ady(€),Ady(n)) = Be(&,n) car g € Stab(f). O

On obtient donc une forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée sur chaque espace
tangent T,€) qui s’exprime ainsi :

we(adf(0),ady(€)) = Bi(&,m).
Lemme 2.3.3. La 2-forme w est fermée.
Démonstration. Si on pose X = ad¢(¢), Y = ad;(¢) et Z = adf({), on a :

(dw)o(X,Y, Z) = Lxwi(Y, Z) — Lywe(X, Z) + Lzwi(X,Y)
—we ([X,Y],Z) +we (X, Z],Y) —we ([Y, 2], X))

Or we(ad; (¢),ad¢(£)) = (¢, [¢,n]) donc

Loz ywr(ad(€), ad2(0)) = {adz(0). [C.n]) = (&.[[C.m) . €]

on en déduit que la somme des trois premiers termes du membre de droite dans (2.7) est
égale a
(18, In, I+ 1G5 (€5 ml) + [0, [, €1D)
qui est nul grace a l'identité de Jacobi. En outre, on a
we ([adz(0),ad3(0)] ,ad?(0)) = we (adf, ,1(0),ad2(0)) = (&, ¢, [€,]])

ce qui permet de montrer que la somme des trois derniers termes s’annule. ]

Ainsi, I'orbite coadjointe €2 est munie de la forme symplectique w, dite forme de Kirillov-
Kostant-Souriau.
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2.3.3 Application moment

On a méme encore mieux : les orbites sont des variétés symplectiques munies de la
G-action donnée par 'action coadjointe, et cette action est en fait hamiltonienne. Soit 2
une orbite coadjointe munie de la forme w de Kirillov-Kostant-Souriau.

Lemme 2.3.4. L’action coadjointe de G sur ) s’effectue par symplectomorphismes.
Démonstration. Soient £ € Q et g € Stab({). Alors le pullback de w par Adj est donné par
((Ady)"w)e(adg (£), adj(£)) = we(Ady(ad? (), Adj(ad;(£)))

car g € Stab({) et Ad} est linéaire. Mais

(Ads(ad(0).¢) = (adz(6).Ad,1(C))
-G {Ad ~©4)
(£,Ad,1 ([, A4 ()
(Ad;

Ad3(0), (¢, Ady(€)])
@ [c Ad 2O,

donc Adj(adg(f)) = adjq, () (£) ; par conséquent, il vient que
((Adg)*w)e(adg(€),ady (£)) = Be(Adg(§), Adg(n)), et on conclut par la propriété (2.6). [

Définition 2.3.5. Soit (M,w) une variété symplectique sur laquelle agit un groupe de
Lie G par symplectomorphismes (on dit que l'action est symplectique). L’action est dite
hamiltonienne s’il existe une application u : M — g* qui vérifie

1. VéEeg, dus +i§#w = 0ot pu¢ = (u, &) et 7 est le champ de vecteurs sur M donné
par ¢#(m) = 4| __exp(t¢)m

2. pest équivarlante par rapport a action de G sur M et laction coadjointe de G sur
g, en d’autres termes

V(g,m) € Gx M  p(g.m)=Adg(u(m)).

Une telle application u est appellée application moment pour l'action de G sur M.

Proposition 2.3.6. L’action coadjointe de G sur €1 est hamiltonienne, et l'inclusion
w: ) — g* est une application moment pour celle-ci.

Démonstration. Dans ce cas, le champ de vecteur engendré par ¢ sur M est {# = adg,
ce qui implique que (igzw)e(ady(f)) = we(adg(£),ad;(€)) = (¢, [n,&]). D’autre part, on a
pE(0) = (£,€) donc dus(¢) ady(€) = (£, [, ). 0
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2.3.4 Le cas de SU(2)

Les exemples typiques de groupes de Lie sont les groupes matriciels ; on traite ici le cas
du groupe spécial unitaire SU(2), qui permet d’illustrer ce qui précede et intervient dans
la quantification de la sphere. Dans ce paragraphe, on va identifier les orbites coadjointes
et expliciter la forme de Kirillov-Kostant-Souriau.

Le groupe de Lie SU(2) est formé des matrices carrées de taille 2 qui sont unitaires et
de déterminant 1; c’est 'ensemble des matrices de la forme

(g }f)» @ BeC, | +]” =1,

L’algebre de Lie su(2) est formée des matrices du type

(ioé _€a>, aeR, pgeC;

elle s’identifie avec R? & travers I'isomorphisme

P 5u(2) — RB, (_51Z_Of_ 2/82 /61__‘;;/62> = (ﬁQv _ﬁlv a)v

de sorte que p(Jy) = ep, £ =1,2,3, ou

0 i 0 -1 i 0

et (e1, ea, e3) est la base canonique de R3. Le crochet de Lie dans su(2) est le commutateur
[A,B] = AB — BA; un calcul direct (en raisonnant sur les éléments de base Ji, Ja, J3)
démontre le lemme suivant :

Lemme 2.3.7. Soient A,B € su(2); alors ¢([A,B]) = 2p(A) A ¢(B), le symbole A
désignant le produit vectoriel.

En outre, su(2) est munie du produit hermitien
1
(.].) :su(2) xsu(2) = C, (A,B)— 5 Tr(A*B)

qui est invariant par ’action adjointe de SU(2). Il permet donc d’identifier su(2)* a su(2)
et les actions adjointe et coadjointe. De plus, la base (Ji, Ja, J3) est orthonormale pour ce
produit scalaire. Encore une fois, un calcul direct donne :

Lemme 2.3.8. Soient A,B € su(2); alors (A|B) = (p(A)|¢p(B)) avec (.|.) le produit
scalaire usuel sur R3.
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On est alors en mesure de comprendre a quoi ressemblent les orbites coadjointes. En
effet, le produit scalaire (.|.) étant invariant par laction coadjointe, deux matrices A et
B appartenant & la méme orbite vérifient ||o(A)||*> = [l¢(B)||>. On en déduit que 'image
de l'orbite de A € su(2) par ¢ est contenue dans la sphére de R? centrée & I'origine et de
rayon |¢(A)||. Reste & montrer que l'action est transitive sur les spheres. Il suffit de se
rappeler qu’une matrice de su(2) est conjuguée par une matrice de SU(2) a une matrice
diagonale dont les entrées sont i\ et —i\ pour un certain A € R, et qu’alors (A]A) = A2

Intéressons-nous dorénavant au cas R = 1. Remarquons que SU(2) agit de maniere
naturelle sur C?; on en déduit une action sur la droite projective complexe CP'. Or CP!
s’'identifie & la spheére S? = {(x,9,2) € R3, 22 + 4> + 22 = 1} C R? wia la projection
stéréographique 7y : S? — CP! (de pole nord sur le plan équatorial).

Lemme 2.3.9. L’action naturelle de SU(2) sur CP! correspond a l’action coadjointe de
SU(2) sur Q = ¢~ 1(S?) :

VA € SU(2),Yu € CP!, (o omy)(Aw) = A(p™ oyt ) (u) AL

Démonstration. Soit z € C U {oo} et posons Z = (¢~ oy )([1 : 2]). Puisque
P (L 2]) = i (R(:),23(2), 22 — 1), on a

PR 1-1z2 2z
IEREE 2z z2—1)"

Soit donc A = g _@B , |a|? +|8/> = 1, un élément de SU(2). Apres calcul, on obtient

que AZA7Y =i(1+ |2]?)"!B avec

B ((Iozl2 — B = [2*) —4R(aBz)  2(aB(l - |2]?) + a®2 — §%2) )
2(60(1 - |2?) + a2z — 5%2)  AR(aBz) — (la]> - B (A - ]2) )

D’autre part, A.[1: 2] = [1: w] avec w = (8 + @z)/(a — Bz). 1l vient alors

(o~ to 77;,1)(14.[1 :2)) = i(Ja — Bz + |3+ az|?)~1C ou

o (la— B2 |8+ a2 2a— B +a)
S\ 2a-pR)(Braz)  |B+az’ —la—Bz)
On conclut en remarquant que

oo = Bz* + 16 + az® = (la” + [B*) (1 + [2*) = 1+ |2

et
oo = 82> = [B+ az|? = (Ja]* = [8)(1 = |2*) — 4R(aB2).
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On peut se servir de cette propriété pour montrer que l’action naturelle de SU(2) sur
CP! est hamiltonienne et calculer son application moment. La droite projective complexe
est munie de la forme symplectique wrg associée a la structure kdhlérienne de Fubini-Study,
qui vérifie Tywps = —%wsz, oll wgz est la forme symplectique standard sur S? :

Yu € 5%, Vv, w € T, S? (Wg2)u(v,w) = (ulv A w).
D’autre part, Q = ¢~ !(5?) est munie de la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau
qui s’écrit ici
VX € Q,VA, B € Tx) (wkks)x ([4, X],[B, X]) = (X]| B, A)).
Lemme 2.3.10. Le pullback par ¢ de wg2 est égal & —2wkks.

Démonstration. ¢ étant linéaire, on a (p*wg2) x ([A, X, [B, X]) = wg2(¢([A, X]), o([B, X])).
En utilisant le lemme 2.3.7, cela donne

(¢ ws2)x ([4, X, [B, X]) = 4 (@(X)[(¢(A) A p(X)) A (p(B) A (X)) ;

or on a en toute généralité 1’égalité (u A w) A (v A w) = (u A w|v)w qui fait intervenir le
produit mixte des trois vecteurs u, v, w. Comme (X ) appartient & S?, on en déduit

(P ws2)x ([A, X, [B, X]) = 4 (p(X)[¢(A) A p(B))
et finalement, grace aux lemmes 2.3.7 et 2.3.8
(P ws2)x ([4, X, [B, X]) = 2(X| [4, B]).
O]

Corollaire 2.3.11. L’action naturelle de SU(2) sur CP! est hamiltonienne par rapport d

wrs, d’application moment = @' o 71';,1.

Démonstration. On sait que I'action coadjointe de SU(2) sur Q@ = u(CP!) munie de la
forme de Kirillov-Kostant-Souriau est hamiltonienne d’application moment l’inclusion I :
Q — s5u(2). Or p*wkks = wrs et I'action naturelle de SU(2) sur CP! est transformée par
p en action coadjointe. O

2.3.5 La méthode des orbites dans le cas compact

Terminons en évoquant un des premiers résultats positifs de la méthode des orbites, le
cas d’un groupe de Lie compact. Dans ce cas, on peut obtenir toutes les représentations ir-
réductibles unitaires de G comme espaces de sections holomorphes de fibrés préquantifiants
au-dessus de certaines orbites coadjointes.

Par la suite, on supposera plus précisément que G est compact et de centre fini; il
est alors relativement simple de montrer que les orbites coadjointes sont munies d’une
structure kdhlérienne dont la 2-forme fondamentale est la forme symplectique de Kirillov-
Kostant-Souriau. La quantification géométrique d’une orbite préquantifiable fournit alors
une représentation irréductible unitaire de G.
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2.3.5.1 La forme de Killing

On définit la forme de Killing comme ’application bilinéaire
Kil:gxg—R, (§n)— —Tr(ad¢oad,)

Notons que cette définition de la forme de Killing differe d’un signe de la définition clas-
sique ; notre choix se justifie par le fait qu’alors cette forme sera positive et non négative
comme c’est le cas avec la définition usuelle.

Lemme 2.3.12. Kil est une forme bilinéaire symétrique invariante par l'action adjointe.

Démonstration. Kil est clairement linéaire a gauche et symétrique. Soient g € G et &, €
g; on a Kil(Ady(€), Adg(n)) = — Tr(adaq,(e) © adad,(y))- Or, pour ¢ € g, on a

(adaa, (@ © adaa, ) (€)= [Adg@), [Ady(n),¢]]
= Ady ([& Ay ([Ady(m), )] )

= Ady (¢ |n,Adg1(0)]])
= (Adgoad¢oadcoAd,")(Q).

Les traces de adagq, () © adag,(y) et adg oad¢ sont donc égales, ce qui prouve que
Kil(Ady(£), Adg(n)) = Kil(&, 7). O

On suppose maintenant que G est compact, connexe et que son centre est fini (ce qui
implique que le centre de I'algebre de Lie g est trivial).

Proposition 2.3.13. La forme de Killing de g est définie positive.

Démonstration. Soit (.|.) n’importe quel produit scalaire sur g, et soit p une mesure de
Haar a droite sur G. On pose, pour &, 7 dans g,

Blem) = [ (Ady()| Ady(n))dplg).

Par construction, B est une forme bilinéaire symétrique définie positive invariante pour
laction adjointe, ce qui signifie que I'image de 'application Ad : G — GL(g) est contenue
dans le groupe orthogonal O(g, B). Par suite, I"image de I’application ad : g — GL(g) est
contenue dans l'algebre de Lie Lie(O(g, B)), c¢’est-a-dire I'ensemble des endomorphismes
anti-adjoints pour B. Si on étend B en un produit scalaire hermitien sur g ® C, et si
& appartient & g, d’aprés le théoreme spectral, on peut trouver une base orthonormale
de g ® C dans laquelle I'action de ad¢ est diagonale a coefficients imaginaires purs. Par
conséquent, la trace de adg est négative, et donc Kil(§, &) > 0.

Si Kil(§,£) = 0, alors toutes les valeurs propres de ade sont nulles, d’ott ade = 0.  est
donc un élément du noyau de ad, qui est réduit a {0} puisque le centre de g est trivial. [J
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2.3.5.2 Structure complexe des orbites coadjointes

Soient {2 une orbite coadjointe, ¢ € () et w la forme de Kirillov-Kostant-Souriau sur €2.
Rappelons que l'application G/S — Q,[g] — Ady(£), ot S = Stab({), est un difféomor-
phisme équivariant, qui induit un difféomorphisme g/s — T€2, [§] — adi(£), ot s = Lie(S).
Si on désire obtenir une structure complexe linéaire sur T2, il suffit donc de la construire
sur g/s ~m = s+,

D’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe un unique endomorphisme I’y
de m tel que

VE&nem  we(&,n) = Kil(I'§,n).

I'y est anti-adjoint par antisymétrie de wy, et inversible puisque cette derniere est non-
dégénérée. Soit I'y = |T'y|Jy la décomposition polaire de I'y, avec |I'y| autoadjoint défini
positif, et J; dans O(m, Kil). Comme T’y est anti-adjoint, |I'y| est inversible et J; et |y
commutent, J; est également anti-adjoint. Finalement, on a Jf = —Id, ce qui signifie que
Jy est une structure complexe sur m.

2.3.5.3 Structure kahlérienne des orbites

Il s’avere que la structure complexe définie précédemment est compatible avec la struc-
ture symplectique.

Lemme 2.3.14. Pour §,n € m, on a we(Je&, Jm) = we(§,n). De plus, la forme bilinéaire
symétrique wy(., Jy.) est définie positive.

Démonstration. Pour le premier point, on a

we(Je&, Jem) = Kil(T'e e, Jem)

Kil(JeI's€, Jom)

Kil(T'¢¢, n) car J; € O(m, Kil)
= wé(fﬂ?)

Pour montrer la deuxiéme propriété, on calcule

we(€,Je§) = Kil(T'e€, Je§)
= Kil(J; T, $)
= Kil(|T¢[¢,€)

et on conclut en se rappelant des propriétés de Kil et |I'y|. ]

Pour montrer que €2 est kdhlérienne, il reste a vérifier que la structure complexe J ainsi
obtenue est intégrable. Ce résultat est vrai, mais nous n’en ferons pas la démonstration
ici; pour une preuve (utilisant le théoréeme de Newlander-Nirenberg), on peut se référer a
[6, proposition 8.39].
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2.3.5.4 Quantification et représentations irréductibles

Pour clore cette partie, nous allons brievement expliciter la relation entre les repré-
sentations irréductibles unitaires du groupe G (qui est, rappelons-le, supposé compact,
connexe et de centre fini) et la quantification de ses orbites coadjointes. Nous ne voulons
pas rentrer dans les détails de la théorie des représentations, et supposerons donc connus
les définitions et résultats classiques de celle-ci. En outre, nous ne donnerons aucune preuve
dans cette section. Pour plus de détails, nous renvoyons a [66, 67, 68].

Soit T' un tore maximal de G et t son algebre de Lie. Soit

X(T)={teit";, VEe€L ((¢) €2}

le réseau des caracteres de T, ou L C t est le noyau de ’application exponentielle de t
dans T'. On peut montrer que X (T') est isomorphe au groupe 1" des caracteres de T', plus
précisément, que tout caractere est de la forme

Vtet, x(exp(t)) =exp(((,t)) (2.8)

pour un certain ¢ dans X (7).

De plus, soit g¢ la complexification de g, et R C it" le systeme de racines de gc. Si
a appartient & R, on note " la coracine associée. On fixe une base de racines simples
a1,...,0, € R; un poids ¢ € X(T) est dit dominant si pour toute racine simple «;, la
quantité (¢, o) appartient & N. On note X (T") I'ensemble des poids dominants.

D’une part, il est standard qu’il existe une bijection entre les représentations irréduc-
tibles unitaires de G et I'ensemble X (7). D’autre part, il s’avére qu’on peut construire
toutes ces représentations comme espaces de sections holomorphes de fibrés en droites
complexes au-dessus d’orbites coadjointes. Expliquons rapidement pourquoi.

Soit M un G-espace homogene, c’est-a-dire une variété munie d’une action lisse et
transitive ¢ : G x M — M. Un fibré en droites complexes L. — M est dit homogene s’il
existe une action lisse transitive oy, : G x L — L telle que pour tout g € G et m € M

1. UL(g)Lm = La(g)m’

2. 0p (g)\ Ly - Lm — L est un isomorphisme C-linéaire.

o(g)m
Si de plus L est hermitien, on demandera également que pour tout g € G, or,(g) soit une
isométrie.

Pour commencer, toutes les orbites coadjointes peuvent s’écrire sous la forme €2, avec
¢ € t*. Maintenant, pour un tel £ € t*, (£, wkks) admet un fibré préquantifiant homogene
si et seulement si I’élément i/ de it* appartient & X (7') (voir par exemple [68, section
5.7]). Plus précisément, si i¢ € X(T'), on note 7, le caractére donné par la formule (2.8).
Il est possible de montrer qu’on peut étendre 7, en un caracteére x, de Stab(¥¢). Le groupe
Stab(¢) agit alors sur G x C a droite par

¥(g,2) € Gx CYREG, (g,2).h = (gh,xe(h™")2).
On note G x,, C 'espace des orbites pour cette action. On définit la projection

m:G Xy, C— G/Stab({), [g,z] — gStab(¢).
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Alors (Ly = G xy, C, ) est un fibré homogene préquantifiant au-dessus de
(G/ Stab(¢) = Qy, wiks). Le groupe G agit alors sur I'espace H%(y, Ly) des sections ho-
lomorphes de ce fibré par

Vs € H(Q, Ly),Ym € M, (5(g)s) (m) = o1, (9) (s(o(g™")m))

ot o : G x Qy — Qy est donnée par o(g)[h, z|] = [gh, z].

Théoréme 2.3.15 (Borel-Weil). L’espace H®(Qy, Ly) est non réduit a zéro si et seulement
siil € X1 (T), et dans ce cas le procédé décrit ci-dessus fournit une représentation irréduc-
tible unitaire de G de plus haut poids £. En outre, toutes les représentations irréductibles
unitaires de G peuvent étre obtenues de cette maniére.

2.4 Exemples d’opérateurs de Toeplitz en dimension 2

Nous allons maintenant donner des exemples concrets d’opérateurs de Toeplitz, en
dimension 2. L’intérét de se restreindre a cette dimension est double. D’une part, c’est la
plus simple a traiter, et on peut construire explicitement un certain nombre d’exemples.
D’autre part, les résultats principaux de cette these concernent les opérateurs de Toeplitz
sur les surfaces.

La plupart de ces exemples ont été utilisés pour vérifier numériquement nos résultats
théoriques, aussi bien les conditions de Bohr-Sommerfeld elliptiques (chapitre 4 ; hamilto-
nien de Harper) que la version hyperbolique de ces conditions (chapitre 5 ; hamiltonien de
Harper et fonction hauteur sur le tore, xy sur la sphere).

2.4.1 Le plan complexe et ’espace de Bargmann

L’exemple le plus simple est sans doute celui du plan complexe, puisque sa géométrie
est élémentaire. Néanmoins, il n’entre pas strictement dans le cadre de cette étude puisqu’il
n’est pas compact.

On consideére C ~ R? avec les coordonnées (z, £), z = (z—if)/v/2, la structure complexe
standard et la forme symplectique wy = dé Adx = idz Adz. Soit Ly = R? x C — R? le fibré
trivial équipé de sa métrique hermitienne standard hg et de la connexion V° de 1-forme
—ia, ol «v est la primitive de wy donnée par la formule o, (v) = %wo(u,v); on munit Lo
de I'unique structure holomorphe compatible avec hg et V. Soit k un entier strictement
positif ; pour tenir compte de la non-compacité, on choisit comme espace d’états

Hy, = HO(R?, LE) N L2(R?, LY).

Introduisons les champs de vecteurs 9, = (9, +i0¢)/V/2 et 0z = (0, —i0¢)//2 de sorte que
la base (dz,dz) de 1 (R?) ® C soit duale & (9,, ;). Les sections holomorphes de Ly — M

satisfont

ov ov =z
= 07 = — — 7 ) = — —\y:
0=VyVU 53 ia(02) 55 2\11,
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une solution ne s’annulant pas est ¥(z) = exp(—|z|?/2). 1l s’ensuit que les sections holo-
morphes du fibré ng — M sont les éléments de la forme f¥*, avec f : C — C holomorphe.
On en déduit que

Hy = {f\Ilk; f : C— C holomorphe, /R2 | (2) |2 exp(—k|z|?) dA\(2) < —i—oo}

coincide avec By, 'espace de Bargmann [2, 3] d’ordre k. Il est bien connu que By est un
espace de Hilbert, dont une base orthonormale est donnée par les éléments

kn+1
z”\Ilk, n > 0.

Prnl2) = 2mn!

On reviendra plus en détail sur les opérateurs de Toeplitz dans ce contexte dans la section
2.5.

2.4.2 Sur le tore
2.4.2.1 Données de la quantification

Comme précédemment, on munit R? de la forme symplectique linéaire wy et du fibré
trivial Ly — R? de connexion V' et de forme hermitienne hg. Soit

K= {a € (RH*QC; a(J) = ia}

la droite canonique de R? équipé de sa structure complexe standard J. On choisit une
droite de demi-formes, autrement dit une droite complexe ¢ telle qu’on ait un isomorphisme
¢ : 092 - K. K possede un produit scalaire naturel tel que le carré de la norme de « est
i(a A @) /wo; 6 hérite alors du produit scalaire (.,.)s tel que ¢ est une isométrie. Dans la
suite, on travaillera avec le fibré de demi-formes, toujours noté 9, qui est le fibré trivial de
fibre 4.
On se donne un réseau A de volume symplectique 47. Le groupe d’Heisenberg

H =R? x U(1) de loi

(x,u).(y,v) = (a: + y, uv exp <;wo(1‘,y)>>

agit sur le fibré Ly — R2, et I'action est exprimée par la méme formule. Cette action pré-
serve les données de la préquantification, et le réseau A s’injecte dans H ; par conséquent,
le fibré Lo descend en un fibré préquantifiant L — T? = R2/A. En outre, 'action s’étend
au fibré L§ par la formule

ik
(@) (w0) = (24 v tvexp (Gunan) ) ).
On fait agir le groupe d’Heisenberg trivialement sur §. On obtient finalement une action

T*:A—End (¢ (R%,L§@6)), e Ty
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L’espace de Hilbert Hy, = H(M, L* ® §) s’identifie alors naturellement & ’espace Ha
des sections holomorphes de ng ® 0 — R? invariantes sous I’action de A, muni du produit
scalaire

o) = [ (e 0)s oo

olt D est le domaine fondamental du réseau. De plus, on montre que A/2k agit sur Hy .
Soient alors (e, f) une base de A vérifiant wy(e, f) = 47 ; on peut montrer qu’il existe une
base orthonormale (wg)gez/zkz de Hy i telle que

T:/gkwé = w%z
T jorte = Yot
avec w = exp (im/k). Les sections 1), s’expriment a l’aide de fonctions © (voir [25] pour

plus de détails). Comme prévu a l’aide de la formule (2.1), la dimension de I'espace d’états
vaut 2k.

VYl € Z/2kZ, {

2.4.2.2 Opérateurs de Toeplitz

Soient My, = Te*/% et Ly = T}k/2k' Soient (q,p) des coordonnées sur R? associées a la

base (e, f) et [g,p] la classe d’équivalence de (g, p) dans R?/A. Alors M}, et L, sont des
opérateurs de Toeplitz, de symboles principaux respectifs [q, p] — exp(2imp) et [q,p] —
exp(2imq), et dont les symboles sous-principaux sont identiquement nuls. A partir de ces
opérateurs, on peut déja construire un certain nombre d’exemples intéressants d’opérateurs
de Toeplitz.

2.4.2.3 Fonction hauteur

Le premier est celui de la fonction hauteur sur le tore; il s’agit d’un des tous premiers
exemples en théorie de Morse, sans doute parce qu’il constitue I’exemple le plus simple
et le plus visuel d’une fonction de Morse présentant des singularités de chaque type en
dimension deux.

FIGURE 2.1 — Fonction hauteur sur le tore
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Le tore T? est difféomorphe & la surface représentée dans la figure 2.1 ci-dessus, obtenue
par la rotation d’un cercle de rayon r atour d’un cercle de rayon R > r contenu dans le
plan yz; le difféfomorphisme est donné par les formules explicites

x =rsin(2mq), y = (R + rcos(2mq)) cos(2mp), z = (R + rcos(2mq)) sin(27p).
On souhaite donc quantifier le hamiltonien
aO(Qap) = (R +r COS(27Tq)) Sil’l(2ﬂ'p),

plus précisément construire un opérateur de Toeplitz A; autoadjoint, de symbole principal
ap et de symbole sous-principal identiquement nul. Dans cette optique, remarquons que
les opérateurs de Toeplitz

1

By = o (M = Mp), Cp =R+ (Li + Lj)

sont autoadjoints et ont pour symboles respectifs
Onorm(By) = sin(27p) + O(F?),  onorm(Cr) = R + 7 cos(2mq) + O(K?).

Il s’ensuit que A = %(Bka + CkByg) est un opérateur de Toeplitz autoadjoint de symbole
normalisé ag + O(h?). Sa matrice dans la base (1;)cz 2Kz, S'écrit

Rayg %((XO + 041) 0 e 0 2(0&2]{,1 + Oé())
%(C){()‘FOQ) Raq %(OzleOéz) 0 0
0 %(Oxl + Oég) Ras ’ :
. ) i 0
: Raog_o T(agp_o + aop_1)
7 (a0 + agp—1) 0 . 0 Floop—2+ aog_1) Rogp—q

avec oy = sin(¢m/k). On étudie les valeurs propres proches de 0 de cette matrice dans la
limite k¥ — +o00 dans la section 5.7.1.

2.4.2.4 Hamiltonien de Harper
On s’intéresse maintenant au hamiltonien
ao(q,p) = 2(cos(27mp) + cos(27q)),

quelquefois appelé hamiltonien de Harper puisqu’il fiit introduit par Helffer et Sjéstrand
dans [57] afin d’étudier I’équation de Harper. Avec les notations précédentes, I'opérateur
Ay = My + M} + Li, + Lj, est un opérateur de Toeplitz de symbole ag et de symbole
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sous-principal nul. Sa matrice dans la base (Y¢)¢cz /217 8'écrit

20 1 0 ... O 1
1 e e e 0
0
0
. . . 1
1 0 ... 0 1 209,

ou

oeg:cos<£]j>, 0<¥l<2k—1.

Une étude plus détaillée est disponible dans la section 4.7, dans laquelle on s’intéresse aux
premieres valeurs propres de Ag. Dans la section 5.7.3, on étudie les valeurs propres de A
proches du niveau hyperbolique 0.

2.4.3 Sur la sphere
2.4.3.1 Quantification de la droite projective complexe

Commencons par appliquer la procédure de quantification géométrique a la droite
projective complexe CP!. On note L = O(1) le fibré dual du fibré tautologique

o(-1) = {(u,v) eCP' xC? we u}

muni de la projection naturelle. L est un fibré en droites complexes holomorphe et her-
mitien; soit V sa connexion de Chern. Celle-ci est représentée dans les trivialisations
Uy = CP'\ {0}, Uy = CP!\ {00}, munies respectivement des coordonnées homogenes
[1:z] et [z: 1], par les 1-formes

La 2-forme w = i curv(V) est une forme symplectique sur CP!; on le vérifie directement

sur la formule : ]
1dzNdz

(1+[2[*)2

w est la 2-forme fondamentale de la structure kihlérienne de Fubini-Study sur CP'; de
plus, L — CP! est un fibré préquantifiant. De surcroit, le fibré canonique s’identifie na-
turellement au fibré O(—2), et on peut donc choisir le fibré § = O(—1) comme fibré de
demi-formes.

w =

Lemme 2.4.1. Pour m > 0, on a un isomorphisme canonique ® entre H°(CP!, O(m)) et
Uensemble Cy, |21, z2] des polynomes homogénes de degré m de deux variables complexes.
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Démonstration. Une preuve est donné dans [39], mais nous la rappelons briévement pour
fixer les idées. On commence par considérer 'application

® : C*(CP', O(m)) — CY(C*\ {0}, C)
donnée par la formule

P(s)(v) = (s([v]), U®m>o(m)[v],0(—m)m

ot1 C2°(C? \ {0}, C) désigne I’ensemble des fonctions de classe C*° sur C2\{0} homogenes de
degré m. ® est clairement linéaire et injective. En outre, si f appartient & C3°(C? \ {0}, C),
on définit une section s de O(m) par la formule s(u) = (u, f(v)(v*)®™) ott v € C? est
n’importe quel représentant de u (s(u) ne dépend pas de ce choix par homogénéité de f).
On obtient ®(f) = s.

® est donc un isomorphisme, qui se restreint en un isomorphisme entre H°(CP!, O(m))
et Cy,[z1, 22]. En effet, si s est une section holomorphe de O(m), ®(s) est une fonction
holomorphe sur C? \ {0}, et s’étend donc en une fonction holomorphe sur C. Or une
fonction entiere homogene de degré m est un polynéme homogene de degré m. O

L’espace d’états Hy = H°(CP!, LF @ d) s’identifie donc & l'espace C,, [21, 22] des po-
lynémes homogenes de degré pp, = k — 1 de deux variables; le produit scalaire est donné
par

P(1,2)Q(1, 2) P(z,1)Q(z 1)

PQ) =2 [ T O =2 [ e

d\(z).

Les polynoémes

(pk + 1) (ng) Z{Zé)kie

; ngﬁpk,
27

Py(z1,22) =
forment une base orthonormale de Cp, [21, 22]. La dimension de cet espace est égale a k,
ce qui correspond bien au résultat (2.1), étant donné que le volume symplectique de CP*
vaut 2.

2.4.3.2 Coordonnées sur la spheére

Les données de la quantification se transportent sur la spheére par la projection stéréo-
graphique 7y. Reprenons les notations de la partie 2.3.4 et notons (x, y, z) les coordonnées
usuelles sur R3. On fait agir SU(2) sur

— C? par son action naturelle, et CP! par P’action induite,

~ le dual (C?)* par (G.4,v) = ({,G"1v),

~ C®(CP, O(m)) par (G.s)(u) = G.s(G~1u),

— et sur C®°(C?\ {0}, C) par (G.f)(v) = f(G~ ).

Lemme 2.4.2. L’isomorphisme ® introduit dans le lemme 2.4.1 commute avec les actions

de SU(2).
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Démonstration. Soient s € C>°(CPY, O(m)) et f = ®(s). Pour G € SU(2) et v € C2\ {0},

on a

(G-HE) = (sG], (G0)"™)
= (G.s(1G7 1)), 0"
= {(G)([]),0™™),

ce qui montre que G.f = ®(G.s). O

Maintenant, on considere I'action dérivée py de su(2) sur C,, [21, 22, et on pose

X, = — Y, = — Z, = — .
k kp(Jl), e kp(Jg), A kp(Js)

Ainsi, I'action de ces opérateurs sur la base (Pp)o<¢<p, est donnée par
1 1
XpPp = % ﬁ(k—ﬂ—k 1)P£71+% (k—ﬁ)(ﬁ—i—l)PgH

ainsi que

YiPy = % Ok — €+ 1)Pp_y — % (k= 0)( +1) Py

et enfin

avec la convention P_y = 0 = P, 41 pour alléger I’écriture.

Puisque [J1, J2] = 2J3, on a [X}, Yi] = 2ik~1Z. Or, sur S? munie de la forme sym-
plectique w = —wg2/2, le crochet de Poisson de x et y est donné par {z,y} = —2z. On
peut donc s’attendre & avoir Xj, = Opy(z) + O(k~2), et ainsi de suite. Effectivement, on
vérifie par le calcul (voir par exemple [7, lemme 3.4]) que X} (respectivement Y, Zj)
est un opérateur de Toeplitz sur S? de symbole principal = (respectivement y, 2) et de
symbole sous-principal nul. On voit alors immédiatement qu’on peut trouver un opérateur
de Toeplitz de symbole principal P(x,y, z) pour tout polynéme P en les coordonnées. On
peut en fait obtenir un peu mieux [7, section 3], mais nous n’en dirons pas plus ici.

Dans la section 5.7.2, on étudie plus particulierement le quantifié du hamiltonien zy
sur la sphere.

2.5 Opérateurs de Toeplitz sur le plan complexe

Comme on ’a vu plus haut, on peut construire des espaces d’états pour le plan com-
plexe en ajoutant une condition d’intégrabilité de type L? & la construction usuelle ; on n’a
toutefois pas encore évoqué la quantification des observables. On pourrait se contenter de
travailler avec des opérateurs a symbole borné indépendant de A [106, section 13.4] ou a
noyau compactement supporté ; cependant, on raterait alors le cas simple de 'oscillateur
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harmonique. On commence donc par introduire des classes de symboles plus générales,
treés proches de celles utilisées dans le cadre pseudo-différentiel (voir par exemple [40]).

Cette partie est tirée de l'article [72], plus particulierement de la section 4.3.3 ainsi que
de l'annexe de celui-ci. Cet article est retranscrit presque intégralement dans le chapitre
4 de ce manuscrit ('annexe qui détaillait les preuves des résultats de la section 4.3.3 a été
enlevée, et les preuves en question ont été déplacées dans la présente section).

2.5.1 Classes de symboles

Soit d un entier positif. On définit la fonction poids m par m(u) = (1 + ||u]|2)% pour
u dans C¢ ~ R?¢. Pour tout entier j, on introduit la classe de symboles de comme l’en-
semble des suites de fonctions appartenant & C>(C%) qui admettent un développement
asymptotique de la forme a(., k) = 3,0k ‘ay au sens suivant :

~VleN Vo, eN¥ 3Cp05>0 [0202a5 < Cpapm?,

~VLEN Yo, BeN 3Cpap>0 0007 (a— Sl ktar)| < Cpoph=Emd.
On pose alors 8% = Ujez S]‘i. Si, dans cette définition, on ne considére que des symboles ne
dépendant pas de z, on obtient la classe C; des symboles constants ; on parlera également
des « constantes admissibles ». Enfin, signalons qu’il est possible de travailler avec d’autres
fonctions poids comme dans le contexte des opérateurs pseudo-différentiels, mais on se
contentera de celle-ci.

2.5.2 Opérateurs de Toeplitz

Soit maintenant a(., k) un symbole de la classe S}, et considérons 'opérateur
Ap = Op(a(., k)) = T Mo T (2.9)

agissant sur le sous-espace
C {«p € B Vi €N sup (|e(2)|(1+[22)7/?) < +oo}
zeC

de l'espace de Bargmann Bj. Comme remarqué dans [3], &) est I'image de l'espace de
Schwartz par la transformée de Bargmann, un opérateur unitaire de L?(R) dans By que
nous étudierons plus en détails ultérieurement. Le résultat suivant est donc a rapprocher
des propriétés des opérateurs pseudo-différentiels agissant sur I’espace de Schwartz.

Lemme 2.5.1. L’opérateur Ay est continu & — Si. En outre, si j = 0, alors Ay est
continu By, — By, et sa norme est majorée par sup |a(., k)|.

Démonstration. Soit ¢ € &j. Pour tout entier positif p, il existe une constante C,, > 0
telle que
VzeC |p(z)| < Cp(1 4 |2/3)7P/2 (2.10)
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En outre, il existe une constante K; > 0 telle que
Vze C |a(z,k)| < K;(1+ |2|2)7/2,
et donc pour q > —j
V2 € C a(z,k)p(2)| < K;jCyij(1+ |22)~V2

Maintenant, soit ¢ € L?(C, LF) vérifiant des conditions de décroissance du type (2.10).
On utilise la forme du noyau du projecteur Hg donnée par la proposition 2.5.2, et on écrit

Vz1 € C, ( Lﬁ Z1 /FO 21,22 ( 2) d)\(ZQ)

Soit donc j € N; on a pour z; € C

ik k —5/2
|(IIR) (21)] < (;‘;[cexp (—2\21 — 22|2> (1 + ]z2|2) 7 d\(z2).
En effectuant le changement de variable w = z9 — z1, on obtient

Cik k —j
(M)l < G e (<5l ) (14 o+ ul) 7 drw)

Or 1+ |w+ 2112 > 1+ (Jw] — |21])?, ce qui livre
|wl| — 2|z
I+lw+z2>0+]z <1+w( .
a2 (0 fa ) (14l (2

|w|—2t
14+t2 2

En étudiant la fonction d’une variable réelle f donnée par f(t) =

w] = 2|z1] _ |w]| = VA4 + [w]?

L+ |z — 2 ’

on trouve que

ce qui entraine

Lt jw+ 22> (1+\Z1|)< ;wa?—wh/m)).

On en déduit que

K;Cjk
)] < T2 (14 | ) 7,

Ky = [Low (5hul) (145 (1ol - |w|m))‘” " iw),

ce qui démontre la premiere assertion.

Sij =0, alors a(., k) est bornée et la multiplication par a(., k) est continue
L?(C,exp(—k|z|?)d\(z)) — L?(C,exp(—k|z|?>)d\(z)) de norme inférieure & sup |a(., k)| ; or
Hg est borné B, — Bj, de norme inférieure a 1. O

avec
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Soit ¢ la section de Ly — R? de valeur constante égale & 1. Soit Fy la section de LoX Ly !
donnée par

1 _ _
Fo(z1,22) = exp ( (]21|2 + |zg\2 — 2z1zQ)> t(z1) @t 1(22),

2

AN Jo— . 1 .
ou de maniere équivalente, si u = (z,§) quand z = ﬁ(a: —i€),

Fo(u, v) = exp <—i||u —of2 - ;wo(u,v)> Hu) @ 1 (v).

En adaptant le résultat de la section 1.c de [2], en utilisant la bonne normalisation pour
le poids définissant nos espaces de Bargmann, on a la propriété suivante :

Proposition 2.5.2. Hg admet un noyau de Schwartz, qui est %Fé€

Cette proposition nous permet de donner une expression pour le noyau de Schwartz de
n’importe quel opérateur de Toeplitz. Notons que dorénavant, on utilisera la méme lettre
pour désigner un opérateur et son noyau de Schwartz.

Lemme 2.5.3. Soit a(., k) un symbole de S} ;

; ; alors A, = Op(a(., k)) admet un noyau de
Schwartz donné par

k .
Ag(z1,29) = %Fé“(zl, z9)a(z1, 22, k) + Ry exp (—Ck]zl - 22\2) , (2.11)

ot af(.,., k) est un élément de 5]2, Ry est négligeable (au sens ot Ry et ses dérivées suc-
cessives sont des O(k™%°) sur tout compact) et C' est une constante strictement positive.
De plus, on a

a(z,z, k) = (exp (k:_lA) a) (z,k) (2.12)
o)

avec A = a—g le laplacien holomorphe agissant sur C*°(C?), au sens ou le développement

asymptotiqée de a(.,., k) est obtenu en appliquant le développement asymptotique formel
de lopérateur exp (k_lA) au développement asymptotique de a(., k).

Démonstration. Le noyau de Schwartz de Ay s’écrit explicitement
A1, 2) = /(cnk(zl,23)a(Z3,k)nk(ZS,zz) dA(3),

expression égale a

ko k _ _
(2) / exp <— <|z1]2 + |22|* + 2| 23| — 22123 — 2z322)) a(zs, k) d\(z3).  (2.13)
s C 2

Cela peut se réécrire sous la forme

2
Ag(z1,22) = (2];_) /Cexp(iqu(zl,22,23))a(23,k‘) d\(z3),
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la phase ¢ étant donnée par la formule
i 2 2 2 - _
(21, 22, 23) = 5 <|zl| + |z2|* + 2|23|7 — 22125 — 22322) .
I est plus commode d’utiliser des variables réelles : on note u; = (x;,&;) le point de R?
d’affixe z; = % (xj —i&;). Avec ces nouvelles notations, la phase ¢ devient
i 2 2 .

$(ur, uz,u3) = 4 (||U1 — ugl|” + |lus — ua|” + 2iwo(u1 — U27U3)> :

En se servant de I'identité
1
Jur = us]l” + flus = wo® = 5 (Jhus = wa® + 1120 = w1 = usl?) |

on peut mettre ¢ sous la forme

7
P(uy, uz, uz) = gHul — us|* + p(u1, us, us)
avec ,
7

1 .
o(u1,ug, ug) = 1 (2||QU3 —up — u2H2 + 2iwo(ug — ’LL2,U3)> .

On a donc Ag(uy,u2) = exp (—% lup — qu2> I (uq, ug) avec

k

2
I (ug,ug) = (27r> /RZ exp(ikp(u, ug, us))a(us, k) d\(us);

un changement de variable livre finalement

I (uy,ug) = (2];)2/]1{2 exp(iky(ui, ug,us)) a <U3 + (ul ;UQ) 7l<:> d\(us),

ol .
i
2
Pour évaluer cette intégrale, on ne peut pas appliquer tel quel le lemme de la phase
stationnaire car a(., k) n’est pas nécessairement & support compact. Néanmoins, nous allons
pouvoir adapter ce lemme & notre situation. Pour ce faire, commencons par expliciter le
lieu critique

T,Z)(Ul, ’LLQ,’LLg) = <||U3H2 + iwo(u1 — Uz, U3) + iWQ(ul,UQ)) .

CTZ) = {(ula uz, u3) c (C37 du3¢(U1, uz, u3) =0et %(7,&)('&1, uz, 'LL3) = 0}
de 9. 1l est clair que () (u1, u2, uz) = 0 si et seulement si ug = 0; de plus, la différentielle
partielle de v par rapport a us est

) 1
dus ) (ur, ug, uz) = i(us,.) — iwo(m — ug,.),
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et donc Cy est 'ensemble des points de la forme (u,u,0), u € R2. Choisissons une fonction
X € C®(R? RT) & support compact et valant 1 sur ’'ensemble {||x3]| < §} pour un certain

6 > 0 donné, et décomposons l'intégrale I, comme [, = (%) (Jx + Ky), avec

U1 + u2

Jg(u1,uz) = /]1@2 exp(iky(uy, ug,us3)) a <U3 + ( 5 ) ,k) X(us) dA(us)

et K (u1,u2) s’écrivant sous la méme forme en remplagant x par 1 — x. En premier lieu, on
montre que K}, est négligeable. Soit R > 0 et considérons les points (u1, ug) appartenant
a la boule de R* de rayon R et centrée en l'origine. En passant en coordonnées polaires,
on a

27 “+o00
Ki(urus) = [ [ exp (k0 (p,0)) Alp,0, k) dp b
0 )
ou ¥(p,0) = (uy,uz, (pcosb, psinf)) et

ul + ug

A(p,0,k)=pa ((pcosﬂ,psin@) + ( ) ,k> (1 —x(pcosb, psind)).

Par intégrations par partie successives, il est facile de prouver que pour tout entier stric-
tement positif N

27 +o0
Ki(uy,up) = k*N/ / exp (ik¥(p,0)) DN A(p, 0, k)dp db
0 0

ou D est l'opérateur différentiel agissant sur C*°([d, +-00[x [0, 27]) par

o))

Par ailleurs, en remarquant que

ov . 1 . 1
%(Pa 0) =ip+ 5 (x1 — 22)5in0 — 5 (&1 — &) cosb,

est de module plus grand que p, que DY A est une combinaison linéaire de termes de la
forme %1;‘11,’ %;f} divisée par une puissance de %—‘}; et que a(., k) appartient a 8]1, on obtient

I'estimation

“+oo “+o0o
’/ exp (ik¥(p,0)) DNA(p,H,k)dp’ < CN/ exp (—];p2> w(p,0) dp
1) é

2>j2

pour certains Cy > 0 et j1,jo € Z (qui dépendent aussi de N). Si jo < 0, cette intégrale
peut étre majorée par

avec

w(p,0) = pt (1 + Hp(cos 6,sinf) + it

2

—+00

. k _
P (—202) dp = O(k™'/?);
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sijo > 0,0n a

U + U2

2
1
Jotcost.sing) + <2 (g + 4 -+ ) <267+ P + el

ce qui mene a

Ul + ug

2\ J2 .
(1 + Hp(cos@, sin 0) + > < (1 +2p% + RQ)J2

Ainsi
oo k ~ +00 k )
/5 exp (—2p2> w(p,@) dp < CN/(; exp (_2p2) p]3 dp — O(k71/2).

Cela montre que |Kj| < cyk™ dans la boule de rayon R pour une certaine constante
cy > 0. On traite le cas des dérivées successives de K}, de la méme manieére.

Reste a estimer Ji. Puisque la différentielle seconde de v par rapport a ug vaut ¢ 1d,
et comme

) 1
1/’(“1,162,“3) = §||U1 - U2||2 - iwo(ulﬂw)

+ — (i(§1 — &2) + 273) Or, ¥ (u1, u2, u3)

1
4
1

+ = (i(z2 — m1) + 263) Og, ¥ (ur, uz, usz),

4

le lemme de la phase stationnaire [62, section 7.7] donne

21 ) 1 -
Je(ur,ug) = 5 P (8||U1 —ug? — 2w0(u1,u2)) a(ui,uz, k) + Sk(ui, u2),

ou af(.,., k) appartient a 8]2 et Sy est négligeable; les coefficients ayz(uq,us, k) de son dé-
veloppement asymptotique, que 'on n’écrira pas ici, sont des combinaisons linéaires des
dérivées successives de an,,m > 0, évaluées en (u; + ug)/2. Par ailleurs, les valeurs de
a(.,.,k) le long de la diagonale de C? peuvent étre facilement calculées, parce qu'un cer-
tain nombre de termes s’annule : pour z dans C, on a

—
a(z,z, k) = (Z E!Afa> (z,k) = (exp(kilA)a) (2, k).

En ajoutant ce résultat au fait que K} est négligeable, on obtient le résultat attendu. [
Ce résultat nous suggere la définition suivante.

Définition 2.5.4. Un opérateur de Toeplitz est un opérateur de & dans &y, de la forme

I Mo iy 1T + Sk, (2.14)
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ot a(., k) est un symbole de S* et le noyau de S}, satisfait
Sk(z1,22) = Ri(z1, 22) exp (—Ck:|21 - 22|2) (2.15)

avec Ry négligeable et C' une constante strictement positive. A I'instar du cas compact,
Ocont (Ax) = 2050 Itay est appelé symbole contravariant de Ay. On désigne par 7; Ten-
semble des opérateurs de Toeplitz dont le symbole contravariant appartient a S]l.

Il s’avere que le lemme 2.5.3 définit le symbole covariant de 'opérateur de Toeplitz
A

Ucov(Ak)(z) = Z ﬁédg(z, z)

>0

Le lemme suivant livre une propriété importante de ce dernier.

Lemme 2.5.5. Si le symbole covariant de A s’annule, alors le noyau de Schwartz de Ay
est de la forme (2.15).

Démonstration. La formule (2.13) montre que le noyau de Ay, est une section holomorphe
de LEX Ly ¥ . en dérivant Péquation (2.11), cela implique que les suites de fonctions

zECHaaa(z,z,k) et zE(CHSG(z,z,k)

21 %2
sont négligeables. Des lors, on a pour £ >0 et z € C

0z1

(2,2) =0= gZ(Z,Z).

Gréce a ces conditions d’holomorphie, le fait que dy s’annule sur la diagonale implique que
cette fonction s’annule a tout ordre le long de la diagonale (voir par exemple le lemme
4 de [19]). On peut aisément adapter le lemme 1 de Darticle [19] pour montrer que cela
force la négligeabilité de exp (—% |21 — 22|2) a(z1, 22, k). Au regard de la formule (2.11),
cela permet de conclure. ]

Comme corollaire des lemmes 2.5.3 et 2.5.5, on obtient la stabilité de ’ensemble des
opérateurs de Toeplitz par composition.

Corollaire 2.5.6. Soient A, € T; et B, € Ty deux opérateurs de Toeplitz. Alors le
composé Cy = A By, appartient a T;1; ; plus précisément, son symbole contravariant est
donné par

Oeont (Ck)(2) = (exp (—h68> Ucont(Ak)(zl)Ucont(Bk)(Z2>> ) (2.16)

021 0%y lo1=22=2

au sens précisé dans le lemme 2.5.5.
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Démonstration. Le noyau de C} s’écrit
Culz1, 22) = [CAk(Zl,Z;;)Bk(z;z,,ZQ) dA(23).

En utilisant les représentations de Aj et By données par le lemme 2.5.3, ceci livre
k\?2 ~

Cuerrz2) = (52 ) [ xp (tho(a1,22,20)) (a1, 23, Wbz, 2. 8) dA(z)

+ Ry, exp (—Ck:|zl — 2’2’2) ,

avec C' > 0, Ry négligeable et
_ i 2 2 _ _
¢(21,22,23)-— 5 |Zl| %—|ZQ| +—2|23| — 22123 — 22322 ) .

En utilisant la méme technique que dans la démonstration du lemme 2.5.3, on montre que

k k _ _
Ci(z1,22) = By exp (—2 (\zl|2 + |,22|2 — 22’122)) &(21, 22, k) + R}, exp (—C'k:|zl — 22|2)

avec C' > 0, R négligeable, et ¢(., ., k) € Sfﬂ-,. Maintenant, considérons la fonction é(., k)
définie par &(z,k) = &(z, 2,k) pour z dans C, et posons c(.,k) = (exp (—k~1A)¢) (., k).
Alors ¢(., k) appartient & S;H, et, d’apres le lemme 2.5.3, Popérateur de Toeplitz

Dy, = Op(c(., k)) admet un noyau de Schwartz de la forme
k k _ ~
Dy (z1,22) = o €XP (—2 (]21\2 + |22)? — 22122>> d(z1, 22, k)
+R] exp (—C”k!zl - Z2’2) ,

ot d(., ., k) appartient & 8]2, R} est négligeable, C" est une constante strictement positive

et pour tout nombre complexe z, d(z,z k) = &(z,z k). Le lemme 2.5.5 livre alors que
Cr = Dy + R} exp (—C""k|21 — 22|?) pour un certain C"” > 0 et R}’ négligeable.

Il reste a calculer le symbole contravariant de Cj. Pour z et w dans C, on pose
a(z,w, k) = a(z, z +w, k) et b(z,w, k) = b(z + w, z, k). On a

¢=(exp (k™A ) ab
(exp (57120 ) ab)

|w=0

avec A, le laplacien holomorphe par rapport & la variable w; en se servant du lemme
2.5.5, on trouve

&z, k) = (exp (k;laaa;v) a(u, k))b(v, k))

|lu=v=z2

A un terme négligeable prés. Puisque c(., k) = (exp (—k71A) &) (., k), il en découle que

(2, k) = (exp (_kléiL;) a(u, k)b(v, k))m:v:z

a un terme négligeable pres. O
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On définit finalement le symbole normalisé comme dans le cas compact :

h
Onorm = (Id + QA) Ocont -

Grace a la formule (2.16), on trouve que

1
Unorm(AkBk) = agby + h <a0b1 + ai1bg + 5 {ao, bo}) + O(hQ)

7
si onorm (Ax) = ap + hay + O(h2) et onorm (Bk) = by + Aby + O(hQ).

Définition 2.5.7. Un opérateur de Toeplitz A, € 7; de symbole principal ag est dit
elliptique & Dinfini s'il existe un ¢ > 0 tel que pour tout z dans C, |ag(2)| > ¢(1 + |2|?)=.

En s’inspirant par exemple de la proposition 12 de [19] et du théoreme 39 de [29], on
peut montrer le fait suivant :

Proposition 2.5.8 (Calcul fonctionnel). Si Ay appartient a T; pour un certain j > 1, est
autoadjoint et elliptique a Uinfini et si n: R — R est une fonction de classe C*° da support
compact, alors n(Ay) est un opérateur de Toeplitz qui appartient a T pour tout j' < 0.

Démonstration. Comme indiqué précédemment, on se réfere a la proposition 12 de [19];
comme dans celle-ci, on étend 7 en une fonction G de C*°(C) a support compact telle que
0;G s’annule a tout ordre le long de la droite réelle. D’apres la formule d’Helffer-Sjéstrand
[58, proposition 7.2], on a

1) = 5 [[0:G)(= - A0 aA(a).

Lorsque 3(2) # 0, on introduit la série formelle Y-~ hfbe(2,.) inverse de la série formelle
z — 3450 hfay dans C°(C)[[h]] munie du produit #coy associé au symbole oeoy. On peut
montrer que pour tout £ > 0, il existe une fonction Py(z,w) polynomiale en z a coefficients
dans C*°(C) telle que
be(z,w) = Pu(z,w)(z — ag(w)) Y

et donc |be(z, w)| = O(|S(2)|"“*+Y) quand z tend vers zéro, ce qui implique que les fonc-
tions f : (z,w) — 3(2)"'he(z, w)0:G(z) sont de classe C* puisque |0:G(z)| = O(|S(2)|V)
quand z tend vers zéro, pour tout N > 0. En outre, les coefficients de P(.,w) sont des
combinaisons linéaires des a,,, m < £. Comme il existe C > 0 telle que

1 1
< ___
|z = ao(w)] ~ ||z = C(L + |w]?)i/?|

Vz,w e C,

on en déduit que pour w assez grand |fy(z,w)| < C’ et de méme pour ses dérivées par
rapport a w. Par un procédé de Borel, on peut donc construire un symbole f (z, w1, wa, k)
dans 83 admettant le développement asymptotique » ,~ k=t fg(z,wl,wg) de sorte que
fo(z,w,w) = fo(z,w), Og, fr = O(|wy — wa|™®) et Bu, fr = O(Jwy — wo|>) uniformément
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par rapport & z. On considére alors 'opérateur Si(z) de noyau %Féf f. Par construction,
on a

Sp(2)(z — Ap) = S(2) 710G (2)IIY + Ry(2)
avec Ry(z) de la forme (2.15), d’ou

0:G(2)(z — Ap) ™t = 3(2)Sk(2) — S(2)Ri(2) (2 — Ap) L.

Ainsi, n(Ay) est un opérateur de Toeplitz de 7y de symbole

¢
Z;/C@G(z)bg(z,.)d)\(z).

£>0

Pour se convaincre que cet opérateur est dans ’]}/ pour tout j/ < 0, on peut montrer, en
écrivant le développement de Taylor de G en ap(z), que les fonctions dans le développe-
ment de son symbole s’expriment comme combinaisons linéaires de termes de la forme
0P ()02 ay.

O
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Chapitre 3

Conditions de Bohr-Sommertfeld
usuelles

Dans ce chapitre, qui est une version légérement développée de la section 5.4, nous
rappelons les conditions de Bohr-Sommerfeld au voisinage d’un point régulier du symbole
principal d’un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur une surface. Plus précisément, soit
T un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur une variété kahlérienne compacte connexe
M de dimension deux, de symbole normalisé f(.,h) = 3y~ A f¢. En nous inspirant de
Vu Ngoc [97, 98], nous introduisons le faisceau des solutions microlocales de I'équation
T = Evp quand E est une valeur réguliere du symbole principal fo. Nous retrouvons
les conditions de Bohr-Sommerfeld en calculant I’holonomie de ce faisceau, obtenue en
étudiant une famille de solutions microlocales particulierement commodes : les sections
lagrangiennes. Enfin, nous rappelons le comportement de ces conditions par rapport au
parametre spectral. Cette formulation dans le cadre de la théorie des faisceaux permet
de travailler plus facilement dans le cas ou F n’est plus forcément une valeur réguliere,
particuliéerement dans le cas hyperbolique (voir le chapitre 5).

47
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3.1 Solutions microlocales

Soit U un ouvert de M ; une suite de sections 1, € C®(U, L¥ ® K) sera appelée état
local au-dessus de U.

Définition 3.1.1. On dit d’un état local ¢, qu’il est une solution microlocale de

Ty =0 (3.1)

sur U s’il est admissible et que pour tout z € U, il existe une fonction y € C*®(M) a
support contenu dans U, valant 1 sur un voisinage de x et telle que

i (xr) = Yr + O(k™),  Trp(p(xvr)) = O(k™)
pres de .

On peut montrer que si ¥, € Hy est admissible et vérifie Ty, = 0, alors la restriction
de ¢y a U est une solution microlocale de (3.1) sur U (en utilisant la description du
noyau du projecteur IIx). De plus, 'ensemble S(U) des solutions microlocales de cette
équation sur U est un Cg-module dont 'ensemble des états locaux négligeables forme un
sous-module. On désigne par Sol(U) le module obtenu comme quotient de S(U) par les
états locaux négligeables; la notation [1;] représente la classe d’équivalence de iy, € S(U)
dans ce quotient.

Lemme 3.1.2. La collection des modules Sol(U), U ouvert de M, conjointement avec les
applications de restriction naturelles riry @ Sol(V) — Sol(U) pour U,V ouverts de M tels
que U C V, définissent un préfaisceau complet.

On obtient de la sorte un faisceau Sol au-dessus de M, appelé faisceau des solutions
microlocales sur M.

3.2 Le faisceau des solutions microlocales

On peut prouver que si le symbole principal fy de Ty ne s’annule pas sur U, alors
Sol(U) est réduit a {0} [19, proposition 9]. De maniére équivalente, si 1y, € Hy satisfait
Ty, = 0, alors son microsupport est contenu dans le niveau I'y = f,” 1(0). Ce fait implique
le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. Soit Q un ouvert de I'g ; on écrit Q = U NIy ou U est un ouvert de M.
Alors la restriction

ry : Sol(U) — Fu(Q) = ry(Sol(U))

est un isomorphisme de Ci-modules.

On désire définir un nouveau faisceau § — I'g qui décrit toujours les solutions microlo-
cales de (3.1). Pour ce faire, on va vérifier que le module §17(€2) ne dépend pas de 'ouvert
U tel que Q2 =T'gNU. On montre premierement :
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Lemme 3.2.2. Soient U,ﬁ deuz ouverts de M tels que @ = UNTy = Un Ig. Alors
il existe un isomorphisme entre Sol(U) et Sol(U) qui commute avec les applications de
restriction.

Démonstration. Supposons U et U distincts et posons V =UnN U on a bien str Q C V.
Ecrivons U = V U W, ou l'ouvert W est tel qu’il existe un ouvert X C V contenant
tel que W N X = (. Soit xy, xwune partition de I'unité subordonnée & la décomposition
U = VUW ; en particulier, xv(z) =1 des que z € X. On montre que la classe F,, (1) =
[xvk] appartient a Sol(ﬁ ) pour ¢y dans S(U). En effet, puisque le support de xy est
contenu dans €2, ¢ = xy Y est un élément de COO(U Lk®K) De plus, étant donné x € U
alors soit x n’appartient pas a U et alors ¢y, est identiquement nulle sur un voisinage de
x par définition de yy, soit x appartient a U et alors deux cas se présentent : si x € I'g,
¢, = Yy sur un voisinage de x, sinon 1, est négligeable sur un voisinage de x et ¢y ’est
également. Dans ces trois situations, il est alors aisé de trouver une fonction de troncature
qui vérifie les propriétés de la définition 3.1.1.

Il est clair que ’application F),, commute avec les applications de restriction, puisque
xv vaut 1 pres de ). En outre, I'injectivité de celle-ci est immédiate. Montrons la surjec-
tivité ; on se donne un élément [¢y] de Sol(U). On écrit U = V N W comme précédemment
et on construit une partition de l'unité 7y, n;; subordonnée a cette décomposition. Alors
on vérifie que [ny,¢x| appartient a Sol(U) et que Fy, ([n¢x]) = k- O

De ces deux lemmes, on déduit la :

Proposition 3.2.3. Soient U,U deuz owverts de M tels que Q = U NTy = UNTy. Alors
Su(Q) = F5(Q).

Cela permet de définir un faisceau § — I'g, que nous appellerons faisceau des solutions
microlocales au-dessus de I'g. Signalons que jusqu’a présent, nous n’avons fait aucune
hypothese sur la structure du niveau I'y (on n’a pas supposé qu’il s’agit un niveau régulier).

3.3 Le cas régulier

Considérons un point m € Iy régulier pour le symbole principal fy. Alors il existe
un symplectomorphisme y d’un voisinage de m dans M vers un voisinage de l’origine
dans R? tel que (fo o x 1)(z,&) = & On peut quantifier ce symplectomorphisme par
le biais d’'un opérateur intégral de Fourier : il existe une suite admissible d’opérateurs
U,Em) 1 C®(R2,LE) — C®(M, LF @ K) tels que

U(m) (Ukm)>* ~ Il prés de m;

(U o~ (U) TU™ ~ S pres de o,

ou Sj est 'opérateur de Toeplitz :
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Considérons 1’é1ément @, de C>°(R?, L&) donné par

Bi(s) = exp (k2/2) 0*(), 0lz) = exp (~ 512 )

celui-ci vérifie S @, = 0. En choisissant une fonction de troncature adéquate 7 et en posant
@,gm) = II(n®s), on obtient une suite admissible <I>,(Cm) d’éléments de Bj, microlocalement
égale & @y pres de lorigine et engendrant le Cg-module des solutions microlocales de
Siur = 0 pres de l'origine. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 3.3.1. Le Ci-module des solutions microlocales de l’équation (3.1) prés de

m est libre de rang 1, engendré par U,Em)CID;m).

Il s’agit d’une version légérement modifiée de la proposition 3.6 de [20], dans laquelle
la forme normale est réalisée sur le tore au lieu du plan complexe.

Ainsi, si I'g ne contient que des points réguliers du symbole principal fy, alors § — I'g
est un faisceau en Cg-modules libres de rang 1; en particulier, cela implique que § — I'g
est un faisceau plat, donc caractérisé par son holonomie de Cech holsz.

3.4 Sections lagrangiennes

Afin de calculer I'holonomie holg, il est nécessaire de comprendre la structure des so-
lutions microlocales. Dans cette optique, une famille de solutions particulierement intéres-
sante est celle des sections lagrangiennes ; rappelons la définition de celles-ci. Considérons
une courbe I' C 'y ne contenant que des points réguliers, et notons j : I' — M le plonge-
ment de I' dans M. Soit U un ouvert de M tel que Ur = j~1(U) est contractile; il existe
une section plate unitaire tp de j*L — Ur. Maintenant, considérons une série formelle

Z htge € C*(Ur, 7* K)[[H]].
>0

Soit V un ouvert de M tel que V' C U. Alors une suite ¥}, € Hy, est une section lagrangienne

associée a (I',tr) de symbole 3, hgy si

1/4
Uy(m) = (2];) F¥(m)g(m, k) surV,

ou
— F est une section de L — U telle que

J*F=tr et OF =0

modulo une section s’annulant & tout ordre le long de j(I"), et vérifiant |F(m)| < 1

sim ¢ j(T),
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— §(., k) est une suite de C*°(U, K) admettant un développement asymptotique de la
forme g(., k) ~ 3y k—*g, pour la topologie C* qui vérifie

JGe=g0 et 9§ =0

modulo une section s’annulant & tout ordre le long de j(T').
Supposons de plus ¥j, admissible au sens ott Wi(m) est uniformément O(k") pour un
certain N et la méme propriété est vérifiée par ses dérivées covariantes successives. Il est
toujours possible de construire une section lagrangienne de symbole donné " ,~ gy (voir
[21, partie 3]). En outre, si ¥}, est une section lagrangienne non nulle, alors les constantes
cr, € Cy telles que ¢ Wy, est encore une section lagrangienne sont les éléments de la forme

cx = p(k) exp(ik¢(k)) + O(k™) (3.2)

ou p(k),¢(k) € R et p, ¢ sont des suites admettant des développements asymptotiques de
la forme p(k) = Y0 k™ pe, $(k) = X pmo k™ .

Les sections lagrangiennes sont importantes du fait qu’elles fournissent un procédé
pour construire des solutions microlocales. En effet, si ¥ est une section lagrangienne au-
dessus de V associée a (I, tr) de symbole Y~ Bl gg, alors Ty W), est également une section
lagrangienne au-dessus de V associée a (T, tl:), et on peut en principe obtenir les termes
Je, £ > 0 du développement asymptotique de son symbole en fonction des gy, £ > 0 (grace
a un développement du type phase stationnaire). Cela permet de résoudre 1’équation (3.1)
en prescrivant le symbole de ¥, de sorte que pour tout £ > 0, g, s’annule. Donnons les
détails de cette procédure pour les deux premiers termes.

Introduisons un fibré de demi-formes (9, ), c’est-a-dire la donnée d’un fibré en droites
§ — M et d’un isomorphisme de fibré en droites ¢ : 62 — A29T* M. Puisque la premiere
classe de Chern de M est paire, un tel couple existe. On introduit également I'unique fibré
en droites holomorphe hermitien L tel que K = L1 ®4. On définit la forme sous-principale
k comme la 1-forme sur I' vérifiant

H(Xf0> = _fl

ou Xy, désigne le champ de vecteurs hamiltonien associé a fp. On définit une connexion
V! sur j*L; — T par

Vl = vj*Ll + llﬁl,
7

avec V7 11 la connexion induite sur j*L1 par la connexion de Chern de Li. Soit ir la
restriction de ¢ a I'; 'application

or: 08 = T'T®C, uw— j o(u)

est un isomorphisme de fibrés en droites. On définit une connexion V°T sur p par la
formule

Vg?a = Eiga,
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dans laquelle ig est 'opérateur différentiel du premier ordre agissant sur les sections de

or de sorte que
®r ([’i?g ® 9) = %ﬁxﬂpr <g®2>

pour toute section g ici, £ désigne la dérivée de Lie standard des formes différentielles.

Alors TV, est une section lagrangienne au-dessus de V associée a tr de symbole
(5*fo)go + O(h) = O(h), et donc Wy, satisfait (3.1) & un reste O(k~1) prés. De plus, le
symbole sous-principal de T Wy, est

1 =
S - ] L1 51’*
(7" f)go + (Vi eld+1de LY, ) g0
Par conséquent, I'équation (3.1) est satisfaite par W) & O(k~2) prés si et seulement si
L (Vi g 1d +1de £ = dessus de VN T
Ji+ 7 (foo ®@Id+1d® Xfo) go =0 au-dessus de VNT. (3.3)

Cette formule peut étre interprétée comme une équation de transport parallele : si on
munit j*L; ® dp de la connexion induite par V! et Vo, ’équation (3.3) signifie que go est
plate.

3.5 Holonomie

On suppose maintenant que I'y est connexe (sinon, on peut faire la méme discussion en
considérant les composantes connexes de I'g) et contient uniquement des points réguliers
de fy; c’est alors une courbe lisse fermée plongée dans M. On voudrait calculer ’holonomie
du faisceau § — I'g.

Proposition 3.5.1. L’holonomie holg(I'y) est de la forme
ot ©(k) est réel et admet un développement asymptotique de la forme O (k) = 35> k=t0,.

En particulier, cela signifie que si I’on considere un jeu de solutions pour calculer
I’holonomie, on a seulement besoin de tenir compte des phases des constantes de transition.

Démonstration. Recouvrons I'g par un nombre fini d’ouverts {2, dans lesquels la forme
normale introduite avant la proposition 3.3.1 s’applique, et soient Uf' et ®f comme dans
cette proposition. On obtient une famille u$ de solutions microlocales ; observons que pour
chaque o, uf est une section lagrangienne associée a I'. Donc, si ©, N Qg est non vide,
I'unique (modulo O(k~°°)) constante cgﬁ € Cy, telle que ug = cg’guf sur {2, N €3 est de la
forme donnée dans ’équation (3.2) :

e = p*? (k) exp(ik¢™® (k) + O(k™).
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Or, si m appartient a 2, N€)g, alors pres de m on a ug ~ ,S‘Q),(cm) et ug ~ U,ftblgm) ou q),(cm)
est une suite admissible d’éléments de Bj microlocalement égale a ® prés de 'origine.
Par conséquent, on a

&P\ — (U Upe™ + O(k),

2
et le fait que les opérateurs Uf, U,f sont microlocalement unitaires livre ‘cgﬁ ’ =1+

O(k™°). Ceci implique que pour ¢ > 1, py = 0, ce qui fournit le résultat. O

Essayons d’étre plus précis et de calculer les premiers termes de ce développement
asymptotique. Considérons un recouvrement fini (2,), de I'g par des ouverts contractiles
et munissons chaque €1, d’une solution microlocale non-triviale ¥% qui est une section
lagrangienne. Choisissons une section plate unitaire ¢, du fibré en droites j*L — j71(2,)
et écrivons, pour m € {2, :

k

wipm) = ()" gutom ik )

ou la section g4(.,k) de j*K — Q, est le symbole de ¥¢, dont le symbole principal sera

noté g,(lo). Maintenant, supposons que €2, Nz # (); il existe un unique (& un reste O(k~>°)

pres) Cgﬂ € Cy, tel que U¢ ~ czﬁlllg sur Q, N Qg.

Définition 3.5.2. Soient A, B € M et v une courbe lisse par morceaux reliant A et B
notons P4 g~ : Ly — Lp I'isomorphisme linéaire donné par le transport parallele de A a
B le long de . Etant données deux sections s,t de L — M, on définit le déphasage entre
s(A) et t(B) le long de v comme le nombre

(@5(A) — ®,(B)), = arg(Aap,,) — co([A, B]) € R/2nZ,

ol A4 B est I'unique nombre complexe tel que Py p~(s(A)) = Aa,p~t(B) et co([A, B])
est (la phase de) I'holonomie de v dans (L, V). On définit de la méme facon le déphasage
entre deux sections de K — M, en se servant de la connexion de Chern de K.

Maintenant, considérons trois points A, B,C € M et soit v1 (resp. 72) une courbe lisse
par morceaux reliant A et B (resp. B et C'). Soit v la concaténation de 71 et 2. On vérifie
facilement que

(®s(A4) - (I)t(B»»yl + (2(B) — ©u(C)),, = (2s(A4) — 2u(C))

V2 Y

pour trois sections s,t,u de L. En outre, si v est une courbe fermée et A est un point de
7, alors le déphasage entre s(A) et s(A) le long de v est

par définition de I'holonomie cg. C’est pourquoi on se permet d’écrire ce nombre sous la
forme d’une différence.
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Revenant a notre probleme, on note <I>£fl)(A) - @gﬁl)(B) le déphasage entre t,(A) et

tg(B) le long de I'y dans L, et @&O)(A) - <I>(ﬂo)(B) le déphasage entre g&o) (A) et g/(go)(B)
le long de T'y dans K. Soit ¢ le chemin dans 'y commengant en un point A € Q, et se
terminant en B € (), N Qg. Puisque ¢, est plate et le symbole principal gg de ¥ satisfait
I'équation (3.3), on a

arg (") =k (co(¢) + @5 (4) — @ V(B))
+e1(€) + holgy, (¢) + @ (4) — 8 (B) +O(k™).
Cependant, grace a la discussion précédente, on sait que le terme

k ((ID&_I)(A) - @é_l)(BD + ol (A) — <I>(ﬁo)(B) est un cobord de Cech. Appelons c1(I'g)

I’holonomie de 'y dans (L1, V1). On peut vérifier que I’holonomie de Voo est un élément
de Z/2Z, représenté par €(I'g) € {0,1}. On obtient :

Proposition 3.5.3. Les deux premiers termes du développement asymptotique de la quan-
tité ©(k) définie dans la proposition 3.5.1 sont donnés par les formules

@() = C()(P())

et
©1=c (FD) + E(Fo)ﬂ'.

Puisqu’on peut construire une solution microlocale non triviale au-dessus de I'g si et
seulement si O(k) € 27Z, on retrouve les conditions de Bohr-Sommerfeld usuelles.

On peut donner une autre interprétation de I'indice e. Considérons une courbe fermée
lisse v immergée dans M. Notons ¢ : v — M l'immersion en question, et §, = +*¢ le fibré
image réciproque de ¢ au-dessus de 7. Soit 7 : d, — ¢ le relevé naturel de ¢, et définissons
i? : 62 — 6% par la formule 2%(u ® v) = I(u) ® I(v). L’application

Py 102 =T yRC, u fp(i(u))
est un isomorphisme de fibrés en droites. L’ensemble
{u € 6y; py(u®?) > 0}

possede une ou deux composantes connexes. Dans le premier cas, on pose €(y) = 1, et dans
le second cas, €(y) = 0. On peut vérifier que cette définition coincide avec la précédente
quand ~y est une courbe lisse fermée plongée. Notons que la valeur de €(y) ne dépend que
de la classe d’isotopie de la courbe ~ dans M.

3.6 Dépendance par rapport au parametre spectral

Quand on veut étudier la théorie spectrale, on a besoin d’effectuer le méme travail que
ci-dessus en remplagant 'opérateur Tj par T, — F'; il est alors naturel de se demander
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si on peut utiliser les mémes outils en tenant compte de la dépendance en le parameétre
spectral F.

Supposons qu’il existe un voisinage tubulaire Q2 de I' tel que pour E suffisamment
proche de 0, lintersection I'g N Q est réguliere. Alors on peut construire des solutions
microlocales de (T, — E)u = 0 comme sections lagrangiennes dépendant de maniére C*° du
parametre E (voir [20, section 2.6]); on obtient des solutions microlocales uniformément
par rapport a FE. On peut alors définir tous les objets précédents en y ajoutant cette
dépendance C*° en E. En procédant de cette maniere, on obtient les conditions de Bohr-
Sommerfeld dépendant d’un parametre, que 'on décrit ci-dessous.

Soit I un intervalle de valeurs régulieres du symbole principal fy. Pour E € I, on note
C;j(E), 1 < j < N, les composantes connexes de fy *(E) de sorte que E — C;(E) soit
lisse. Observons que Cj(E) est une courbe lisse fermée plongée, équipée de l'orientation
dépendant contintiment de E donnée par le flot hamiltonien de fy. On définit [’action
principale W) e C*(I) de sorte que le transport parallele dans L le long de Cj(E) est
la multiplication par exp(ic&j )(E)) On définit l’action sous-principale cgj ) de maniére
analogue, en remplacant L par Ly et en utilisant la connexion V! (dépendant de E) décrite
plus haut. Finalement, on pose E(E]) = €(Cj(E)); en fait, eg) est une constante 6%) = ¢0)
pour E dans I. Les conditions de Bohr-Sommerfeld (voir [21] pour davantage de détails)
spécifient qu’il existe n > 0 tel que 'intersection du spectre de T} avec [E — n, E + 1)
modulo O(k™°) est la réunion de familles o;, 1 < j < N, ol les éléments de o; sont les
solutions de

gD\ k) € 2nk™'Z

avec g (., k) une suite de fonctions de C*°(I) admettant un développement asymptotique

de la forme ‘
gD (k) ~ 3 kg
>0

a coefficients géj) € C*°(I). De plus, on a
9N =’ ) et g7 () = V() + )

Remarque. En principe, on peut aussi donner une formule permettant de calculer
les quantités géj), ¢ > 2 qui interviennent dans l’expression des conditions de Bohr-
Sommerfeld, comme le signale Charles dans larticle [21]. Dans le contexte des opérateurs
pseudo-différentiels, un tel résultat a été obtenu par Colin de Verdiere [31]. Sa méthode
s’appuie sur trois ingrédients : I'expression de la trace d’'un opérateur comme intégrale
du noyau évalué sur la diagonale, le calcul symbolique (connaissance du star-produit),
et le fait de disposer d’un opérateur modele qu’on comprend suffisamment bien (c’est-a-
dire dont on connait le spectre ainsi que le symbole total de la résolvante) pour pouvoir
calculer explicitement certaines constantes qui apparaissent dans la preuve (dans le cas
pseudo-différentiel sur R?, c’est I'oscillateur harmonique qui joue ce role). En pratique,
on a bien 'expression voulue de la trace d’un opérateur de Toeplitz et il est sans doute
possible d’expliciter le star-produit sur des exemples simples comme celui de la sphére ou
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du tore; une question qui reste pour l'instant en suspens est de savoir si on dispose dans
ces cas d’opérateurs pour lesquels on sait calculer explicitement les quantités citées plus
haut. Dans le cas de la spheére, nous pensons que 'opérateur Zj (défini dans la section
2.4.3.2) est un bon candidat ; il serait intéressant d’écrire les calculs en question.



Chapitre 4

Conditions de Bohr-Sommertfeld
dans le cas elliptique

Ce chapitre reprend intégralement 1’article [72], hormis l’annexe contenant les preuves
des résultats de la section 4.3.3 qui a été déplacée dans la section 2.5. Nous y obtenons
les conditions de Bohr-Sommerfeld prés d’un minimum global du symbole principal d’un
opérateur de Toeplitz autadjoint, en dimension deux. Pour ce faire, nous introduisons des
opérateurs intégraux de Fourier, qui nous permettent de quantifier une forme normale sym-
plectique pres du point réalisant le minimum, c’est-a-dire d’en déduire une forme normale
microlocale au niveau des opérateurs. L’étude du modele local (I'oscillateur harmonique
dans la représentation de Bargmann) fournit un développement asymptotique des valeurs
propres de 'opérateur dans un intervalle de taille fixe (ne dépendant pas de k) contenant
la valeur singuliere. En outre, la technique employée nous permet de retrouver les condi-
tions de Bohr-Sommerfeld usuelles loin du point critique. Finalement, nous mettons en
évidence ces résultats sur un exemple (celui du hamiltonien de Harper sur le tore) via des
simulations numériques.

Nous nous restreignons au cas d’un minimum global afin d’éviter d’avoir a discuter
I’apport des différentes composantes connexes du niveau critique. Dans le cas général, il
faut rajouter a la description du spectre la contribution de celles-ci.

o7
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4.1 Introduction

Let M be a compact, connected Kéahler manifold of complex dimension 1, with fun-
damental 2-form w. Assume M is endowed with a prequantum line bundle L. Let K be
another holomorphic line bundle and define the quantum Hilbert space Hj as the space
of holomorphic sections of L* @ K, for every positive integer k. The operators acting on
Hj. that we consider are Berezin-Toeplitz operators ([12, 10, 19, 76], and many others).
The semiclassical parameter is k, and the semiclassical limit is k — +oo. Formally, k is
the inverse of Planck’s constant .

Our aim is to understand the spectrum of a given self-adjoint Toeplitz operator, in
the semiclassical limit. In the setting of (%-)pseudodifferential operators, the similar study
was done by Colin de Verdiere in [30]. In his article [21], Charles obtained the description
of the intersection of the spectrum of a self-adjoint Toeplitz operator with an interval
of regular values of its principal symbol, in the semiclassical limit: the eigenvalues are
selected by an integrality condition for some geometric quantities (actions) associated to
the symbol of the operator (these are the Bohr-Sommerfeld conditions).

In this article, we extend these conditions around a global minimum of the principal
symbol; since we work with only one degree of liberty, we expect to have a very precise
description of the eigenvalues near the critical point.

4.1.1 Main theorem

Let Aj be a self-adjoint Toeplitz operator on M its normalized symbol ag + hay + ...
is real-valued. Assume that its principal symbol ag admits a global minimum at mg € M,
with ag(mg) = 0. Denote by )\,(cl) < Al(€2) <...< )\,(j) < ... the eigenvalues of A;. Our
main result is the following theorem.

Theorem (Theorem 4.6.2). There exist E© > 0, a sequence g(., k) of functions of C*°(R,R)
which admits an asymptotic expansion of the form g(.,k) = > ys0k~‘ge in the C> topol-
ogy, and a positive integer ko such that for every integer N > 1 and for every E < E°,
there exists a constant Cy > 0 such that for k > kq:

(W <BorBY <E) =\ - B < CnkY

where
D _ (it :
r =9 j+2 k), jeN.

Once we are able to compute the gy, £ > 0, explicitly, this allows to compute asymptotic
expansions to all order for eigenvalues of Ay, lower than E°. In fact, g(., k) is constructed as
the local inverse of a sequence f(., k) which also admits an asymptotic expansion f(., k) =
Y00 k~* f, in the C™ topology, and the first terms fo, f1 are related to geometric quantities
(acfions) associated to Ay.
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4.1.2 Link with the usual Bohr-Sommerfeld conditions

Let I be a set of regular values of the principal symbol ag. For the sake of simplic-
ity, assume that for every E in I, the level set I'p = a Y(E) is connected; then it is
diffeomorphic to S'. Fix an orientation on ', depending continuously on E. Define the
principal action ¢y € C*°(I) in such a way that the parallel transport in L along I'g is the
multiplication by exp(ico(F)). Of course, co(E) is defined up to an integer multiple of 27,
but we can always choose a determination of ¢y that is smooth on I.

Let (0,p) be a half-form bundle, that is a line bundle § — M together with an iso-
morphism of line bundles ¢ : 62 — A29T*M. It is known that for any connected compact
Kaéhler manifold of complex dimension 1, such a couple exists. Introduce the hermitian
holomorphic line bundle L; such that K = L; ® §. For F in I, define the subprincipal
form kg as the 1-form on I'g such that

kE(Xay) = —a1

where X, stands for the Hamiltonian vector field associated to ag. Denote by jg the
embedding I'y — M, and introduce the connection V¥ on JjrL1 — I'g defined by

-k 1
vE = wislt 4 KB,

with V7&L1 the connection induced by the Chern connection of L on JjrL1. Define the
subprincipal action ¢; € C*°(I) like the principal action, replacing L by L; endowed with
this connection.

Finally, define an index € from the half-form bundle ¢ as follows: the map

v :0p =T Tp@C, uw jpe(u)
is an isomorphism of line bundles. The set

{u € 6pipp(u®?) > 0}

has one or two connected components. In the first case, we set e = 1, and in the second
case eg = 0. In fact, €g is a constant eg = € for E in .

The (regular) Bohr-Sommerfeld conditions [21] state that there exists 7 > 0 such that
the eigenvalues of Ay contained in [E — n, E + 7] are equal to the solutions of

S(\ k) € 27k 17 (4.1)

modulo O(k~°°), where S(., k) is a sequence of elements of C*°(R,R) admitting an asymp-
totic expansion S(.,k) = > y>¢ k=tSy, with Sy = ¢g and S; = ¢ + em, with ¢y, c; and €
defined as above. -

With foy, fi1, co and c; defined as above, the following result holds.

Proposition (Proposition 4.6.4). Set I =]0, E°[. Then

1 1

_ - 4.2
fo 5. €0 fi 5, C1 (4.2)

on I.
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Furthermore, it is known that when I'g is the boundary of a disk embedded in M,
one has e = 1. Since this is the case when E belongs to I, we recover the regular Bohr-
Sommerfeld conditions away from the minimum.

4.1.3 Structure of the article

The paper is organized as follows: we start by recalling some properties of Toeplitz
operators on a compact manifold. Then, we briefly explain how to adapt the theory in the
case where the phase space is the whole complex plane. The fourth section is devoted to the
construction of Fourier integral operators that we use to construct our microlocal normal
form in the following part. In section 6, we state the Bohr-Sommerfeld conditions and
some consequences. In the last section, we investigate an example to give some numerical
evidence of our results.

4.2 Preliminaries and notations

First, we introduce the notations and conventions that we will adopt through this
whole article. They are already written in [21] for instance, but we recall them here for
the sake of completeness.

4.2.1 Quantum spaces

Let M be a connected compact Kihler manifold, with fundamental 2-form w € Q2(M, R).
Assume M is endowed with a prequantum bundle L — M, that is a Hermitian holomor-
phic line bundle whose Chern connection V has curvature %w. Let K — M be a Hermitian
holomorphic line bundle. For every positive integer k, define the quantum space Hj, as:

Hy=H'(M,LF® K) = {holomorphic sections of L* ® K} .

The space Hj is a subspace of the space L*(M,LF @ K) of sections of finite L?-norm,
where the scalar product is given by

(o) = |l )

with hy, the hermitian product on L* ® K induced by those of L and K, and pjs the
Liouville measure on M. Since M is compact, Hy is finite dimensional, and is thus given
a Hilbert space structure with this scalar product.

4.2.2 Geometric notations

Unless otherwise mentioned, “smooth” will always mean C*°, and a section of a line
bundle will always be assumed to be smooth. The space of sections of a bundle £ — M
will be denoted by I'(M, E).



4.2. PRELIMINARIES AND NOTATIONS 61

Let Lp — P and Ly — N be two prequantum bundles over Kédhler manifolds, whose
fundamental 2-forms are denoted by wp and wpy. Denote by p; and py the projections of
P x N on each factor, and Lp X Ly = piLp ® p5Ln; then, if P x N is endowed with the
symplectic form pjwp + piwy, Lp W Ly — P x N is a prequantum bundle.

Let P°P be the manifold P endowed with the symplectic form —wp and the (almost)
complex structure opposed to the one of P, and let LI_J1 be the inverse (dual) bundle of
Lp with induced hermitian and holomorphic structure and connection; then L;l — P is
a prequantum bundle. If k is a positive integer, we can identify the Schwartz kernel of an
operator T : T'(P, L%) — T'(N, LX) to a section of L K LpF — N x P wia the following
formula:

Ts(x) = /PT(ff,y)-S(y)up(y),

where pup is the Liouville measure on the manifold P.

4.2.3 Admissible and negligible sequences

Let M be a compact connected Kéhler manifold. Let (si)r>1 be a sequence such that
for each k, si belongs to I'(M, L* ® K). We say that (si)g>1 is
— admissible if for every positive integer ¢, for every vector fields
X1,..., Xy on M, and for every compact set C C M, there exist a constant ¢ > 0
and an integer N such that

Ym € C ||Vx,...Vx,se(m)| < ck?,

— negligible if for every positive integers ¢ and N, for every vector fields X1, ..., Xy on
M, and for every compact set C C M, there exists a constant ¢ > 0 such that

VmeC ||Vx,...Vx,se(m)| <ck ™.

We say that (sg)r>1 is negligible over an open set U C M if the previous estimates
hold for every compact subset of U. We denote by O(k~*°) any negligible sequence
or the set of negligible sequences. The microsupport MS(sy) of an admissible sequence
(sk)k>1 is the complement of the set of points of M which admit a neighbourhood where
(sk)k>1 is negligible. Finally, we say that two admissible sequences (t)r>1 and (sg)r>1
are microlocally equal on an open set U if MS(t; — si) NU = 0; the symbol ~ will indicate
microlocal equivalence. We can then define, via the sequences of their Schwartz kernels,
admissible and smoothing operators, and the microsupport and microlocal equality of
operators.

4.2.4 Toeplitz operators

Let TI;, be the orthogonal projector of L?(M, L* ® K) onto Hy,. A Toeplitz operator is
any sequence (T}, : Hy — Hy)r>1 of operators of the form

2]
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where f(.,k) is a sequence of C>(M) with an asymptotic expansion f(.,k) = > 50k fe
for the C* topology, M. ) is the operator of multiplication by f(.,k)and R is a smooth-
ing operator. They are the semiclassical analogue of the Toeplitz operators studied by
Boutet de Monvel and Guillemin in [12].

We recall the following essential theorem about Toeplitz operators, which is a conse-
quence of the works of Boutet de Monvel and Guillemin [12] (see also [9, 19, 47]).

Theorem 4.2.1. The set T of Toeplitz operators is a star algebra whose identity is
(Ily)g>1. The contravariant symbol map

Ocont : T — COO(M)[[h]]

sending Ty, into the formal series -y it fo is well defined, onto, and its kernel is the ideal
consisting of O(k~°°) Toeplitz operators. More precisely, for any integer ¢,

| T3]l = Ok~ if and only if oeont(T)) = O(KY).

We will mainly work with the normalized symbol
h
Onorm = ( Id + §A Ocont

where A is the holomorphic Laplacian acting on C°°(M); unless otherwise mentioned,
when we talk about a subprincipal symbol, this refers to the normalized symbol. This
symbol has the good property that, if T and S, are Toeplitz operators with respective
principal symbols ¢ty and sy and subprincipal symbols ¢; and s1, then

1
O'norm(TkSk) =toso+h (tosl +ti150 + Z {to, 80}) + O(h2).

Finally, we will need to apply functional calculus to Toeplitz operators.

Proposition 4.2.2 ([19]). Let T}, be a self-adjoint Toeplitz operator with symbol 3, hit
and g be a function of C*°(R,C). Then g(T}) is a Toeplitz operator with principal symbol
g(to).

4.3 Toeplitz operators on the complex plane

4.3.1 Bargmann spaces

We consider the Kihler manifold C ~ R? with coordinates (z,¢), standard complex
structure and symplectic form wg = dé A dr. Let Ly = R?2 x C — R? be the trivial
fiber bundle with standard hermitian metric hy and connection V° with 1-form %a, where
ay(v) = %wo (u,v); endow Ly with the unique holomorphic structure compatible with hg
and V°. For every positive integer k, the quantum space that we consider is

Hy = HO(R?, L§) N L*(R?, Lg);



4.3. TOEPLITZ OPERATORS ON THE COMPLEX PLANE 63

this means that in this case, we make the arbitrary choice that the auxiliary line bundle
K is the trivial bundle with flat connection. These spaces coincide with Bargmann spaces
[2, 3], which are spaces of square integrable functions with respect to a Gaussian weight.

More precisely, we choose the holomorphic coordinate z = x&%f and note

By, = {fwk; f : €~ C holomorphic, /R2 |f(2)]? exp(—k|z|?) d\(z) < +oo}

with ¢y : C — C, z — exp (—%|z|2), YF its k-th tensor power, and A the Lebesgue measure

on R2. Tt is easily shown that for k > 1, 7-[2 is precisely By. Sometimes, we will use the iden-
tification of the section f to the function f in abusive notations, such as talking about the
operator - action on By, etc. It is standard that By, is closed in L? (R?, exp(—Fk|z|?)d\(z)),
and is thus a Hilbert space; moreover, we know an orthonormal basis of By.

Proposition 4.3.1. The family (¢n k)nen, where @, p(2) = 1/ % 2Pk is an orthonor-
mal basis of B.

We denote by TI9 the orthogonal projector from L?*(R2, L) onto B.

4.3.2 Admissible and negligible sequences

Since we will only deal with C*° sections, we can adopt the same definitions for admis-
sible and negligible sequences as in the previous section.

4.3.3 Toeplitz operators

To consider Toeplitz operators acting on Bargmann spaces without raising technical
issues, we could only work with operators with compactly supported kernels. However,
we would miss the simple case of the harmonic oscillator. So we need to introduce symbol
classes, very similar to the ones used when dealing with Ai-pseudodifferential operators (see
for instance [40]). The proofs of the results of this part are collected in the appendix.

Let d be a positive integer. For u in CY, set m(u) = (1 + ||u||2)% For every integer j,
we define the symbol class Sj‘-i as the set of sequences of functions of C°>(C%) which admit
an asymptotic expansion of the form a(., k) = 3"/¢ k~‘a, in the sense that

~VleN Va,8€N¥ 3Cr05>0 [0202as] < Cpapm?,

~VLEN Vo, BeN? 3Cp0>0 (0207 (a = L) kar)| < Cpapk=tmi.
Set 8% = Ujez de. Now, let a(., k) be a symbol in S}, and consider the operator

A = Op(a('v k)) = HgMa(.,k)Hg (44)

acting on the subspace

S = {‘P € By; Vj €N sup (|<P(Z)’(1 + \Z‘z)jﬂ) < +OO}
zeC
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of Bi. As shown in [3], & corresponds to the Schwartz space via a particular unitary
mapping between L%(R) and By, the Bargmann transform. It is easily seen that Ay sends
G into Gy; it is even continuous &, — &j. Note that if j = 0, then Ay is bounded
By, — By, and its norm is lower than sup |a(., k)|.

Let t be the section of Ly — R? with constant value 1. Let Fy be the section of
Ly X Lal given by

1 _ _
Fo(z1,22) = exp (—2 (]21|2 + |zg\2 — 2z1zQ)> t(z1) @t 1(22),

or equivalently, if u = (z, &) where z = %(w — &),

Fy(u,v) = exp (—i”u —v? - ;wo(u,v)> t(u) @t~ (v).

Adapting the result of section 1.c of [2], with the good normalization for the weight defining
our Bargmann spaces, we have the following;:

Proposition 4.3.2. Hg admits a Schwartz kernel given by %Fé“

In the rest of the paper, we will use the same letter to designate an operator and
its Schwartz kernel. This proposition allows us to compute the Schwartz kernel of any
Toeplitz operator.

Lemma 4.3.3. Let a(.,k) be a symbol in S}; then Ay = Op(a(.,k)) admits a Schwartz
kernel given by
k k 9 9 _ -
Ag(z1,292) = —ﬂexp -3 (]zl\ + |22]* — 22122) a(z1, 22, k)

2 (4.5)

+ Ry, exp (—C’kz\zl - 22|2) ,

where a(.,., k) belongs to sz, Ry is negligible and C' is some positive constant. Moreover,
one has

a(z,z, k) = (exp (k‘_lA) a) (2, k) (4.6)
0

where A = 8%8? is the holomorphic Laplacian acting on C*®(C?), in the sense that the
asymptotic expansion of a(.,., k) is obtained by applying the formal asymptotic expansion
of the operator exp (k:_lA) to the asymptotic expansion of a(., k).

This leads us to the following definition.
Definition 4.3.4. A Toeplitz operator is an operator from & to &y of the form
) M g IT}, + Sk, (4.7)

where a(., k) is a symbol in S! and the kernel of S, satisfies
Sk(zl, 22) = Rk(zl, 2’2) exp (—Ck|2:1 — Z2’2) (4.8)

with Ry negligible and C' some positive constant. As in the compact case, ocont(Ax) =
2050 flay is called the contravariant symbol of A,. We denote by 7; the set of Toeplitz
operators with contravariant symbol belonging to S}.
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In fact, lemma 4.3.3 defines the covariant symbol of Ay:

Teov(Ar)( ZF/CL[ (2, 2)
>0

The following lemma gives an important property of the latter.

Lemma 4.3.5. If the covariant symbol of Ay vanishes, then the Schwartz kernel of Ay is

of the form (4.8).

As a corollary of lemmas 4.3.3 and 4.3.5, we obtain the stability under composition of
the set of Toeplitz operators.

Corollary 4.3.6. Let A, € T; and By, € Tj be two Toeplitz operators. Then C = Ay By,
belongs to Tj,j; more precisely, its contravariant symbol is given by

7ea(C)(2) = (30 (35 ) Gaoms(A) (1) cani( B 2 L)

(92’1 0 |z1=20=2
in the same sense as in lemma 4.3.3.

Define the normalized symbol as in the compact case:
h
Onorm = | Id + §A Ocont-
From formula (4.9), we find that
Onorm (Ak B) = agbo + h (aobl +arbo + o {ao, bo}) +O(n?)

if oporm (Ax) = ag + hay + O(A?) and oyorm(Bi) = by + hbp + O(h?), as expected.

Definition 4.3.7. A Toeplitz operator A € 7; with principal symbol ag is said to be
elliptic at infinity if there exists some ¢ > 0 such that for z in C, |ag(z)| > ¢(1 + |2[?)2.

Adapting proposition 12 of [19] and theorem 39 of [29], one can show the following:

Proposition 4.3.8 (Functional calculus). If Ay belongs to T; for some j > 1, is essentially
self-adjoint and elliptic at infinity and if n : R — R is a compactly supported C* function,
then n(Ay) belongs to Ty for every j' < 0.

4.4 Fourier integral operators

The aim of this section is to construct microlocally unitary operators between Hj and
By, given a local symplectomorphism y from M to R2?. In [12], Boutet de Monvel and
Guillemin introduced Fourier integral operators in the homogeneous Toeplitz setting. In
the semiclassical Toeplitz theory, such operators between compact manifolds have been
introduced by Zelditch [102] and later used by Charles [20, 23], but some difficulties arise
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when dealing with a non compact manifold. Although some of the following material,
such as propositions 4.4.5 (see [102, Unitarization Lemma 1]) and 4.4.6 (which appears
in [102] as a direct consequence of the results in [12]), was already present in the work of
Zelditch in the compact case, the following constructions are rather adapted from those of
Charles. Let us mention that Toeplitz Fourier integral operators have also been studied
by authors such as Debernardi and Paoletti [38, 81] and have been applied for instance
to the analysis of the homogeneous complex Monge-Ampére equation in the article [87],
where the latter arises from a Kéahler geometry problem.

Let x : Q1 € M — Qy C R? be a symplectomorphism between the open sets €2; and
Q9. Then the graph

Ay = {(u, x(uw);u e U} CQ xQ

of x is a Lagrangian submanifold of the product M x C°P. As in the previous section, let
t be the section of Ly — R? with constant value 1. By definition of the connection on L,
we have V% = la ®t, where « is the primitive of wy given by ay(v) = Swo(u,v). The
following lemma is elementary.

Lemma 4.4.1. Taking Q1 smaller if necessary, we can find a local gauge s of L —
such that Vs = %X*a ® s.

We consider the section tj, of LK Ly L over A, given by

ta, (u, x(w) = s(u) @t (x(u)).

Thanks to proposition 2.1 of [20], we can build a local section E of LK Ly — €y x Q5
such that

— Eis equal to ty, on A,

— for every holomorphic vector field Z on € x Q57, the covariant derivative of E with

respect to Z is zero modulo a section vanishing to infinite order along Ay,
and this section is unique modulo a section vanishing to infinite order along A,. Further-
more, we can always assume that ||E| < 1 outside A,, and we will make this assumption
until the end of this article.

We consider a sequence of functions of C*°(£2; x Q49"), which admits an asymptotic
expansion  ,~q k~tay for the C* topology whose coefficients are all supported in a fixed
(independent of k) compact set C' C € x Qy. Let Sy, be the local section of (L¥® K)X Lg*
given by

Si(u,0) = - ¥ (u, v)a(u, v, k),
2
and consider the operator Sy defined on I'(C, L’(‘j) by
(Sk0)(w) = [ Su(u,0)6(0) dA).

which makes sense since S(.,.) vanishes outside 2y x .

Proposition 4.4.2. The operator Ry, = SpII) maps By into T'(M, LF @ K).



4.4. FOURIER INTEGRAL OPERATORS 67

Proof. We must show that if ¢ is a smooth square integrable section of L’g — C, then
Skﬂggok is a smooth section of L* ® K — M. It is enough to show that the Schwartz
kernel of SkH% and its derivatives with respect to the first variable are rapidly decreasing
in the second variable. Let Ry be this kernel; one has

Ry (u,v) :/ S (u, w). I (w, v)dw,
p2(C)

with ps the projection from M x C to C. So

Ri(u,v) = ( -

2
5= U, U, W R (u, w).tF (w k() duw
zw) /pQ(C)f( v, w, k) BT (u, w) .t (w) @ 77 (v)d

with f(u,v,w, k) = a(u,w, k) exp (—%Hw — v = Eup(w, v)) This implies the estimate

kO k
IRl < (5) [ latwwBlexp (= lw = ol ) 1B (0, w)|dw.
T/ Jpa(0) 4

Since ||E|| <1 and af(.,., k) is bounded by some constant ¢ > 0, this yields

k2 k )
IRewo)l < (55) @ [ e (=5lw—ol?) du.
m P2 (C) 4

Using [|w —v[|* > [|v]]?

k2 k.o k
<= —— — .
([ R (u, v)|| < (277) Ck:eXp( rhadl )/pm exp<2llellvH) dw

Finally, an upper bound for the integral that appears in this inequality is 772 exp (%r”vH)

— 2||wl|||v]|, we obtain

where pa(C) is included in the closed ball of radius r and centered at the origin. This
allows us to conclude that

AN koo kr
<= —— — .
[ R (u, )| < (27T> R exp< L HvH)

The same kind of estimates hold for the successive derivatives of R with respect to u;
we prove them by differentiating under the integral sign. O

Unfortunately, R; has no reason to map holomorphic sections to holomorphic sections;
to fix this problem, we set T}, = Il Ry; defined in this way, T} is an operator from Bj to
Hp.

Proposition 4.4.3. The Schwartz kernel of Ty reads
k
Ti(u,v) = 2715’6(% v)b(u, v, k) + O(k™) (4.10)
i

with b(., ., k) a sequence of smooth functions which admits an asymptotic expansion b(.,., k) =
2050 k=by for the C*® topology satisfying

bo(u, x(u), k) = p(u)ag(u, x(u), k)

where p is a smooth, nowhere vanishing function which depends only on the section E.
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The proof is the same as the proof of proposition 4.2 of [20]; it is based on an application
of the stationary phase lemma.

An operator Vi : By, — Hj, admitting a Schwartz kernel of the form of equation (4.10)
and satisfying I, V119 = V}, will be called a Fourier integral operator associated to the
sequence b(.,.,k); let us denote by FZ(x) the set of such operators. We define the full
symbol map

o FI(x) = CO(M)[A]l, Vi hbe(u, x(w)).
>0
One can show that its kernel consists of smoothing operators. In the same way, we define
FI(x ') : Hx — Bg. The following property is another application of the stationary
phase lemma.

Proposition 4.4.4. Let Ry € FI(x) and Sy, € FI(x 1) with respective principal symbols
ro(u, x(u)) and so(v,x (v)). Then there exists a smooth nowhere vanishing function
v : R? — R such that for every Toeplitz operator Tj, on M with principal symbol to,
S, Ti Ry is a Toeplitz operator on R? with principal symbol equal to

v(v)so(v,x " (0)to(x " (v))ro(x " (v), v)
on .

To conclude this section, we prove that we can find microlocally unitary operators
mapping Bi to Hj in the following sense.

Proposition 4.4.5. There exists a Fourier integral operator Uy : B, — Hj. such that

- U;:Uk ~ H% on Qg,

- U,U; ~ 11, on Qq,
reducing 01 and Qo if necessary, where we recall that the symbol ~ stands for microlocal
equality.

Proof. Start from a Fourier integral operator Sy associated to s(., ., k) with principal sym-
bol so(v, x (v)) never vanishing on Q1 x Q. The first step is to construct an operator
with the first property; we do it by induction, correcting Sy by Toeplitz operators. More
precisely, let P, be a Toeplitz operator on R?, and denote by pg its principal symbol.
Set U,go) = SpPy; then U,go)* ,EO) is a Toeplitz operator on R?, with principal symbol
v(v) |po(v)]? |50 (X*I(v),v)‘z. Since v(v) and so(s, x~!(v)) vanish in no point v, one can

choose pg such that this principal symbol is equal to 1. Doing so, U, Igo)*Uéo) has the same

principal symbol as Hz, so there exists a Toeplitz operator R,(co) such that

U0 U g+ A

on €. From now on, when there is no ambiguity, the equality between operators will
mean microlocal equality on Q. Let n € N and assume that there exists an operator

U lgn) : B, — Hj, and a Toeplitz operator R,(Cn) (with principal symbol 7,) such that

Uy o =) 4 kR,
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Let T}, be a Toeplitz operator on R? with principal symbol to, and set
U,gnﬂ) = ,in) (Hg + k*(”H)Tk). One has

with R;nﬂ) a Toeplitz operator. This implies that if we choose ty such that 2R(tg) = —rp,,

then
U]En—l—l)*Ulgn—l-l) _ Hg + k?_(n+2)R,(€n+1).

So we can construct the operators U ,E") by induction; it remains to apply Borel’s summation
lemma to find the desired operator Uy.
Composing such a Uy by U on the left and U} on the right gives:

(UU)? ~ UpUp on Q.

Since U, Uy is an elliptic Toeplitz operator on €y (its principal symbol vanishes nowhere),
it has a microlocal inverse at each point of {}1; so the preceding equation yields U U} ~ 1I;
on (). ]

Of course, such operators satisfy the analogue of Egorov’s theorem:

Proposition 4.4.6. If Uy is as above, then, for every Toeplitz operator Ty, on M with
principal symbol to, Sy, = ULTLUy is a Toeplitz operator on R? with principal symbol equal
to tgox ' on Qo.

For a proof, see [29, theorem 47]. The action of a Fourier integral operator at the
subprincipal level is much more complicated to compute. Denote by oo(Uy) the principal
symbol of Uy, and by v the 1-form on A, such that

1
vHom((C,K)UO(Uk) === ® oo(Ug)

endowing C with the trivial connection and K with the one inherited from L; and §. Now,
notice that the symplectomorphism x brings the complex structure of C°? to a positive
complex structure j on M. Introduce the section ¥ of Hom(Q0(C), Q;’O(M))MX — Ay
such that for all a« € AYY(TQP)* and B € ALO(TQy)*,

V() A B = (x"a) A B

This map is well-defined because the sesquilinear pairing A;’O(Tmﬁl)* x AYO(T,00)* —
C, (a, B) = (@ A B)/wy, is non-degenerate. Let & be the 1-form on A, such that

VU =6V

where V is the connection induced by the Chern connections of Q2%(C) and Q2°(M). In
[23, Theorem 3.3], Charles derived the following formula.
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Theorem 4.4.7. With the same notations as in the previous proposition and denoting by
t1 the subprincipal symbol of Ty, the subprincipal symbol s1 of Sy is given by:

51(0) = 10m) + (Ymay — 50mars (Kaolm): (0 X)) )

for u € R? and m = x~!(u).

4.5 Microlocal normal form

4.5.1 The local model

Our local model will be the realization of the quantum harmonic oscillator in the
Bargmann representation: @ = % (z% + %), with domain C|[z] which is dense is By. The
following lemma is easily shown.

Lemma 4.5.1. Qj is an essentially self-adjoint Toeplitz operator with normalized symbol
qo defined below. Moreover, the spectrum of Q. is

Sp(Qk) = {k‘_l (n+ ;) ,n € N}.

4.5.2 A symplectic Morse lemma

Let (N,w) be a two-dimensional symplectic manifold and f a function of C*°(N,R).
Assume f admits an elliptic critical point at ng € N, with f(no) = 0. Replacing f by —f
if necessary, we can assume that this critical point is a local minimum for f. Define

0 RE, (5,6 20 +8)

The following theorem is well-known.

Theorem 4.5.2. There exist a local symplectomorphism x : (N,ng) — (R20) and a
function g in C*°(R,R) satisfying g(0) = 0 and ¢’(0) > 0, such that

foxt=goq
where X~ is defined.

It can be viewed as a consequence of the isochore Morse lemma [36] or of Eliasson’s
symplectic normal form theorem [44], but this case is in fact easier than these two results.

4.5.3 Semiclassical normal form

We consider a self-adjoint Toeplitz operator A on M; its normalized symbol

a(.,h) =ayp+ hay + ...
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is real-valued. Assume that the principal symbol a¢ admits a non-degenerate local min-
imum at my € M. Assume also that ag(mg) = 0, so that ag takes positive values on a
neighbourhood of mg. Hence, thanks to theorem 4.5.2, we get a neighbourhood €21 of mg
in M, a neighbourhood 5 of 0 in R?, a local symplectomorphism y : Q; — 9 and a
function gy of C*°(R,R) with go(0) = 0 and g{(0) > 0, such that:

agox~' =gooq
on {2y. We denote by fy the local inverse of gg. Our goal is to show:

Theorem 4.5.3. There exist a Fourier integral operator Uy : B — Hi and a sequence
f(., k) of functions of C*°(R,R) which admits an asymptotic expansion in the C* topology
of the form f(.,k) = > ys0 k=" fe, such that:

- UpUy, ~ 1Y on Qa,

- UkU]: ~ Hk on Ql,

= Ui f(Ap, E)Uy, ~ Qg on Q.

Proof. We consider an operator U, ,50) satisfying the two first points (see the previous sec-
tion). We will construct the operator that we seek by successive perturbations by unitary
Toeplitz operators on Bi. More precisely, we show by induction that for every positive

integer n, there exist an operator U,gn) : By, — Hj satisfying the two first points, a sequence
F™ (., k) of functions of C*(R,R) of the form f((. k) = S0 k~‘fs, with f, smooth,

and a Toeplitz operator ngn) acting on By such that

Ukn)*f(n) (A, k:)Ué”) =Qk + k‘_("H)R,(fn) on .
The first step is as follows: by the results of the previous section, the operator

U,EO)* fo(Ap)U. ,50) is a Toeplitz operator on By, whose principal symbol is equal to fj o

apox ' = qo on Q. Hence, there exists a Toeplitz operator R,(CO) on By such that

U fo(A0) U = Q + k'R,

We look for U, ,El) of the form U, ,go)Pk with Py a unitary Toeplitz operator on ;. Moreover,
we choose f(l)(., k) = fo+k~'6;10 fo with 01 a smooth function that remains to determine.
Expanding, we get

U F D (A, UL = PEUS fo( AU P+ k™ PEUL (01 0 fo) (Ar) UL P
which yields

U FO (A, YUY = Py Qe+ 7 RY) P+ k7 PUS (01 0 fo) (AR) UL Py
Consequently, we wish to have

Py (Qk + k_lR,(CO)) P, + k‘lP,lego)*(al o fO)(Ak)UJEO)Pk —Qp+ k_QR,(:)
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where Rg) is a Toeplitz operator; this amounts, remembering that Py is unitary, to
QiPy+ k7 (R Py + U (01 0 fo) (AU P) = PeQy + k2 PRy
which we can rewrite
Qs i) + k7 (R Py + U (01 0 fo) (AU ) = k2 PRy

This will be true if and only if the subprincipal symbol of the operator on the left of the
equality vanishes, that is to say

1
A {qo,po} + po(ro +610q0) =0

where pg and 7o stand for the respective principal symbols of P, and R,(CO). Set pg =

exp(ipg) with ¢p a smooth, real-valued function (since Pj is unitary). The previous
equation then becomes

{¢0,q0} =10+ 01 0qo.

This equation is standard and it is well-known that it can be solved. We recall a method
from [44] to find 6; and g smooth such that it is satisfied, since we will need to know
how to construct these in part 4.6.2. Consider the functions:

1 27
Fla,€) = —%/0 ro(@h, (z,€)) dt
and

2
ool &) =5 [t ro(dl .) .

where <Z>ZO stands for the Hamiltonian flow of ¢¢ taken at time t:
flo(:c, €) = (xcost + Esint, —xsint + £ cost).

Since we integrate on a compact set and the flow ¢’ is smooth with respect to (z, &), both
F and ¢¢ are smooth. By construction, we have {F, qo} = 0. But we have the easy lemma

Lemma 4.5.4. Let f be a function of C*°(R% R) such that {f,qo} = 0. Then the function
g such that
f=g9°q

belongs to C*(R,R).

So there exists a function 0; of C*°(R,R) such that F' = 6; o qp. Integrating by parts,
it is easy to show that

{®0,q0} = 6100+ 10

The next steps are practically the same; indeed, let n > 1 and assume that we have

found U ,gn) and f (”)(., k) satisfying the desired properties. We now look for U. ,EHH) of the
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form U,gn) (119 + k~"V},) with V} a Toeplitz operator on By such that I19 +k~"V}, is unitary.

Furthermore, we write f"tD (. k) = f (k) + k=g, o fo with 6,1 an unknown

smooth function. We want the existence of a Toeplitz operator R](gnﬂ) such that

U P (A, kU™ (T 4+ K7"V3 ) = (T + k7"Vi) (Qk + k- F 2 RI™Y)
which gives, expanding,
Qu+ K" QuVie+ k™0 (B + U (01 0 Jo) (AU = Qi
kT ViQp + kIR g CGrt Dy gD,
Thus, we wish that
Qi Vil + K71 (R + UL (011 0 fo)(ARDULY) = 0;

this will be verified if and only if

1
g{(Jo,UO} +7 + 010 =0

which is treated as before.
We conclude thanks to Borel’s summation lemma (applied to both f(., k) and Uy). O

4.6 Bohr-Sommerfeld conditions

Let Aj be a self-adjoint Toeplitz operator on M as in the previous section. Moreover,
assume that ag(mg) is a global minimum of the principal symbol ag, and that my is the
unique point of M with this property. This implies that there exists E° > 0 such that for
every E < E°, the level set ay ' (F) is connected and contained in €.

The maximum norm ||Ag||s of Ax tends to the L*°-norm ||ag|lsc of ag as k goes to
infinity [9]; hence, for k large enough, the spectrum of Ay, is included in the set [—E*, E1],
where B = ||ag||oo + 1.

4.6.1 Statement of the result

Before stating the Bohr-Sommerfeld conditions, it is convenient to show that the se-
quence f(.,k) can be inverted, and that its inverse still has a good asymptotic expansion.

Lemma 4.6.1. For k large enough, the function f(.,k) that appears in theorem 4.6.2 is a
bijection from [—El, EO] to its image; more precisely, it is strictly increasing. Moreover,
the inverse sequence g(., k) admits an asymptotic expansion in the C* topology of the form
g(. k) = S ps0 kg0 + O(k=°), uniformly on [—E*, E°].
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Proof. The first assertion follows from the mean value inequality

Vk>1 VE,Ec|-ELE’|  |f(B,k) - f(E,Fk) > it 1 CRIE - B

and the fact that f/(., k) is bounded below by some positive constant. This implies that
for k sufficiently large, f(.,k) is strictly monotone on [—E*, EY]; since f}(0) > 0, f(.,k)
is in fact strictly increasing. For the second part, the proof is once again based on Borel’s
summation lemma; it is done by induction thanks to Taylor’s formula with integral re-
mainder. ]

We can therefore introduce the sequences

; 1
B =g (v (i+5) k). den (4.11)

for k large enough and for j such that k1 (j + %) belongs to the set [f(—E', k), f(E°, k)].
)

Since g(., k) is also strictly increasing, the E,ij are ordered:

vieN, EY <EUtY
We can be more precise; fix j € N and write

EY = go (k—l <j - ;)) +k g <k:‘1 (j + ;)) +O0(k™?).

Then, applying Taylor’s formula with integral remainder, we get

j _ o1 _
EY) = go(0) +k~! (91(0) + (,7 - ) gg(0)> +O(k™2). (4.12)
—— 2
One must be careful with this estimate: the O(k~2) remainder is no longer uniform with
)

respect to j. Denote by A,(;) < )\,(3) < ... < /\,(Cj < ... the eigenvalues of Aj. The main
result of this section is the following theorem.

Theorem 4.6.2. There exists a positive integer kg > 1 such that for every integer N > 1
and for every E < E°, there exist a constant Cy > 0 such that for k > kq:

(W <EorE)<E)= ]A,(j) - E,‘f’\ < Cyk™N. (4.13)

Moreover, for k large enough, all the eigenvalues of Ay smaller than E° are simple. In
particular, we obtain an asymptotic expansion to every order for the eigenvalues of Ay
smaller than E°.

We will need the following lemma, based on the min-max principle.
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Lemma 4.6.3 ([28, lemma 3.3]). Let A and B be two self-adjoint operators acting, re-
spectively, on the Hilbert spaces H' and H, both bounded from below. Denote by H‘;‘ the
spectral projection of A on I and by \{' < )\5‘ <...< )\3-4 < ... the increasing sequence
of etgenvalues below the essential spectrum of A; if there is a ﬁm’te number jmax of such
eigenvalues, extend the sequence for j > jmax by setting )\A = \A_, where M\, is the
infimum of the essential spectrum of A. Introduce the same notations for B. Suppose
that there exist a bounded operator U : H — H', an interval I = (—oo, E], and constants
C >0, c€ (0,1) such that UTI?(H) C Dom(A) and

|wrav-Bnf| <c

and
HU*Unj,B - H?H <ec.

Then, for all j such that )\JB < E, one has

C
)\j‘<()\f+0)(1—|—1_c>.

Proof of theorem 4.6.2. Fix E in [—E*, E°]. Let J be an open neighbourhood of [—E*, E]
such that the open set aal(J) is contained in §21, and let 7 : R — R be a smooth function
equal to 1 on [—E', E] and 0 outside J. Consider the Toeplitz operator Ry = n(A)
and set B = (f(Ax, k) — UpQrU;) Ry By the choice of Ry, the microsupport of By, is a
subset of €. Moreover, f(Ag, k) is microlocally equal to UpQrU; on €. These two facts
imply that Bj is negligible; since M is compact, this yields that for every N > 1, there
exists a positive constant C'y such that

|Bi|| < Onk™Y.

Now, let H];(ﬁ%’ k)) be the spectral projection associated to f(Ag, k) and corresponding

to the eigenvalues smaller than f(E, k). If (), ) is an eigencouple for Ay with A < E,
then Rrp = n(\)p = ¢. This implies that for every ¢ in ngj}gk’g) (Hg), Rré = ¢, and
consequently -

| (F A k) = vh@eUn LG | < ok,

Similarly, there exists ¢y > 0 such that

| = o) G | < enk ™.

So lemma 4.6.3 shows that if f()\,(gj), k) < f(E, k), the inequality

k! <j+ ;) < (1 - W) (FO k) + Onk™)
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holds. So for k large enough (independently of E), we have k! (j + %) < f(E,k).

Now, let p be a smooth function equal to 1 on [fo(—E"), fo(E)] and vanishing out-
side an open neighbourhood K of [fo(—E%), fo(E)] such that ¢;'(K) C Q2. Thanks
to proposition 4.3.8, we can consider the Toeplitz operator Sy = p(Qg), and set Cy =
(U f(Ag, kB)U, — Qi) Sk. Since Sy, belongs to every T;, j < 0, C, belongs to 7y and is thus
a bounded operator By — Bj. Moreover, by construction, it is negligible. Hence there
exists a positive constant Cy such that

1Ck|| < CnE™Y;

modifying Cy if necessary, we can assume that Cy is equal to Cy. So, introducing the
spectral projection Hg’}( Bk corresponding to the eigenvalues of Q) smaller than f(FE, k),
the inequality B

| s (A U= Q5 | < Ok

holds. Similarly, we have
| (Uit ) 5 | < e

Hence, applying again lemma 4.6.3, we obtain that
—-N
(4) <1 CNk < —1 ( 1> —N>
F; ,k‘)_( +71—CN]<J_N k j+2 + CnEk
as soon as k! (j + %) < f(E, k). This shows that if f()\,(g), k) < f(E,k), then

i 1
SO0~k (54 5)| < ch

for some positive constant C. Exchanging the roles of Q) and A, and using lemma
4.6.1, this gives formula (4.13).

Using this result and the fact that there exists ¢ > 0 such that for j € N, E,(Cjﬂ) — E,(Cj)
)

is equivalent to ck™!, we obtain that the )\g are simple for k large enough. O

4.6.2 Computation of the principal and subprincipal terms

In order to exploit these results, it remains to compute a few first terms in the asymp-
totic expansion of the sequence f(.,k). What we can do is relate the principal and sub-
principal terms to the actions introduced in section 4.1.2.

Proposition 4.6.4. Set I =]0, E°[. Then

1 1
~—¢, fi=5-a (4.14)

Jo= 2 2T

on I.
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Proof. Let us first compute fy. Fix a level E in I. Let %ﬂ be the 1-form describing locally
the Chern connection on L; then ¢y(E) is given by

CO(E): - ﬂ

1

Using the relation ag o x™* = gg © qg, we can then write

()= [ (s

where Cg is the circle centered at the origin and with radius \/2fy(E). Using Stokes’
formula and the fact that x is a symplectomorphism, this yields that co(FE) is the area
of the disk bounded by Cg, that is, if the orientation that we chose is the one giving the
positive area (and this is what we will assume in the rest of this section)

co(E) = 21 fo(E). (4.15)

Now, turn back to the proof of our normal form theorem 4.5.3, where f; is constructed
from the subprincipal symbol rg of U, lgo)* f(Ag, k)U,gO). By uniqueness of fi, instead of

starting from any operator U ]go)a we can choose one with symbol ©® v, where u is constant
and v is a square root of W. Doing so, we can compute rg thanks to theorem 4.4.7:

ro=(arox ) fooaoox ') — vy, (Xfooao o Xﬁl)

where v is the local connection 1-form associated to V1. We have f1 =610 fo with 6
such that for all (z,¢) in R?
2

(01 04q0) (2,€) = —% ;o ( ttzo(x,ﬁ)) dt

where (;SZO stands for the Hamiltonian flow of gq. Since gg = fyoago x ™!, this implies that
for (z,¢) in R?

(froaoox™) (0.6 =5 /0 T fhoao) (1 (6 (,0)) ) d

+% /0% V(g (2)) (Xfooao (Xfl( go(w,g))))dt.

So, for m # myg in 1, we have

(hoa)m) =~ [ (e ffoa0) (x~ (64 (xtm))) de

+% /027r V1t (xtm) (Xooao (X (4, (x(m))) ) ) it
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thus, if £ = ag(m),

f(E) = - / vty o (Knsan (7 (8 (xtm))) )
SIEL s (v (4 ) ) .

But y " 'o gbfm o x is the Hamiltonian flow of gy o x = fo o ag, so

1 2 ¢
37 ) Vot (Koo @ )

_J%Q(f) /0 T (000 (m)) .

Therefore, if T is the period of the flow ¢!, along I'g, we have Tp = 27 f§(E) for E close
to 0, and a change of variable gives

H(E) = 27er(]5) /027r Vb (Xfooao <¢§"€%a0 (m ))) dt

fooaqg

fi(E) =

) (D )

which yields, since the Hamiltonian vector field associated to fooag is X fyoa, = (fooao)Xag,
and hence qﬁf o )(m) = ¢t (m):

BB = 5 [ Vet (P Xan () a
_i e al ( Zo (m)) dt

27 Jo
== fFE KE

and by linearity of v

B =2 i X, (01 dt 4
1) =52 [ vty (Kao @ham) dtt [
:frEV

The right term of this equality is precisely equal to %cl(E); so we have on the interval I

c1 = 2w f1. (4.16)
O

To conclude, we can show that e = 1 on I, so the result of theorem 4.6.2 matches the
usual Bohr-Sommerfeld conditions on the set I of regular values.
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4.6.3 First terms of the asymptotic expansion of the eigenvalues

Theorem 4.6.2 and formula (4.12) give an asymptotic expansion for the eigenvalues of
Aj, smaller than E°. Fix j € N; for k large enough, one has

A =k (02000 + (54 3 ) 95(0)) + 072

We can be more precise, since we know the value of g1(0): by definition of g(.,k), we
have g1 = —(f1 © g0)g(, and the computation made in the previous part leads to f1(0) =
—a1(0) f4(0); consequently, g1(0) = a1(0) and
(43 _ .—1 . 1 / _2
A=k (a(0)+ (J+ 5 90(0) | +O(k™7). (4.17)

But ¢((0) = f%(o); moreover, it is standard that the principal action ¢y is smooth even at
0
the critical value E = 0. Hence, thanks to formula (4.15), one has

m(j+2
Ag)::k‘1<a1an4—2(j%_2))«+CXk‘2) (4.18)

. . k1
)\i:]'i'l) _ )‘](g]) —_ Tk + O(k_2) (419)

4.7 An example on the torus

The aim of this section is to give numerical evidence for our results by investigating
the case of a particular Toeplitz operator on the torus T of real dimension 2. One can find
the details of the quantization of T in [25], where the authors investigate some conjectures
on knot states; let us briefly recall its main ingredients.

4.7.1 The setting

Endow R? with the linear symplectic form wg and choose a half-form bundle § — R?,
that is a complex line bundle § together with an isomorphism ¢ : §%? — K, where K is
the canonical line bundle

K = AYOT*R2

K has a natural scalar product such that the square of the norm of « is i A &/w; endow
d with the scalar product (.,.)s such that ¢ is an isometry. Consider a lattice A with
symplectic volume 47. The Heisenberg group H = R? x U(1) with product

(z,u).(y,v) = (x + Y, uv exp (;wo(m, y)))
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acts on the trivial bundle Ly — R?, with action given by the same formula. This action
preserves the prequantum data, and the lattice A injects into H; therefore, the fiber bundle
Lo reduces to a prequantum bundle L over T = R2/A. The action extends to the fiber
bundle L by

ik
@0 y,0) = o+ putvesp (Fanle) ) ).
We let the Heisenberg group act trivially on . We obtain an action
T : A —End (T (R LE®6)), uw Ty

The Hilbert space Hy = H°(M,LF) can naturally be identified to the space Hp o of
holomorphic sections of L’g — R? which are invariant under the action of A, endowed with
the hermitian product

(o) = [ (o005 lunl

where D is the fundamental domain of the lattice. Furthermore, A/2k acts on Hy j. Let
e and f be generators of A satisfying wo(e, f) = 4m; one can show that there exists an
orthonormal basis (¥¢)¢cz 217 of Hax such that

T;/2k¢é = wew

¥ 4.20
Tf/%w = W+1 ( )

Vil € Z/2kZ {

with w = exp (%) The sections 1y can be expressed in terms of © functions.

Set M}, = T:/Zk and L; = T}‘/Qk. Let (g, p) be coordinates on R? associated to the basis
(e, f) and [q, p] be the equivalence class of (¢, p). Both M}, and Ly are Toeplitz operators,
with respective principal symbols [g, p] — exp(2imp) and [q, p] — exp(2imq), and vanishing
subprincipal symbols. Consequently

Ap =M+ M ' + L+ L
is a Toeplitz operator on T with principal symbol
aop(q,p) = 2 (cos(2mp) + cos(2mq)) (4.21)

and vanishing subprincipal symbol. Its matrix in the basis (¢¢)sez/217 i

200 1 0 ... 0 1
Lo 0
0

0
0 RIS |
1 0 0 1 20961
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Qp = COS <€7T)
{ = k)

The principal symbol ag is known as Harper’s Hamiltonian. It admits a global minimum
at mo = [1/2,1/2], with ag (mo) = —4. Figure 4.1 is a contour plot of this function on the
fundamental domain. In figure 4.2, we derived numerically the spectrum of Aj. Figure 4.3
shows the modulus of the eigenfunction associated to the eigenvalue closest to a prescribed
level E.

In this situation, we can express ¢;,(0), and so, by equation (4.18), the first eigenvalues
of Ag. Indeed, the symplectic form on T is w = 4wdp A dgq and the hessian of ag at
mo = [1/2,1/2] is given by:

where

d2a0(m0) = 87‘(’2]2

so it is easy to obtain
c(0) = 1.

Consequently, the first eigenvalues are given by:
i 1
AD = 44 ok (j + 2) +O0(k™2). (4.22)
This is exactly what our simulations show; we plotted the eigenvalues located in a window

of length 20mk~! around the minimum (so we expect to see about ten eigenvalues) and
the result can be seen in figure 4.4.

4.7.2 Figures

Figure 4.1: A few level sets of ay.
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j-th eigenvalue
o

0 20 20

60 80 100

Figure 4.2: Ordered eigenvalues of Ay, k = 50.
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(a) Modulus of the eigenfunction associated to the
eigenvalue closest to FE.

1.0

0.8f

0.6r

0.4f
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q

(b) Level set ay ' (E).

Figure 4.3: E = a((0.7,0.6), k = 500
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-3.90
g y ~3.92
E z
2 z
g §-3.94
g S
5 £
2 = _3.96
-3.98
Gy 3 4 5 6 7 8 9
J
(b) k = 500

Figure 4.4: Eigenvalues in [—4, —4+207k~!]; in red squares, the eigenvalues of Ay, obtained
numerically; in blue diamonds, the theoretical eigenvalues up to order k=2 (i.e. forgetting
the O(k=2) in formula (4.22)).
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4.8 Remarque finale

Les résultats de ce chapitre, associés a 1’énoncé des conditions de Bohr-Sommerfeld
usuelles, permettent de retrouver la dimension de I'espace de Hilbert Hj dans le cas ou
les points critiques du symbole principal sont tous de type elliptique. Plus précisément,
soient (M,w) une surface kihlérienne compacte connexe, L — M un fibré préquantifiant
et & — M un fibré de demi-formes. On construit 1’espace de Hilbert Hy, = H(M, L* ® §)
et on considere un opérateur de Toeplitz autoadjoint Ay agissant sur Hj, dont le sym-
bole principal ag ne possede que des singularités elliptiques, et de symbole sous-principal
identiquement nul. Nécessairement, M est difféomorphe a la sphere S? et ag posséde exac-
tement un minimum global et un maximum global (car la caractéristique d’Euler de M est
la différence entre le nombre de points critiques de type elliptique et le nombre de points
critiques de type hyperbolique). Nous allons calculer la dimension de Hy (avec k assez
grand) en dénombrant les valeurs propres de Ay.

Etant donné un intervalle J de R, nous noterons A (J, k) le nombre de valeurs propres
de Ay contenues dans J. Notons I = [E~, E™T] = ag(M) I'image du symbole principal ; en
outre, soit E (respectivement Fy > E1) dans I tel que l'intersection du spectre de Ay avec
[E~, E1] (respectivement [Eo, E1]) soit décrite par les conditions de Bohr-Sommerfeld el-
liptiques (théoréme 4.6.2). Enfin, soient E}, F) avec E~ < E} < Ej et Ey < B} < E™.
Introduisons une suite (u;, k>0 (respectivement (p; )g>0) d’éléments de [E}, E1] (respec-
tivement [Es, E}]) telle que

co(uf) € 2nk™'Z

avec ¢ l’action principale (définie au chapitre 3).

I ] ] ] ] ] ]
T T T T T

E- El u; By Ey uf Eb Et

conditions elliptiques valides conditions elliptiques valides

conditions usuelles valides

FIGURE 4.5 — Découpage de l'intervalle I.

Lemme 4.8.1. I existe kg > 0 tel que pour tout k > ko :
_ k 1 —

N (i) k) = 5ovol (g (g 1))
Démonstration. On peut sans perte de généralité supposer que cg est strictement croissante
sur I. Rappelons que les valeurs propres de Ay dans [E, Eb] sont & O(k~2) preés les solutions
de I'équation

co(\) + k7w € 27k Z.

Ainsi, puisque ¢ (uf) € 2rk~'Z, on a pour k suffisamment grand ’égalité

N> ) k) = % (colpsd) = colizy)) -
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De plus, comme la courbure de la connexion V sur L est —iw, la mesure image de w par
ap est ¢y(A)dA. Ainsi, on a

co(pf) — colpy,) :/

w =vol (ag " ([, 1))
a5 () ("l D)

ce qui livre le résultat annoncé. ]

Nous pouvons obtenir une égalité similaire pres du minimum et du maximum du sym-
bole principal.

Lemme 4.8.2. [l existe k1 > 0 tel que pour tout k > ki :

NE™ i ) = pvol (ag (B 1))

et
N g, B¥],8) = govol (a5 (i, £4)

Démonstration. L’intersection du spectre de Ay, avec [E~, Fy] est décrite & O(k™2) pres
par les solutions de

1
co(N) € 2mk ! <N + 2> .

Or ¢o(E~) = 0 € 27k~ 'N. On peut donc raisonner comme dans la preuve du lemme
précédent pour calculer N'([E™, y; ], k). On procéde de méme sur Dintervalle [u;7, E1]. O

Finalement, en sommant les trois égalités ainsi obtenues, il vient pour k > max(ko, k1) :

dim(Hy) = ﬁvol(M),
2w
ce qui correspond bien a I’équation (2.1).

Bien évidemment, ce cadre est tres restrictif. Si on veut appréhender ce qu’il se passe
quand la topologie de M est plus complexe, il faut inclure une étude pres des niveaux
hyperboliques. Dans cette situation, les conditions de Bohr-Sommerfeld (obtenues au cha-
pitre suivant) sont plus délicates & manipuler, et il conviendrait de comprendre comment
adapter la démarche de cette section.
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Chapitre 5

Conditions de Bohr-Sommertfeld
dans le cas hyperbolique

Ce chapitre est la retranscription de la prépublication [71]'. Nous y énoncons les
conditions de Bohr-Sommerfeld au voisinage d’une valeur singuliere de type hyperbolique
du symbole principal d’un opérateur de Toeplitz autoadjoint en dimension deux, et ce quel
que soit le nombre de points hyperboliques sur le niveau critique. Nous obtenons ainsi la
description du spectre de 'opérateur dans un voisinage de taille fixe (indépendant de k) de
la singularité. Nous fournissons des simulations numériques pour corroborer nos résultats,
sur trois exemples, chacun étant associé a une topologie différente : la fonction hauteur sur
le tore (un seul point hyperbolique sur le niveau critique), zy sur la sphére (deux points
hyperboliques sur le niveau critique, qui divise la sphere en quatre composantes connexes)
et le hamiltonien de Harper sur le tore (deux points hyperboliques sur le niveau critique,
qui divise le tore en deux composantes connexes).

1. Pour des raisons de cohérence du texte, nous avons laissé telle quelle la section 5.4, qui est pratique-
ment identique au chapitre 3 de ce manuscrit.

87
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5.1 Introduction

Let M be a compact, connected Kéhler manifold of complex dimension 1, with fun-
damental 2-form w. Assume that M is endowed with a prequantum bundle L, that is
a Hermitian, holomorphic line bundle whose Chern connection has curvature —iw. Let
K be another Hermitian holomorphic line bundle and define the quantum Hilbert space
Hj, as the space of holomorphic sections of L®* @ K, for every positive integer k. We
consider (Berezin-)Toeplitz operators (see for instance [12, 10, 19, 76]) acting on Hy. The
semiclassical limit corresponds to k — +oo.

The usual Bohr-Sommerfeld conditions [21], recalled in section 5.4.6, describe the
intersection of the spectrum of a selfadjoint Toeplitz operator to a neighbourhood of any
regular value of its principal symbol, in terms of geometric quantities (actions). A natural
question is whether one can write Bohr-Sommerfeld conditions near a singular value of
the principal symbol. In the case of a nondegenerate singularity of elliptic type, it was
answered positively in [72], and the result is quite simple: roughly speaking, the singular
Bohr-Sommerfeld conditions are nothing but the limit of the regular Bohr-Sommerfeld
conditions when the energy goes from regular to singular. The hyperbolic case is much
more complicated, because the topology of a neighbourhood of the singular level is. For
instance, in the case of one hyperbolic point, the critical level looks like a figure eight,
and crossing it has the effect of adding (or removing) one connected component from the
regular level.

Let us mention that the case of Toeplitz operators is very close to the case of pseudodif-
ferential operators. In this setting, the problem of describing the spectrum of a selfadjoint
operator near a singular level of hyperbolic type was handled by Colin de Verdiére and
Parisse in a series of articles [33, 34, 35]. In this article, we use analogous techniques to
write hyperbolic Bohr-Sommerfeld conditions in the context of Toeplitz operators. The
novelty is that they can be applied in this context.

5.1.1 Main result

Let Aj be a self-adjoint Toeplitz operator on M; its normalized symbol ag + hay + ...
is real-valued. Assume that 0 is a critical value of the principal symbol ag, that the
level set I'g = ag 1(0) is connected and that every critical point contained in Ty is non-
degenerate and of hyperbolic type. Let S = {s;}i<j<n be the set of these critical points.
I is a compact graph embedded in M, and each of its vertices has local degree 4. At
each vertex s;, we denote by e,,, m = 1,2, 3,4, the local edges, labeled with cyclic order
(1,3,2,4) (with respect to the orientation of M near s;) and such that e, ea (resp. es, eq)
correspond to the local unstable (resp. stable) manifolds. Cut n+ 1 edges of 'y, each one
corresponding to a cycle v; in a basis (y1,...,Vn4+1) of Hi (o, Z), in such a way that the
remaining graph is a tree 7. Our main result is the following;:

Theorem (theorem 5.6.1, theorem 5.6.4). 0 is an eigenvalue of A up to O(k~>°) if and
only if the following system of 3n+1 linear equations with unknowns (x, € (Ck)ae{edges of T}
has a non-trivial solution:
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1. if the edges (a1, a2, a3, ) connect at s;, then

T x
Qg a2
2. if a and B are the extremities of a cut cycle ~y;, then

zo = exp (ikf(v;, k)) 3,

where the following orientation is assumed: ; can be represented as a closed path
starting on the edge o and ending on the edge 3.

Moreover, T} is a matriz depending only on a semiclassical invariant (k) of the system at
the singular point s;, and 6(7y, k) admits an asymptotic expansion in non-positive powers of
k. The first two terms of this expansion involve reqularizations of the geometric invariants
(actions and index) appearing in the usual Bohr-Sommerfeld conditions.

For spectral purposes, we use this theorem by replacing Ay by A — E for F varying in
fixed size neighbourhood of the singular level. Away from the critical energy, we recover
the regular Bohr-Sommerfeld conditions.

This is very similar to the results of Colin de Verdiére and Parisse [35], but the novelty
lies in the framework that had to be set in order to extend their techniques to the Toeplitz
setting, and also in the geometric invariants that are specific to this context.

5.1.2 Structure of the article

As said earlier, the case of Toeplitz operators is very close to the case of pseudodifferen-
tial operators; in mathematical terms, there is a microlocal equivalence between Toeplitz
operators and pseudodifferential operators. When the phase space is the whole complex
plane, this equivalence is realized by the Bargmann transform, and allows to use some of
the results obtained in the pseudodifferential setting. This is why the article is organized
as follows: first, we discuss microlocal properties of the Bargmann transform. Then, we
introduce the sheaf of microlocal solutions of the equation (A — E)ug = 0, explain its
structure and recall the usual Bohr-Sommerfeld conditions. In section 5.5, we construct a
microlocal normal form for Aj near each critical point s;,1 < j < n, on Bargmann spaces,
and we use the properties of the Bargmann transform and the study of Colin de Verdiere
and Parisse [29] to describe the space of microlocal solutions of Ay near s;. Finally, we
adapt the reasoning of Colin de Verdiere and Parisse [35] and Colin de Verdiére and Vu
Ngoc [37] to obtain the singular Bohr-Sommerfeld conditions (in section 5.6). We give
numerical evidence in the last section.

5.2 Preliminaries and notations

5.2.1 Symbol classes

We introduce rather standard symbol classes. Let d be a positive integer. For u in

1
C? ~ R let m(u) = (1 + ||ul|?)2. For every integer j, we define the symbol class de as
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the set of sequences of functions of C* (Cd) which admit an asymptotic expansion of the
form a(., k) = Y y>0 k‘as in the sense that
~VleN VYa,f €N 3C05>0 [0202ar] < Cpapm’,
-~ VLEN* Va,feN* 3JCp,>0
6?8? ((I - 25;01 k;_é(lgﬂ < CL@ﬂk;—Lmj‘
We set ST = Ujez S]‘-l. If, in this definition, we only consider symbols independent of z,

we obtain the class Cj of constant symbols; we will also sometimes speak of “admissible
constants”.

5.2.2 Function spaces

Using standard notations, we denote by .(R) the Schwartz space of functions f €
C*®(R) such that for all j,p € N, sup;er |t/ fP)(t)| < +o0, by Z'(R) the space of distri-
butions on R, and by .#’/(R) the space of tempered distributions on R (the dual space of
< (R)). We recall that

Z(R) = [7(R),
JEN

where .7 (R) is the space of functions f of C7(R) with || f||.», finite, with
P<J \ teR

0<

The topology of .(R) is defined by the countable family of semi-norms |||, j € N.
We recall the definition of Bargmann spaces [2, 3], which are spaces of square integrable
functions with respect to a Gaussian weight:

By, = {fwk; f : C — C holomorphic, /]R2 |f(2)]? exp(—k|z|?) d\(z) < —i—oo}

with v : C — C,z +— exp (—% z|2>, PP : C — C®* its k-th tensor power, and A the

Lebesgue measure on R?. Furthermore, we introduce the subspace
S = {cp € Bi; Vj €N sup (|g0(z)|(1 + ]z\Z)j/2> < +oo} (5.1)
zeC
of By, with topology induced by the obvious associated family of semi-norms.

5.2.3 Weyl quantization and pseudodifferential operators

We briefly recall some standards notations and properties of the theory of pseudodif-
ferential operators (for details, see e.g. [29, 40, 106]), replacing the usual small parameter
h by k1.
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5.2.3.1 Pseudodifferential operators

A pseudodifferential operator in one degree of freedom is an operator (possibly un-
bounded) acting on L?(R) which is the Weyl quantization of a symbol a(., k) € S*:

A = (00l (@)u) (0) = - [ e (ikte — p)g)a (T3 2. € Ryuly) dy

The sequence af(., k) is a sequence of functions defined on the cotangent space T*R ~ R?;
the leading term ag in its asymptotic expansion is the principal symbol of Aj. Ay is said
to be elliptic at (xg, &) € T*R if ap(xo,&o) # 0.

xr+y
2 b

5.2.3.2 Wavefront set

Definition 5.2.1. A sequence uy of elements of 2'(R) is said to be admissible if for
any pseudodifferential operator P, whose symbol is compactly supported, there exists an
integer N € Z such that || Pyugl|/2 = O(kY).

We recall the standard definition of the wavefront set WF (uy,) of an admissible sequence
of distributions.

Definition 5.2.2. Let u; be an admissible sequence of 2'(R). A point (zo,&p) does not
belong to WF (uy) if and only if there exists a pseudodifferential operator Py, elliptic at
(x0,&0), such that ||Pyug||r2 = O(k=°).

One can refine these definitions in the case where u; belong to . (R).

Definition 5.2.3. A sequence (uy)g>1 of elements of .#(R) is said to be
— -admissible if there exists N in Z such that every Schwartz semi-norm of uy is
O(k™),
— Y-negligible if it is admissible and every Schwartz semi-norm of uy is O(k~>°). We
write ur = O (k™).

Now, instead of using the L?-norm in definition 5.2.2, one can actually consider the
semi-norms ||. ||

Lemma 5.2.4. A point (xg, &) does not belong to WEF(uy) if and only if there exists a
pseudodifferential operator Py, elliptic at (xg,&), such that Pyup = O (k™).

Proof. The sufficient condition comes from the previous definition, so we only prove
the necessary condition. We only adapt a standard argument used when one wants to
deal with C/-norms (see [86, proposition IV—8]). Assume that (xg,&) does not belong
to WF(ug); there exists a pseudodifferential operator Py, elliptic at (zg,&y), such that
| Prugl|r2 = O(k=°). Consider a compactly supported smooth function x equal to one
in a neighbourhood of (zg,&) and set Qi = OpW(x)P:. For every R € R[X] and every
integer j > 0, k™7 %ROpW(X) is a pseudodifferential operator of order 0, hence bounded
L?(R) — L%*(R) by a constant C' > 0 (by Calderon-Vaillancourt theorem). Thus, one has
||k_]%RQkukHLz < Cl|Pyugll2 = O(k™>). Hence, [[RQpuk||rs = O(k™>) for every
integer s > 0; Sobolev injections then yield that every C’-norm of RQruy is O(k™°).
Since this holds for every polynomial R, we obtain the result. O
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5.2.4 Geometric quantization and Toeplitz operators

We also recall the standard definitions and notations in the Toeplitz setting. Unless
otherwise mentioned, “smooth” will always mean C*°, and a section of a line bundle will
always be assumed to be smooth. The space of sections of a bundle £ — M will be denoted
by C*°(M, E). Let M be a connected compact Ké&hler manifold, with fundamental 2-form
w € Q%(M,R). Assume M is endowed with a prequantum bundle L — M, that is a
Hermitian holomorphic line bundle whose Chern connection V has curvature —iw. Let
K — M be a Hermitian holomorphic line bundle. For every positive integer k, define the
quantum space Hj as:

Hi=H (M, LF o K) = {holomorphic sections of L¥ ® K} .

The space Hj, is a subspace of the space L?(M,LF @ K ) of sections of finite L2-norm,
where the scalar product is given by

(g, ) = /M hi (0, V)t

with hy, the Hermitian product on L* ® K induced by those of L and K, and pjs the
Liouville measure on M. Since M is compact, Hy is finite dimensional, and is thus given
a Hilbert space structure with this scalar product.

5.2.4.1 Admissible and negligible sequences

Let (s)x>1 be a sequence such that for each k, sy belongs to C*°(M, L* ® K). We say
that (sg)k>1 is
— admissible if for every positive integer ¢, for every vector fields
X1,..., Xy on M, and for every compact set C C M, there exist a constant ¢ > 0
and an integer N such that

Vm e C |Vx,...Vx,sp(m)|| < ck?,

— negligible if for every positive integers ¢ and N, for every vector fields Xi,..., Xy on
M, and for every compact set C C M, there exists a constant ¢ > 0 such that

vmeC ||Vx,...Vx,se(m)| <ck™N.
In a standard way, one can then define the microsupport MS(uy) of an admissible sequence
uj, and the notion of microlocal equality.
5.2.4.2 Toeplitz operators

Let I be the orthogonal projector of L?(M, LF ® K) onto Hy. A Toeplitz operator is
any sequence (T : Hy — Hp)r>1 of operators of the form

Ty = UpMy( gy + Ri



5.2. PRELIMINARIES AND NOTATIONS 93

where f(.,k) is a sequence of C°°(M) with an asymptotic expansion f(.,k) = >~ k=t fy
for the C* topology, My( ;) is the operator of multiplication by f(.,k) and ||Rg| =
O(k=°). Define the contravariant symbol map

Ocont : T — COO(M)HhH

sending T} into the formal series } /- i’ fo. We will mainly work with the normalized
symbol

h
Onorm = (Id + 2A) Ocont

where A is the holomorphic Laplacian acting on C°°(M); unless otherwise mentioned,
when we talk about a subprincipal symbol, this refers to the normalized symbol.

5.2.4.3 The case of the complex plane

Let us briefly recall how to adapt the previous constructions to the case of the whole
complex plane. We consider the Kiihler manifold C ~ R? with coordinates (x, £), standard
complex structure and symplectic form wg = dé Adz. Let Ly = R? x C — R? be the trivial
fiber bundle with standard Hermitian metric kg and connection V? with 1-form %a, where
o (v) = 3wo(u,v); endow Lo with the unique holomorphic structure compatible with hg
and VY. For every positive integer k, the quantum space at order k is

My = H°(R? Lg) N L*(R?, L),

and it turns out that H) = By, (if we choose the holomorphic coordinate z = x\;%f) One
can define the algebra of Toeplitz operators and the various symbols in a similar way than
in the compact case; see [72] for details. We will call 7; the class of Toeplitz operators
with symbol in S}.

Let us give more details about the microsupport in this setting. We start by recalling
the following inequality in Bargmann spaces [2, equation (1.7)].

Lemma 5.2.5. Let ¢y, € By,. Then for every complex variable z

k 1/2
o2 < (52) Ienls

Similarly, for every vector fields X1,..., X, on C, there exists a polynomial P € R[z1, z2]
with positive values such that for every z € C

(Vx, - Vi, 8) (2)] < P(l2], k)| 6xl, -

Proof. The first claim is proved in [2] in the case k = 1; the general case then comes from
a change of variables. The second claim can be proved in the same way. O
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Lemma 5.2.6. Let uy be a sequence of elements of By and £ a bounded open subset of
C. Assume that |lug| 12y = O(k~>); then for any compact subset K of Q, uj and all its
covariant derivatives are uniformly O(k=>°) on K.

Proof. Choose a compactly supported smooth function 1 which is positive, vanishing out-
side 2 and with constant value 1 on K and set vy = Op(n)ug. One has

okl = IMRnuls, < lnuillze < luelr2)

since IIY is continuous L? — L? with norm smaller than 1. Hence, |lvg| 5, = O(k~>°). By
lemma 5.2.5, this implies that vi and its covariant derivatives are uniformly O(k~>°) on
K; since up, = v, + O(k~°°) on K, the same holds for wy. O

Lemma 5.2.7. Let (uy)r>1 be an admissible sequence of elements of By, and zg € C. Then
20 & MS(uy) if and only if there exists a Toeplitz operator Ty, € Ty, elliptic at zg, such that
[ Tiurls, = O(k™).

Proof. Assume that zp ¢ MS(ug). There exists a neighbourhood U of zp such that uy is
negligible on Y. Choose a compactly supported function y € C*°(C,R) with support K
contained in ¢ and such that x(z9) = 1; and set T, = Op(x). One has for z; € C

(Txu)(z1) = % /K exp (

which gives

=5 (1P + 122 = 22022) ) x(2)un(a2) da),

k k
(B (o1)| < gsuplue] [ exp (=5le1 = 2f?) du(eo)
2 K K 2

This allows to estimate the norm of Tjuy:

k 2 2
Tz < (X // ke — 22) du(z)du(z).
| k“k”Bk—(2W> (S;P!Uk) . Kexp( |21 = 2[?) dp(z1)dpa(z0)
Hence

k 2 2
2 _ 2
Teanlls, < (5) (suplonl ) () [Lexp (~kl1) dutz)

and the necessary condition is proved since the integral is O(k~1/2).

Conversely, assume that there exists a Toeplitz operator T € 7y elliptic at zg such
that ||Txuk||p, = O(k~°°). There exists a neighbourhood of zy where T}, is elliptic. Hence,
by symbolic calculus, we can find a Toeplitz operator S € 7y such that SpTy ~ H% near
(20, 20). Thus, there exists a neighbourhood Q of zy such that SpTjur ~ ug on Q; this
implies that || SxTkukllr2(0) = |lukllp2(@) + O(k~>°). But, since Sy is bounded By — By, by
a constant C' > 0 which does not depend on k, one has [|SxTkuk| 12(0) < C||Tkukls,; this
yields that [[ug|[2(q) is O(k™°°). Lemma 5.2.6 then gives the negligibility of u; on Q. [

Definition 5.2.8. A sequence (uy)>1 of elements of &y, is said to be
— Gg-admissible if there exists N in Z such that every &, semi-norm of uy, is O(kV),
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— Og-negligible if it is Sy-admissible and every &y semi-norm of wuy is O(k~°). We
write up = Og,, (k™).

Lemma 5.2.9. Let (ug)r>1 be an admissible sequence of elements of By, and zg € C. Then
20 & MS(ug) if and only if there exists a Toeplitz operator Ty, € Ty, elliptic at zy, such that
Trug = O@k(k_oo).

Proof. The proof is nearly the same as the one of lemma 5.2.4. One can show that if

20 & MS(ug), there exists a Toeplitz operator Ty € 7y, elliptic at zp, such that for every

polynomial function P(z) of z only, sup|P(z)(Tiui)(z)| = O(k~°), using the fact that the
zeC

multiplication by P(z) is a Toeplitz operator. O

5.3 The Bargmann transform

5.3.1 Definition and first properties
The Bargmann transform is the unitary operator By : L2(R) — By, defined by

(Bef)(2) = ((i)m /R exp <1<; (—;(;ﬂ + )+ \/izt>) £(1) dt) VR (2).

The subspace &y of By defined in (5.1) is the analog of the Schwartz space on the
Bargmann side. The case k = 1 is treated by the following theorem, due to Bargmann.

Theorem 5.3.1 ([3, theorem 1.7]). The Bargmann transform By is a bijective, bicontin-
uous mapping between . (R)and ;.

This allows us to handle the general case.
Proposition 5.3.2. The Bargmann transform By is a bijection between . (R) and &.
Proof. If f belongs to .#(R), one has for z in C

(Bpf)(z) = (k>1/4/Rexp (k (—;(22 + %) + ﬂzt)) f(t) dt;

™

introducing the variables u and w such that z = k= /2w and t = k~1/2u, this reads
_ 1
(Buf)(2) = (k) /4 /]R exp (—2(w2 +u?) +\/§wu> F~Y2u) du.

Hence, we have (Byf)(z) = (kw)_1/4 (B19)(k'/22), where g(t) = f(k~/?t). Obviously, the
function g belongs to .#(R); thus, by the previous theorem, Bjg belongs to &;. Hence,
for j € N, there exists a constant C; > 0 such that for every complex variable w

(Brg)w)exp ()| < & (14 juP) ™"
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This implies that for every z in C,

(B exp (~512 )| < Cob772 (14 ki)™

and since k > 1, this yields

(B en (~51R)| < 05 (141a7)

which means that By f belongs to &;. The converse is proved in the same way, using the
explicit form of the inverse mapping:

i) = (£)" [ow (6 (-3 + 0 Va1 - 1) ) (o) e

s

for g in & and t € R. O

5.3.2 Action on Toeplitz operators

The Bargmann transform has the good property to conjugate a Toeplitz operator to
a pseudodifferential operator, and conversely.

Lemma 5.3.3. Let T}, be a Toeplitz operator in the class T;, with contravariant symbol
Teont(Tx) = f(., h); then BT}, By, is a pseudodifferential operator with Weyl symbol

Y(BiTBy) (x,€) = I1(f (-, 1)) (2, €)

with
I @26 = = [ exp(-2h wl)f(w + 2 BidA(w),

where z = - (x — i&). The map I is continuous S; — Sj. Moreover, for any f(.,h) € S;
and all p >

s

i( ) AN o ) (52)

where Ry, is a continuous map from S; to S;.

Proof. Thanks to [28, theorem 5.2], we know that the result holds when T}, = II9 fTIY,
f being a bounded function on C not depending on k. Now, using the stationary phase
method, one can prove that the map I is continuous §; — §; with the asymptotic expan-
sion (5.2), and conclude by a density argument. O
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5.3.3 Microlocalization and Bargmann transform

Lemma 5.3.4. 1. By, maps /-admissible functions to &y-admissible sections, and B,
maps S-admissible sections to ./ -admissible functions.

2. By, maps Oy (k™) into Og, (™), and B} maps Og, (k™) into Oy (k™).

Proof. These results are proved by performing a change of variables, as in proposition
5.3.2. 0

We are now able to prove the link between the wavefront set and the microsupport via
the Bargmann transform.

Proposition 5.3.5. Let uy be an admissible sequence of elements of ./ (R). Then (z¢, &) ¢
WEF(ug) if and only if zo = %(wo —i&y) ¢ MS(Bruy)-

Proof. Assume that zg = %(wo — 1&) does not belong to MS(Bjuy); by lemma 5.2.9,

there exists a Toeplitz operator Tj, elliptic at zg, such that TjBruiv® = Og,, (k~).
Thanks to lemma 5.3.3, P, = B{T}, B}, is a pseudodifferential operator elliptic at (xo, o).
Furthermore, thanks to lemma 5.3.4, Pyuy, = BjTiBrugr = O.9(k~>); we conclude by
lemma 5.2.4. The proof of the converse follows the same steps. O

5.4 The sheaf of microlocal solutions

In this section, T} is a self-adjoint Toeplitz operator on M, with normalized symbol
f(5R) = Yo R f£. Following Vi Ngoc [97, 98], we introduce the sheaf of microlocal
solutions of the equation Ty = 0.

5.4.1 Microlocal solutions

Let U be an open subset of M; we call a sequence of sections 1, € C°(U, L* ® K) a
local state over U.

Definition 5.4.1. We say that a local state 1y is a microlocal solution of
Ty, =0 (5.3)

on U if it is admissible and for every x € U, there exists a function y € C*>(M) with
support contained in U, equal to 1 in a neighbourhood of  and such that

Me(xbk) = e + O(k™),  Tp(Ix(xr)) = O(k™)
on a neighbourhood of .

One can show that if 1, € H}, is admissible and satisfies Ty, = 0, then the restriction
of ¢y to U is a microlocal solution of (5.3) on U. Moreover, the set S(U) of microlocal
solutions of this equation on U is a Cp-module containing the set of negligible local states
as a submodule. We denote by Sol(U) the module obtained by taking the quotient of
S(U) by the negligible local states; the notation [¢;] will stand for the equivalence class
of Y € S(U).
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Lemma 5.4.2. The collection of Sol(U), U open subset of M, together with the natural
restrictions maps ryy : Sol(V) — Sol(U) for U,V open subsets of M such that U C V,
define a complete presheaf.

Thus, we obtain a sheaf Sol over M, called the sheaf of microlocal solutions on M.

5.4.2 The sheaf of microlocal solutions

One can show that if the principal symbol fj of T}, does not vanish on U, then Sol(U) =
{0}. Equivalently, if ¢, € Hj, satisfies Ty = 0, then its microsupport is contained in the
level Tg = f;7'(0). This implies the following lemma.

Lemma 5.4.3. Let Q) be an open subset of I'g; write Q = U N Ty where U is an open
subset of M. Then the restriction map

ry : Sol(U) — Fu () = ry(Sol(U))
is an isomorphism of Ci-modules.

We want to define a new sheaf § — I'y that still describes the microlocal solutions of
(5.3). In order to do so, we will check that the module §r/(©2) does not depend on the
open set U such that Q =Tg NU. We first prove:

Lemma 5.4.4. Let U,U be two open subsets of M such that @ =UNTy = UNTy. Then

there exists an isomorphism between Sol(U) and Sol(U) commuting with the restriction
maps.

Proof. Assume that U and U are distinct and set V = U N U; of course @ C V. Write
U = VUW where the open set W is such that there exists an open set X C V containing
Q such that W N X = (). Let xv, xw be a partition of unity subordinate to U=VUW;
in particular, xv (z) = 1 whenever € X. One can show that the class F\, (¢¥x) = [xv ]
belongs to Sol(ﬁ ). We claim that the map F), is an isomorphism with the required
property. ]

From these two lemmas, we deduce the:

Proposition 5.4.5. Let U, U be two open subsets of M such that Q =UNTy = UnTy.
Then %U(Q) = %5(9)

This allows to define a sheaf § — I'g, which will be called the sheaf of microlocal
solutions over I'g. Let us point out that so far, we have made no assumption on the
structure (regularity) of the level T'y.
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5.4.3 Regular case

Consider a point m € I'g which is regular for the principal symbol fy. Then there
exists a symplectomorphism x between a neighbourhood of m in M and a neighbourhood
of the origin in R? such that (foox™1)(z, &) = €. We can quantize this symplectomorphism
by means of a Fourier integral operator: there exists an admissible sequence of operators
U™ ;¢ (R, L) — (M, L* © K) such that

U}Em) (Uém))* ~ Il near m;
(U,gm)f U,gm) ~ 19, (U,gm)f TkU,Em) ~ S mnear 0,

where S, is the Toeplitz operator

S_i<_1d>
=R\ kdz)

Consider the element ®;, of C*°(R?, LK) given by

Bi(2) = exp (k2/2) 04(2), 0lz) = exp (51 )

it satisfies Sy ®; = 0. Choosing a suitable cutoft function 1 and setting <I>,(€m) = 110 (n®y),

we obtain an admissible sequence <I>§€m) of elements of By microlocally equal to ®; near the

origin and generating the Ci-module of microlocal solutions of Siug = 0 near the origin.

Proposition 5.4.6. The Cy-module of microlocal solutions of equation (5.3) near m is
free of rank 1, generated by U,Em)<1>§cm).

This is a slightly modified version of proposition 3.6 of [20], in which the normal form
is achieved on the torus instead of the complex plane.

Thus, if I'g contains only regular points of the principal symbol fy, then § — T'g is a
sheaf of free Cp-modules of rank 1; in particular, this implies that § — I'g is a flat sheaf,
thus characterised by its Cech holonomy holz.

5.4.4 Lagrangian sections

In order to compute the holonomy holz, we have to understand the structure of the
microlocal solutions. For this purpose, a family of solutions of particular interest is given
by Lagrangian sections; let us define these. Consider a curve I' C I'g containing only
regular points, and let j : I' — M be the embedding of I into M. Let U be an open
set of M such that Ur = j~Y(U) is contractible; there exists a flat unitary section tr of
j*L — Ur. Now, consider a formal series

> h'gy € C>(Ur, j* K)[[1]].
>0
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Let V be an open set of M such that V C U. Then a sequence ¥}, € H}, is a Lagrangian
section associated to (I, tr) with symbol 3~ gy if

k

Ui(m) = (

1/4
) F*(m)g(m, k) over V,
2m

where
— F is a section of L — U such that

j*F=tpr and OF =0

modulo a section vanishing to every order along j(I'), and |F(m)| < 1 if m ¢ j(T'),
— g(., k) is a sequence of C*°(U, K) admitting an asymptotic expansion >, k=g, in
the C* topology such that

G =g, and 0§ =0

modulo a section vanishing at every order along j(T').
Assume furthermore that Wy, is admissible in the sense that ¥y (m) is uniformly O(k)
for some IV and the same holds for its successive covariant derivatives. It is possible to
construct such a section with given symbol Y~ hfge (see [21, part 3]). Furthermore, if
U, is a non-zero Lagrangian section, then the constants ¢, € Ci. such that ¢, Uy, is still a
Lagrangian section are the elements of the form

cx = p(k) exp(ike(k)) + O(k~) (5-4)

where p(k), #(k) € R admit asymptotic expansions of the form p(k) = 3,0 ks, ¢(k) =
>0 kb

Lagrangian sections are important because they provide a way to construct microlocal
solutions. Indeed, if ¥ is a Lagrangian section over V associated to (I',¢r) with symbol
Y050 il ge, then T}, ¥y, is also a Lagrangian section over V associated to (I',tr), and one
can in principle compute the elements g, £ > 0 of the formal expansion of its symbol as a
function of the gy, £ > 0 (by means of a stationary phase expansion). This allows to solve
equation (5.3) by prescribing the symbol of ¥y so that for every ¢ > 0, gy vanishes. Let
us detail this for the two first terms.

Introduce a half-form bundle (0, ), that is a line bundle 6 — M together with an
isomorphism of line bundles ¢ : 62 — A%0T*M. Since the first Chern class of M is
even, such a couple exists. Introduce the Hermitian holomorphic line bundle L; such that
K = L1 ® 6. Define the subprincipal form k as the 1-form on I' such that

K(Xfo) =—-f1

where Xy, stands for the Hamiltonian vector field associated to fp. Introduce the connec-
tion V! on j*L; — T defined by

i 1
V=V g,
7
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with V7"L1 the connection induced by the Chern connection of L; on j*L;. Let dp be the
restriction of § to I'; the map

or: 02 = T'T®C, ur j*p(u)
is an isomorphism of line bundles. Define a connection VT on ép by
Vg?a = Egga,

where Egg is the first-order differential operator acting on sections of dr such that

or (LYg®g) = %ﬁxﬂﬂr (9%%)

for every section g; here, £ stands for the standard Lie derivative of forms.

Then TV is a Lagrangian section over V' associated to tp with symbol (5*fo)go +
O(h) = O(h), so ¥}, satisfies equation (5.3) up to order O(k~!). Moreover, the subprincipal
symbol of T Wy is

" 1 /oL 5
(] f1)go + ; (V?Xfol QRId+Id® ‘ClefO) go.

Consequently, equation (5.3) is satisfied by ¥, up to order O(k~2) if and only if
1 3
N Av/ES or _
(f1+ ; (vao ®Id+1d®£xfo>>go—0 over VNT. (5.5)

This can be interpreted as a parallel transport equation: if we endow the bundle j* L1 ® dr
with the connection induced from V! and V°r, equation (5.5) means that go is flat.
5.4.5 Holonomy

We now assume that I'g is connected (otherwise, one can consider connected compo-
nents of I'g) and contains only regular points; it is then a smooth closed curve embedded
in M. We would like to compute the holonomy of the sheaf § — I'g.

Proposition 5.4.7. The holonomy holz(I'o) is of the form
holz(Ty) = exp(ikO(k)) + O(k™) (5.6)
where ©(k) is real-valued and admits an asymptotic expansion of the form ©(k) ~ >~ k~tO,.

In particular, this means that if we consider another set of solutions to compute the
holonomy, we only have to keep track of the phases of the transition constants.

Proof. Cover I'g by a finite number of open subsets €2, in which the normal form introduced
before proposition 5.4.6 applies, and let U and ®f be as in this proposition. We obtain
a family ug of microlocal solutions; observe that for each o, uj is a Lagrangian section
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associated to I'. Hence, if 2, N3 is non-empty, the unique (modulo O(k~>°)) constant
P € €, such that u = ul on Q, N Qg is of the form given in equation (5.4):

e = B () exp(ikg™ (k) + O(k~™).

But if m belongs to €2, N {3, then near m we have uf ~ ,?CIJ,(Cm) and ug ~ U,f@;m) where
@,E:m) is an admissible sequence of elements of By microlocally equal to ®; near the origin.
Therefore, we have

Pl = P upe™ + o(k—),

2
and the fact that the operators U}, Ukﬁ are microlocally unitary yields ‘czﬁ ‘ =14+0(k™°).
This implies that for ¢ > 1, p; = 0, which gives the result. ]

Let us be more specific and compute the first terms of this asymptotic expansion.
Consider a finite cover (£2,)q of I'g by contractible open subsets and endow each €, with
a non-trivial microlocal solution W{ which is a Lagrangian section. Choose a flat unitary
section t,, of the line bundle j*L — j71(£,) and write, for m € Qg:

k

1/4
%> ga(m, B)EE ()

wi(m) = (
where the section gq(., k) of j*K — Q, is the symbol of ¥¢, whose principal symbol will

be denoted by g((lo). Now, assume that Q, N Qg # 0; there exists a unique (up to O(k~>))
cgﬁ € Cy such that ¥ ~ czﬁllff on QN Ng.

Definition 5.4.8. Let A, B € M and 7 be a piecewise smooth curve joining A and B;
denote by Py p~ : Lo — Lp the linear isomorphism given by parallel transport from A
to B along . Given two sections s,t of L — M, define the phase difference between s(A)
and t(B) along 7 as the number

(Ps(A) — <I>t(B))7 = arg(Aa,B,y) — co([4, B]) € R/27Z,

where Ay g, is the unique complex number such that the equality

Pap~(s(A)) = Aa,p~t(B) holds and c¢y([A, B]) is the (phase of the) holonomy of v in
(L, V). Define in the same way the phase difference for two sections of K — M, using the
Chern connection of K.

Now, consider three points A, B,C € M and let v; (resp. 72 be a piecewise smooth
curve joining A and B (resp. B and C). Let v be the concatenation of v; and 7. It is
easily checked that

72

(®s(4) — @t(B))% + (@e(B) — @u(C)),, = (s(A) — (I)u(c))y

for three sections s,t,u of L. Furthermore, if v is a closed curve and A is a point on 7,
then the phase difference between s(A) and s(A) along ~ is

((I)5<A) - q)S(A))’y =0
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by definition of the holonomy cy. This is why we write this number as a difference.

Coming back to our problem, denote by @&_1)(14) - <I>(ﬁ_1)(B) the phase difference
between t,(A) and tg(B) along I'g in L, and by <I>((10)(A) - <I>(BO)(B) the phase difference
between g((lo) (A) and géo) (B) along I'p in K. Let ¢ be the path in Iy starting at a point
A € Q4 and ending at B € Q, N Qg. Since t, is flat and the principal symbol gy of ¥§
satisfies equation (5.5), we have

arg (p”) = k (eo(¢) + @V (4) — @V (B))
+e1(¢) + hols, (¢) + 2 (4) — @5 (B) +0< h.

Thanks to the discussion above, we know that the term
_ -1 0
k(2D(4) - o) V(B)) + 20 (4) - o) (B)

is a Cech coboundary. Let us call ¢;(Tg) the holonomy of I'g in (L1, V!). One can check
that VTo has holonomy in Z/2Z, represented by €(To) € {0,1}. We obtain:

Proposition 5.4.9. The first two terms of the asymptotic expansion of the quantity © (k)
defined in proposition 5.4.7 are given by

@0 = Cp (Fo)

and
0, = Cl(Fo) + €(F0)7T.

Since one can construct a non-trivial microlocal solution over I'y if and only if O(k) €
277, we recover the usual Bohr-Sommerfeld conditions.

Let us give another interpretation of the index e. Consider a smooth closed curve ~
immersed in M. Denote by ¢ : v — M this immersion, and by d, = *0 the pullback
bundle over 7. Let 7 : 6, — & be the natural lift of ¢, and define 7? : (53 — 02 by the
formula 7%(u ® v) = i(u) ® i(v). The map

Py 102 = Ty@C, w1 (i (u))

is an isomorphism of line bundles. The set

u € 65 (u®?) > 0
{ J

has one or two connected components. In the first case, we set €(y) = 1, and in the second
case €(y) = 0. One can check that this definition coincides with the one above when v is a
smooth embedded closed curve. Notice that the value of ¢(+) only depends on the isotopy
class of v in M.
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5.4.6 Spectral parameter dependence

For spectral analysis, one has to do the same study as above replacing the operator
T with T, — E; then it is natural to ask if the previous study can be done taking into
account the dependence on the spectral parameter F.

Assume that there exists a tubular neighbourhood 2 of I such that for F close enough
to 0, the intersection ' N Q is regular. Then we can construct microlocal solutions of
(T, — E)u, = 0 as Lagrangian sections depending smoothly on a parameter (see [20,
section 2.6)); these solutions are uniform in E. We can then define all the previous objects
with smooth dependence in E. Proceeding this way, we obtain the parameter dependent
Bohr-Sommerfeld conditions, that we describe below.

Let I be an interval of regular values of the principal symbol fy of the operator. For
E € I, denote by Cj(E), 1 < j < N, the connected components of f(;l(E) in such a
way that E — C;(E) is smooth. Observe that C;(F) is a smooth embedded closed curve,
endowed with the orientation depending continuously on E given by the Hamiltonian flow

of fy. Define the principal action c(()j ) € C>°(I) in such a way that the parallel transport in
L along C;(E) is the multiplication by exp(ic(()])(E)). Define the subprincipal action cgj) in

the same way, replacing L by L; and using the connection V! (depending on E) described
above. Finally, set eg) = ¢(Cj(F)); in fact, e%) is a constant e%) = ¢ for Fin I. The
Bohr-Sommerfeld conditions (see [21] for more details) state that there exists n > 0 such
that the intersection of the spectrum of T} with [E — 1, E + n] modulo O(k~°) is the

union of the spectra o;, 1 < j < N, where the elements of o; are the solutions of
gD\ k) € 2nk™'Z

where ¢\ (., k) is a sequence of functions of C*°(I) admitting an asymptotic expansion
< NS 4t )
gD (k) =>"kgy
(=0

with coefficients géj ) e C>(I). Furthermore, one has

g(()j)()\) = c(()j)()\) and g%j)()\) = cgj)()\) + e,

5.5 Microlocal normal form

5.5.1 Normal form on the Bargmann side

Let Py be the operator defined by P, = % (22 — k%%) with domain C[z] C By; it is
a Toeplitz operator with normalized symbol po(x,§) = x§. We will use this operator to
understand the behaviour of Aj near each s;, 1 < j < n. More precisely, we study the
operator Ay — F, where F € R is allowed to vary in a neighbourhood of zero.

Let j € [1,n]. The isochore Morse lemma [36] yields a symplectomorphism g from
a neighbourhood of s; in M to a neighbourhood of the origin in R?, depending smoothly
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on F, and a smooth function gf , again depending smoothly on FE, such that

((a0 — E) o x5")(x,€) = g} (x€)

and (g}E )'(0) # 0. Using a Taylor formula, one can write

g5 (t) = wi () (t = f5(E))

with ij smooth, depending smoothly on F, and such that wf(O) # 0, and f; a smooth
function of E. This symplectic normal form can be quantized to the following semiclassical
normal form.

Proposition 5.5.1. Fiz j € [1,n]. There exist a smooth function f;, a Fourier integral
operator UkE : By — Hyg, a Toeplitz operator W,f elliptic at 0 and a sequence of smooth

functions (., k) admitting an asymptotic expansion €;(E, k) = Z+°° k—te )( E) such that

(UE) (A = E)UE ~ WE (Py = f;(B) — k™'5;(B, k)

microlocally near s;. Furthermore,
— Uk and Wy, depend smoothly on E,
~ f;(E) is the value of x& whenever (x,§) = xg(m) for m € I'g,
— and the first term of the asymptotic expansion of €;(0,k) is given by

(0) —ai(s;)
& (0= | det(Hess(ag)(s;))[*/2’

where Hess(ag)(s;) is the Hessian of ag at s;.
The proof is an adaptation of the one in [33, section 3] to the Toeplitz setting; see also
[72] for a similar result in the elliptic case.
5.5.2 Link with the pseudodifferential setting

Now, we use the Bargmann transform to understand the structure of the space of
microlocal solutions of P, — E = 0.

Lemma 5.5.2. Foru € . (R), one has
1
BZPkBku = 7€ (l'ax + 1) u
i

From now on, we will denote by Sj the pseudodifferential operator i (x0y + 1). This
correspondence will allow us to understand the space of microlocal solutions of P, — F on
a neighbourhood of the origin. Let us recall the results of [33, 34] that will be useful to
our study.

Proposition 5.5.3 ([33, proposition 3|). Let E be such that |E| < 1. The space of
microlocal solutions of (S — E)ux =0 on Q = [—1,1)? is a free Cx-module of rank 2.
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Moreover, we know two bases of this module. Indeed, the tempered distributions vlgjj)g,

J € [1,4] defined as:
v 5P (@) = Tge(2) exp ((—F +ikE) In(Jz]))

o250(6) = g (€) exp (5 + ikE) In(l¢]) ).
are exact solutions of the equation (S — E)v,(g ) = 0; better than that, the couple

(v,(f%,v,(fiﬂ) (resp. (v,(cgg,v,(fé)) forms a basis of the space of solutions of this equation.

Now, choose a compactly supported function x € C*°(R) with constant value 1 on I and
vanishing outside 2/. Define the pseudodifferential operator Ilg by

Mou(e) = 5 [ exp (ik(z — &) XOX(w)uly) dyde.

Then IIg maps Z2'(R) into .(R), and IIg ~ Id on Q. Set
oy~ arf?
G) : : _ () _
then the wy'p, j € [1,4], belong to .'(R), and are microlocal solutions of (Sy— E)wy 5 = 0

on ). The matrix of the change of basis from (w,(fj)g, w,(fj)g) to (w,(:j)g, w,(fj)g) is given by

with .
i (E) = NS (3 —ikE) exp (4 (2kE + i) — ikE 1n(k)> .

5.5.3 Microlocal solutions of (P, — E)uy =0

Now, consider the Bargmann transforms of the sequences w,gj 3@: u,(g 35 = Bkw,(j 2E Propo-

sitions 5.5.3 and 5.3.5 yield the:

)

Proposition 5.5.4. For E such that |E| < 1, the space of microlocal solutions of (P —
E)u, = 0 on Q = [-1,1]> C C is a free Cx-module of rank 2. Moreover, the couples
(ul(€11)97 u,(fj)g) and (u,(cgg, u,(:%) are two bases of this module; the transfer matriz is given by
equation (5.7).

Remark. The sections u,(j Lﬂ, 7 =1,...,4, can be written in terms of parabolic cylinder
functions. In the article [79],7N0nnenmacher and Voros studied these functions in order to
understand the behaviour of the generalized eigenfunctions of Py; the result of this subtle
analysis, based on Stokes lines techniques, was not exactly what we needed here, and this
is partly why we chose to use the microlocal properties of the Bargmann transform instead.
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5.6 Bohr-Sommerfeld conditions

To obtain the Bohr-Sommerfeld conditions, we will recall the reasoning of Colin de
Verdiere and Parisse [35], and will also refer to the work of Colin de Verdiere and Vi Ngoc
[37]. Since the general approach is the same, we only recall the main ideas and focus on
what differs in the Toeplitz setting.

5.6.1 The sheaf of standard basis

As in section 5.4, introduce the sheaf (§F,T) of microlocal solutions of Agir = 0 over
I'p; we recall that a global non-trivial microlocal solution corresponds to a global non-
trivial section of this sheaf. However, since the topology of I'y is much more complicated
than in the regular case, the condition for the existence of such a section is not as simple
as saying that a holonomy must be trivial. In particular, we have to handle what happens
at critical points. To overcome this difficulty, the idea is to introduce a new sheaf over I'¢
that will contain all the information we need to construct a global non-trivial microlocal
solution; roughly speaking, this new sheaf can be thought of as the limit of the sheaf
§ — I'p of microlocal solutions over regular levels as £ goes to 0.

Following Colin de Verdiere and Parisse [35], we introduce a sheaf (£,T) of free Ci-
modules of rank one over I'y as follows: to each point m € I'y, associate the free module
£(m) generated by standard basis at m. If m is a regular point, a standard basis is any basis
of the space of microlocal solutions near m. At a critical point s;, we define a standard
basis in the following way. The Cj-module of microlocal solutions near s; is free of rank 2;
moreover, it is the graph of a linear application. Indeed, number the four local edges near
sj with cyclic order 1,3,2,4, so that the edges eq, ex are the ones that leave s;. Let us
denote by Sol(ejez) (resp. Sol(eses)) the module of microlocal solutions over the disjoint
union of the local unstable (resp. stable) edges ey, ea (resp. e3,e4). Sol(ejez) and Sol(eses)
are free modules of rank 2, and there exists a linear map Tj : Sol(eges) — Sol(ejez) such
that u is a solution near s; if and only if its restrictions satisfy wsoi(e;es) = TjU|Sol(eseq)-
Equivalently, given two solutions on the entering edges, there is a unique way to obtain two
solutions on the leaving edges by passing the singularity. One can choose a basis element
for each §(e;), i € [1,4], and express T as a 2 x 2 matrix (defined modulo O(k™>°)); one
can show that the entries of this matrix are all non-vanishing. An argument of elementary
linear algebra shows that once the matrix 77 is chosen, the basis elements of the modules
§(e;) are fixed up to multiplication by the same factor. Moreover, we saw that there exists
a choice of basis elements such that 7} has the following expression:

1= e (1 ) &0, ( exp<—7:5j<o, k) e k») o (69)

where

En(t) = \/%F G + it) exp <t (;r —iln k:)) . (5.9)

This allows us to call the choice of the basis elements of F(e;) a standard basis whenever
Tj is given by equation (5.8).
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(£,T)) is a locally free sheaf of rank one Cg-modules, and its transition functions are
constants. Hence, it is flat, thus characterised by its holonomy

hOlQ : Hl(r()) — (Ck

In terms of Cech cohomology, if 7 is a cycle in T'g, and €y, ...,y is an ordered sequence
of open sets covering the image of ~, each €); being equipped with a standard basis u;,
then

hole(y) = 21,2 .. Tp—1,0701, (5.10)
where x; ; € Cj is such that u; = x; ju; on ; N Q.
Now, cut n+1 edges of I'¢, each one corresponding to a cycle ~; in a basis (1, ..., Vn+1)

of Hi(I'g,Z), in such a way that the remaining graph is a tree 7. Then the sheaf (£,T)
has a non-trivial global section. The conditions to obtain a non-trivial global section
of the sheaf (§,I9) of microlocal solutions on I'y are given in the following theorem.
They were already present in the work of Colin de Verdiére and Parisse in the case of
pseudodifferential operators, but the fact that they extend to our setting is a consequence
of the results obtained in the previous sections.

Theorem 5.6.1. The sheaf (§,T0) has a non-trivial global section if and only if the
following linear system of 3n + 1 equations with 3n + 1 unknowns (vo € Ck)aefedges of T}
has a non-trivial solution:

1. if the edges (a1, a2, a3, i) connect at s; (with the same convention as before for the

labeling of the edges), then
Tazg | _ [ T

2. if a and B are the extremities of a cut cycle ~y;, then
Zo = holg(y;)zg,

where the following orientation is assumed: ~y; can be represented as a closed path
starting on the edge o and ending on the edge (3.

Proof. Tt follows from propositions 5.4.6 and 5.5.4 that the proof can be directly adapted
from the one of [37, theorem 2.7]. O

5.6.2 Singular invariants

Of course, in order to use this result, it remains to compute the holonomy holg. For this
purpose, let us introduce some geometric quantities close from the ones used to express
the regular Bohr-Sommerfeld conditions. Let « be a cycle in I'g, and denote by s;,.,
m = 1,...,p the critical points contained in 7.

Definition 5.6.2 (singular subprincipal action). Decompose 7 as a concatenation of
smooth paths and paths containing exactly one critical point; if A and B are the or-
dered endpoints of a path, we will call it [A, B]. Define the subprincipal action ¢ (7) as
the sum of the contributions of these paths, given by the following rules:
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— if [A, B] contains only regular points, its contribution to the singular subprincipal
action is

&([4, B]) = ai([A, B)

as in the regular case,
— if [A, B] contains the singular point s and is smooth at s, then
&[4, B)) = lm (er([4,a]) + i (b, B))

where a (resp. b) lies on the same branch as A (resp. B),
— if [A, B] contains the singular point s and is not smooth at s, we set

[ ow
Pap

a

&1([4, B]) = lim (cl([A, a)) + c1([b, B]) £e® In

a,b—s

) (5.11)

where P, is the parallelogram (defined in any coordinate system) built on the

vectors sa and g)), + = + if [A, B] is oriented according to the flow of X,,, £ = —

otherwise and
(0) _ —ai(s)

a |det(Hess(ag)(s))["/?’

as before.

Figure 5.1: Computation of ¢;([4, B]).
Definition 5.6.3 (singular index). Let (y¢); be a continuous family of immersed closed

curves such that vy = v and ~; is smooth for ¢ > 0. Then the function t — e(y;), t > 0, is
constant; we denote by e its value. We define the singular index €(y) by setting

P
) =et+ %’" (5.12)
m=1

where p,, = 0 if v is smooth at s;, , p,, = +1 if at s;, ., v turns in the direct sense with
respect to the cyclic order (1,3,2,4) of the local edges, and p,, = —1 otherwise.
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Observe that both ¢; and € define Z-linear maps on H;(I'g, Z).

Theorem 5.6.4. Let v be a cycle in I'g. Then the holonomy holg(y) of v in £ has the
form

holg(y) = exp(ikb(~, k)) (5.13)

where 0(~, k) admits an asymptotic expansion in non-positive powers of k. Moreover, if
we denote by 0(7, k) = 3> k=%0,(~) this expansion, the first two terms are given by the
formulas:

0o(7) = co(v), 01(7) = éi(y) + &) (5.14)

Proof. We just prove here that the holonomy has the claimed behaviour. It is enough to
show that one can choose a finite open cover (§24)q of v and a section uj of £ — €, for
which the transition constants cgﬁ have the required form. On the edges of -y, this follows

from the analysis of section 5.4. At a vertex, we choose the standard basis U,gu,gji_(o k)’
<] )

where u,(jg is defined in section 5.5.3 and UkE is the operator of proposition 5.5.1; to
conclude, we observe that the restrictions of these sections to the corresponding edge are
Lagrangian sections. O

5.6.3 Computation of the singular holonomy

This section is devoted to the proof of the second part of theorem 5.6.4. We use the
method of [37], but of course, our case is simpler, because in the latter, the authors in-
vestigated the case of singularities in (real) dimension 4 (for pseudodifferential operators).
Let us work on microlocal solutions of the equation

(Ak — E)’U,k =0 (515)

where E varies in a small connected interval I containing the critical value 0. The critical
value separates I into two open sets It and I~ with the convention I* = I N {zxap > 0}.
Let D* = I7U{0}, and let €* be the set of connected components of the open set aal(li).
The smooth family of circles in the component p* is denoted by Cx(E), Eecl +,

As in section 5.4, for E # 0, we denote by (§,I'g) the sheaf of microlocal solutions
of (5.15) on I'g; remember that it is a flat sheaf of rank 1 Ci-modules, characterised by
its Cech holonomy holz. The idea is to let £ go to 0 and compare this holonomy to the
holonomy of the sheaf £ — I'y.

Definition 5.6.5. Near each critical point s;, consider two families of points A;(FE) and
B;j(E) in C>(D*, p*\{s;}) lying on C,+ (E) and such that A;(0) and B;(0) lie respectively
in the stable or unstable manifold. Endow a small neighbourhood of A; (resp. B;) with
a microlocal solution w4, (vesp. up,) of (5.15) which is a Lagrangian section uniform in
E € D*. Define the quantity ©([A;(E), Bj(E)], k) as the phase of the Cech holonomy
of the path [A;(F), Bj/(E)] joining A;(E) and Bj(E) in the sheaf (§,I'g) computed with
respect to us; and ug,, -
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Note that if we change the sections uy4; and ug,,, the phase of the holonomy is mod-
ified by an additive term admitting an asymptotic expansion in kC*®(D¥)[[k~!]]. The
singular behaviour of the holonomy is thus preserved; moreover, the added term is a Cech
coboundary, and hence does not change the value of the holonomy along a closed path.

Then, we consider continuous families of paths ((g)gep+ drawn on a circle Cp=(FE)
and whose endpoints are some of the A;(E) and Bj (E) of the previous definition. We say
that (g is

— regular if (yp does not contain any of the critical points s;,

— local if (y contains exactly one critical point,
and we consider only these two types of paths. We write (g = [A;(E), By (E)]. The
following proposition implies that a path that is local in the above sense can always be
assumed to be local in the sense that it is included in a small neighbourhood of the critical
point that it contains.

Figure 5.2: Regular and local paths.

Proposition 5.6.6. If (g = [B;(E), Aj(E)] is a regular path, then the map E — O((g, k)
belongs to C*°(DT) and admits an asymptotic expansion in kC>®(D*)[[k™1]]. This expan-
siton starts as follows:

OGe: k) =k (colGe) + 5 by (B (E)) — 85 1 (47(E)))
+e1(Cr) + hols,, (Cu) + B ) (Bi(E)) — @fj’/ () (A (B)) + O(k™Y);

see section 5.4.5 for the notations.
In order to study the behaviour of the holonomy of a local path with respect to E, we

use the parameter dependent normal form given by proposition 5.5.1. Using the notations
of this proposition, we will write ¢;(E, k) = f;(E)+k~'e;(E, k). Introduce the Bargmann
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transform w,i g of vli 5, Where

e 5 (@) = Ligsolz| ™/ exp(ike; (B, k) In |z]);

WR5(€) = Fir (Leesol¢ 7/ explike; (B, k) n [¢]))

Let ﬁﬂk g be a sequence having microsupport in a sufficiently small neighbourhood of the
origin and microlocally equal to w};’ p on it; then 7]1};7 p is a basis of the module of microlocal
solutions of P, —e;(E, k) near the image of the edge with label i by the symplectomorphism

xe- Consequently, the section gb,(f = U,fwé g Where UkE is the operator used for the
normal form, is a basis of the module of microlocal solutions of equation (5.15) near the
edge e;. Moreover, it displays a good behaviour with respect to the spectral parameter.

Lemma 5.6.7. The restriction of ¢,(€Z)E to a neighbourhood of the edge number i is a
Lagrangian section uniformly for E € D*.

Proof. First, we prove using a parameter dependant stationary phase lemma that w};’ )
is a Lagrangian section associated to the image of the i-th edge, uniformly in E € D*.
We conclude by the fact that the image of a Lagrangian section depending smoothly on a
parameter by a Fourier integral operator is a Lagrangian section depending smoothly on
this parameter. ]

We also recall the following useful lemma.

Lemma 5.6.8 ([37, lemma 2.18)). Set 3;(E,k) = 1 + ike;(E, k) and
1/2 -
1/].+ = (%) L(8;) exp (=05 Ink —i3; %) ;

v = (&) 1) exp (- mk+i6,3)
Then for any E € I,
—ilnvf = k(f;(E)n|f;(E)| - f5(E) + & (B)n |f;(E)| ¥ § + Op(k™).

The following proposition shows that the holonomy O((g, k), which has a singular
behaviour as F tends to 0, can be regularized.

Proposition 5.6.9. Fiz a component p* € ¢+, and let (g = [A;(E), Bj(E)] be a local
path near the critical point s;. Assume moreover that (g is oriented according to the
flow of ag. Then there exists a sequence of R/2wZ-valued functions gc(.,k) € C*®(D¥),
E — gc,(k), admitting an asymptotic expansion in kC>®(D*)[[k~1]] of the form

—+00

a (B k) =Y kg (B),
=—1
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such that
VE €I*, g¢(E k) =0((p, k) —iln(vi(E)) (mod 27Z).

The first terms of the asymptotic expansion of g¢(., k) are given, for E € It by:

gt (B) = co(Cr) + (f;(B) In | f5(B)| - £;(E))

5.17
+ 0l 0 (By(B)) — @ 1y (45(E)) (517)
and
géo) (E) = c1(¢p) +hols., (Cr) F % +e}(E)In|f;(E)|
(5.18)

+ (IDSE(;?(E)(BJ’(E)) - (I)Ea?j,(E)(Aj’(E))-

Proof. We can assume that the paths (g, E € D¥ all entirely lie in the open set s, where
the normal form of proposition 5.5.1 is valid. Endow each edge e; with the section qbg)E
defined earlier; by lemma 5.6.7, these sections can be used to compute O((g, k). But we
know how the different sections gbé?E are related: equation (5.7) shows that ©((g, k) —
ilnvE microlocally vanishes. Now, if we choose another set of microlocal solutions, we

J
only add a term admitting an asymptotic expansion in kC>(D¥)[[k~1]]. O

Since the sections (ﬁ,(f)E, i = 1...4 form a standard basis at s;, they can also be used to

compute the holonomy holg. Of course, for this choice of sections, one has hol g(C]l-OC(O)) =1
and geioc(0) = 0; this allows to obtain the following result.
J

Proposition 5.6.10. Let ~y be a cycle in Iy, oriented according to the Hamiltonian flow of

ag, and of the form v = ¢{*(0)¢¥(0) ... ¢*°(0)¢;(0), where (1 and (f are respectively

local and regular paths in the sense introduced earlier. Define
—+00
9(0,k) ~ > g0k
l=—1

as the sum
9(0, k) = getoc (0) + gerea(0) 4. . . + getoe (0) + gerea (0),

where geioe is given by proposition 5.6.9 and ggrs = O((Y(E), k). Then
J J

hole(v) = exp (ig(0, k)) + O(k™).
This is enough to prove the second part of theorem 5.6.4.

Corollary 5.6.11. The first two terms in the asymptotic expansion of the phase of holg(7)
are given by formula (5.14).
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Proof. We start by the case of a cycle v oriented according to the Hamiltonian flow of ag.
Since ¢%(0) = 0, formula (5.17) gives for j € [1,p]

J
gt (0) = €0 ((°(0) + @iy P (4;(0)) — @,V (B;(0))

J
while proposition 5.6.6 shows that (identifying j = p + 1 with j = 1)
-1 re -1 -1
g’ (0) = co (GH(0)) + @5,V (B5(0)) = By 1, (4541(0)).
Consequently,
gV(0) = co(v).

(0)
1,

cloc (0). Recall that it is equal to the limit
J

Let us now compute the subprincipal term ¢
of

™
e1(GP°(B)) +bhols ., (GF(E)) F 1+ (E)In | f;(E)

+ 20 (45(B)) — 2}

j Bj(E)(Bj(E))

as E goes to 0, which is equal to
(0) (0) T
@Aj(o)(Aj(O)) - @Bj(o)(Bj(O)) + 1

+ Jim (e(¢o(B) + oy, (G5 (E)) + e (B) | 15(B) )

cloe ()
First, we show that

lim (e1(¢(E)) + £ (B) In| f5(B)]) = &1(G°(0)). (5.19)

Decompose

loc
C O (F :/ V+/ RE,
1(&7(E)) qocpy . Jetoeqmy

where we recall that —iv stands for the local connection 1-form associated to the Chern
connection of Ly, and kg is such that kp(Xe,) = —ai. Of course, the term [uoc ) v
J

converges to fglvoc(o) v as E tends to 0. Moreover, we have seen that there exists a sym-
J

plectomorphism Y g and a smooth function gJE such that (g]E )'(0) # 0 and

(a0 o xp") (@, €) = B = g7’ (w€). (5.20)
Hence, if we denote by ag (resp. ai, #g) the pullback of ag (resp. a1, kg) by xgl, we have
Xao(2,€) = (97) (2€) Xug (2, 6),
so that Zg is characterized by

—ay (.%', 5)

Fp(Xae) = m
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Since (gf )'(0) # 0, the function b(z, &) = (; %1;&?) is smooth (considering a smaller neigh-
i
bourhood of s; for the definition of le-oc if necessary). Moreover, from equation (5.20),

one finds that (g]E)’(O) = \det(Hess(ao)(s))\_1/2, which yields the fact that b(0) = ego)(O).
Using a known result (see [48, theorem 2, p.175] for instance), we can construct smooth
functions F': R?> — R and K : R — R such that

b(.%‘,f) = K(.I‘f) - LXIgF(xvé.);

since #¢ = f;(E) whenever x5 (z,¢) belongs to T'z, this can be written b(z, &) = K(f;(E))—
Lx, F(x,§). Therefore, the function

G=K(fj(E)In|z| = F (or — K(f;j(£))In|¢{| — F where z =0)

restricted to x(I'g) is a primitive of &g.This yields
/(1.0C(E) kp = G(B;) — G(4;) = K(f;(E)) (ln |zp;| —In \:cAjD + F((A;) — F(By) (5.21)
J

where m = xg(m) for any point m € M, and (x,,,&,,) are the coordinates of m (F being
implicit to simplify notations). Writing In|zp;| —In|za;| = In|zp€a;| — In|za,8a,|, We
obtain

Ly 8+ < BV B = F(A5) — F(By) + K3 (B) I |
+(0(B) - K(f;(B)) | f;(E)|.

By definition of &, b(0) — K(0) = 0, hence K(f;(E)) = b(0) + O(f;(E)) = ¢\ (0) +
O(f;(E)). Thus, the term (550)(E) - K(fj(E))) In|f;(E)| tends to zero as E tends to

zero; this induces

Jim, ke + e (E)n|f;(E)| = F(A;) = F(B)) + K(f;(E)) In|z,€a,|
—0J¢e(m)

(one must keep in mind that in this formula, we should write Aj = fij(O), etc.). Now, if
a,b are points on C}OC(O) located respectively in [Aj, s;,,] and [sy,,, B;], then the term on
the right hand side of the previous equation is equal to

I= lim (F(4;) = F(@)+ F(b) = F(By) + K(f;(E)) In|vp,€a, )

a,b—s;

Using equation (5.21), it is easily seen that

I = lim (/ KE + HE+5§'O)(0)1n’$b€a‘>-
[4;,a] [b,B;]

a,b—s;



116 CHAPITRE 5. LE CAS HYPERBOLIQUE

Remembering definition 5.6.2, this proves equation (5.19). Since g(?o)c and the quantities

J

<I>(A;1)(Aj) - @%;1)(Bj) and @fj (Aj) — @gj)(Bj) are continuous at £ = 0, the term
(G (B))

is continuous at F = 0. Hence, if we sum up all the contributions from regular and local
paths, we finally obtain

holy

loc
cloc(m)

P

dV0) =am) + Y P )
m=1

where p,, was introduced in definition 5.6.3 and ¢(7) is the quantity

p

— reg ; loc .
1) = 3 (Bl (G750 + i ol (6D )

it is not hard to show that ¢(vy) is independent of the choice of the local and regular paths.
Furthermore, let € be the index of any smooth embedded cycle which is a continuous
deformation of ~. If the regular and local paths can be chosen so that they all lie in the
same connected component of I'g, it is clear that £(y) = €. If it is not the case, we remove a
small path 7;(E) of (;**(E) at any point A; (resp. B;) where there is a change of connected
component, and replace it by a smooth path v;(E) connecting (:**(E) and CJIOC(E) (see

J
figure 5.3). We obtain a smooth path 5(F); on the one hand, one has ¢(5(F)) = €. On

Figure 5.3: Computation of £(7).

the other hand, €(5(F)) is the sum of the holonomies of the paths composing 5(F). But,
if we denote by 7;(E) the part of (;**(E) that remains when we remove 7;(E), we have

hols s (75 (E)) = hols s, (G5(E)) = ol (1,(E))
which implies

h015rj(E) (T](E)) + h015uj(E)(Vj(E)) E_) h015(r_eg(0)(cjr'eg(o))
J

—0
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because

hols,, 5, (v3(B)) = hols,, i, (0 (E)) 7= 0.

This shows that £(y) = €, which concludes the proof for this first case.

If the orientation of the cycle v is opposite to the flow of X,,, just change the sign of
the holonomy.

It remains to investigate the case where v can be smooth at some critical point s. We
can use the analysis above by introducing two local paths ¢]°¢ and (°° at s as in figure 5.4
(we make a small move forwards and backwards on an edge added to 7y); one can obtain
the claimed result by looking carefully at the obtained holonomies, remembering that the

two paths have opposite orientation on the added edge.

Figure 5.4: Case of a cycle v smooth at s.

Note that the choice of the added edge does not change the result. O

5.6.4 Derivation of the Bohr-Sommerfeld conditions

The previous results allow to compute the spectrum of Ay in an interval of size O(1)
around the singular energy. Indeed, let v, E € IT be a connected component of the level
agl(E) and ~ be the cycle in 'y obtained by letting £ go to 0. Then one can choose the
local and regular paths used to compute the holonomy holg(y) so that they all lie on vg,
and define g(FE, k) as the sum

g(E, k) = gcioc(E) + gC{EEJ(E) + ...+ gc})oc (E) + gC;eg(E)
Furthermore, the matrix of change of basis associated to the sections qbg)E is given by

T;(E) = exp (—T) Ex(ke;(E,k)) (z exp(—k71rej(E7 ) ieXp(—/wlrej(E, k))) ’

where the function & is defined in equation (5.9). To compute eigenvalues near E, apply
theorem 5.6.1 where Tj is replaced by T;(E) and holg(y) by exp (ig(E,k)). Applying
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Stirling’s formula, we obtain

73(E) = exp (ik0(E. k) ((1) 1) +O(K™), [(E) >0

[an}

and

0
v 0

~.

T;(E) = exp (ik0(E, k)) ( ) +O0(k™h), fi(BE)<o0.
with 0(B, k) = f;(E)n|f;(E)|— f;(E)+ k™ (=" () In| f;(E)| - F ). Together with equa-
tions (5.17) and (5.18), this ensures that we recover the usual Bohr-Sommerfeld conditions
away from the critical energy.

In the rest of the paper, we will look for eigenvalues of the form k~'e + O(k~2), where
e is allowed to vary in a compact set. Hence, we have to replace Ay by Ay — k™ le; this
operator still has principal symbol ag, but its subprincipal symbol is a; — e. Thanks to
theorem 5.6.4, we are able to compute the singular holonomy and the invariants €; up to
O(k~2); hence, we approximate the spectrum up to an error of order O(k~2).

5.6.5 The case of a unique saddle point

In the case of a unique saddle point in I'g, it is not difficult to write the Bohr-
Sommerfeld conditions in a more explicit form. The critical level I'g looks like a figure
eight. We choose the convention for the cut edges and cycles as in figure 5.5.

Figure 5.5: The singular level I'g = a,, 1(0) and the choice of cut edges and cycles.
Let s be the saddle point, and let (e, k) be the invariant associated to the operator
Ay — ke at s; one has €0 (e) = £0(0) + e| det(Hess(ag)(s))|~'/2. Denote by hj(e) =
exp(if;(e)) the holonomy of the loop 7; in £; remember that 6; is given by
0j(e) = keo(yy) + & (yy) + &(y)m + Ok~ ).

The Bohr-Sommerfeld conditions are given by the holonomy equations

x4 = how1, 3= hix2
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and by the transfer relation at the critical point

where T = T'(¢) is defined in equation (5.8). Using lemma 2 of [34], the quantization rule
can in fact be written as a real scalar equation.

Proposition 5.6.12. The equation Agup = k= teup + O(k~°°) has a normalized eigen-
function if and only if e satisfies the condition

! b1 — b2 = sin btb: ™ n(k) — ar L4
) cos( 5 )— ( 5 T2 +eln(k) g(I'(3+ a))) (5.22)

1+ exp

5.7 Examples

We conclude by investigating two examples on the torus and one on the sphere; these
examples present various topologies. More precisely, using the terminology of Bolsinov,
Fomenko and Oshemkov [80, 8] for atoms (neighbourhoods of singular levels of Morse
functions), we provide an example of a type B atom—the only type in complexity 1 (here,
complexity means the number of critical points on the singular level) in the orientable
case—and two examples of atoms of complexity 2: one is of type Cy (zy on the sphere S?)
and the other is of type C (Harper’s Hamiltonian on the torus T2). It is a remarkable fact
that these two examples are natural not only as the canonical realization of the atom on
a surface but also because they come from the simplest possible Toeplitz operators with
critical level of given type.

Note that there are two other types of atoms of complexity 2 in the orientable case; it
would be interesting to realize each of them as a hyperbolic level of the principal symbol
of a selfadjoint Toeplitz operator and to complete this study. Note that in the context of
pseudodifferential operators, Colin de Verdiére and Parisse [35] treated the case of a type
D7 atom (the triple well potential) among some other examples. More generally, one could
use the classification of Bolsinov, Fomenko and Oshemkov to write the Bohr-Sommerfeld
conditions for all cases in low complexity (< 3 for instance); however, the case of two
critical points already gives rise to rather tedious computations.

The details of the quantization of the torus and the sphere are quite standard. Never-
theless, for the sake of completeness, we will recall a few of them at the beginning of each
paragraph.

5.7.1 Height function on the torus

Firstly, we consider the quantization of the height function on the torus. This is
one of the first examples in Morse theory, perhaps because this is the simplest and most
intuitive example with critical points of each type. In particular, the description of the
two hyperbolic levels is quite simple.

Endow R? with the linear symplectic form wg and let Ly — R? be the complex line
bundle with Hermitian form and connection defined in section 5.2.4.3. Let K be the
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Figure 5.6: Height function on the torus.

canonical line of R? with respect to its standard complex structure. Choose a half-form
line, that is a complex line § with an isomorphism ¢ : %2 — K. K has a natural scalar
product such that the square of the norm of « is i A &/wp; endow & with the scalar
product (.,.); such that ¢ is an isometry. The half-form bundle we work with, that we
still denote by 4, is the trivial line bundle with fiber § over R2.

Consider a lattice A with symplectic volume 47. The Heisenberg group H = R% x U(1)
with product

(x,u).(y,v) = (m + Y, uv exp <;w0(x,y)>>

acts on the bundle Ly — R?, with action given by the same formula. This action preserves
the prequantum data, and the lattice A injects into H; therefore, the fiber bundle Lg
reduces to a prequantum bundle L over the torus T? = R?/A. The action extends to the
fiber bundle L by

(x,u).(y,v) = (:B +y, uFvexp (izkwo(x, y))) .
We let the Heisenberg group act trivially on §. We obtain an action
T*: A—>End(C°° (RQ,LIS(X)&)), u—T,.
The Hilbert space Hj, = H°(M,L*) can naturally be identified to the space Ha g of

holomorphic sections of LIS ® 6 — R? which are invariant under the action of A, endowed
with the hermitian product

(o) = [ (o005 lunl
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where D is the fundamental domain of the lattice. Furthermore, A/2k acts on Hp j. Let
e and f be generators of A satisfying wy(e, f) = 4m; one can show that there exists an
orthonormal basis (¥¢)¢cz/2r7 of Hax such that

T:/zkwé = w%e

YVl e Z/2kZ §
/ { T% jophe = Yusa

with w = exp (%) The sections 1y can be expressed in terms of © functions.

Set M}, = Te*/% and L; = T;/Qk. Let (g, p) be coordinates on R? associated to the basis
(e, f) and [q, p] be the equivalence class of (¢, p). Both M}, and Ly are Toeplitz operators,
with respective principal symbols [g, p] — exp(2imp) and [q, p|] — exp(2imq), and vanishing
subprincipal symbols.

It is a well-known fact that T? is diffeomorphic to the surface shown in figure 5.6 above,
which is obtained by rotating a circle of radius r around a circle of radius R > r contained
in the yz plane; the diffeomorphism is given by the explicit formulas

x =rsin(2nq), y = (R + rcos(2mq)) cos(2mp), z = (R + rcos(2mq)) sin(27p).
Hence, the Hamiltonian that we consider is
ao(q,p) = (R + rcos(2mq)) sin(27p)

on the fundamental domain D. We try to quantize it, id est find a Toeplitz operator A
with principal symbol ag. The Toeplitz operators
1

By = o (M = Mj), Cp= R+ (Li + Lj)

are selfadjoint and
Onorm(By) = sin(27p) + O(F?),  onorm(Cr) = R + 7 cos(2mq) + O(K?).

Hence A, = %(Bka + CyBy) is a selfadjoint Toeplitz operator with normalized symbol
ap + O(h?). Its matrix in the basis (1b¢)eez/oxz writes

Rayg i(ao —|—041) 0 0 %(Oégk_l +040)
T(ao + ) Ray flar+a2) 0O 0
0 E(Oq + as) Rao :
) ) 0
: Ragg_o T(aok—2 + 1)
Z(ao + aiop—1) 0 . 0 Z(Oézk—Q + aop_1) Roog_1
(5.23)

with ay = sin(¢w/k).
The level Tr_, = ag'(R — r) contains one hyperbolic point s = (1/2,1/4). Tt is the
union of the two branches

1 . ( R—1r > q 1 1 . ( R—1r >
=—arcsin| ————— ) andp=—- — —arcsin [ —————— | .
P=or R + 7 cos(2mq) P=95 "o R + 7 cos(2mq)
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The Hamiltonian vector field associated to ag is given by

1 0 0
Xao(g,p) = 5 (R + rcos(2mq)) cos(27rp)8—q + gsin(Qﬂ'q) Sin(ZWp)a—p.

Moreover, one has
- °
eV’ = 5.24
=T (5.24)
We choose the cycles 71 and v5 with the convention given in section 5.6.5. We have to
compute the principal and subprincipal actions of 71,y and their indices €. Let us detail
the calculations in the case of ;.

We parametrize 1 by ¢ — (q, % — % arcsin (ﬁ%)) The principal action is
given by
co(n) =2I(R,r) — 2m, (5.25)

where I(R, ) is the integral

I(R,r) = /1 arcsin (R_T) dg;
o R + 7 cos(2mq) ©

unfortunately, we do not know any explicit expression for this integral, so for numerical
computations, once fixed the radii R and r, we obtain the value of I(R,r) thanks to
numerical integration routines.

On 71, the subprincipal form reads

—2e dgq
V(R +rcos(2mq))2 — (R —1)?)

Ry =

One can obtain an explicit primitive thanks to any computer algebra system. Furthermore,
some computations show that the symplectic area of the parallelogram R, is equal to

fo, o= (03) (5-2)
R CONR=r\TT2)\2 ")

This yields the following value for the subprincipal action:

G(p) = n (3;2, /% (1 - ;)) . (5.26)

Finally, the index associated to half-forms is €(1) = 1/4. For 7, one can check that

or2) = 21(R, 1), al<w>:a<°>1n<32 (1—)) ) =h (527

T\ R R
With this data, one can test the Bohr-Sommerfeld condition for different couples (R, r).
We illustrate this with (R,r) = (4,1) (note that we have tested several couples). We
compare the eigenvalues obtained numerically from the matrix (5.23) and the ones derived
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from the Bohr-Sommerfeld conditions (5.22) in the interval I = [R —r — 10k™1, R —r +
10k~1]. In figure 5.7, we plotted the theoretical and numerical eigenvalues; figure 5.8 shows
the error between the eigenvalues and the solutions of the Bohr-Sommerfeld conditions for
fixed k, while figure 5.9 is a graph of the logarithm of the maximal error in the interval I
as a function of log(k).

3.6 : : : 3.10
3.4t — e
3.05}
3.2 @
¢ ¢
3.0 ]
¢ 3.00} $
2.8 ]
26 2.95 b ¢
2.4}
2.23 ;®1 ) 1 2 290 —5——=3 =1 06 1 2 3 4
(a) k=10 (b) k = 100

Figure 5.7: Eigenvalues in [R—r—10k~!, R—r+10k~!]; in red diamonds, the eigenvalues of
Ay, obtained numerically; in blue crosses, the theoretical eigenvalues derived from the Bohr-
Sommerfeld conditions. The results are indexed with respect to the eigenvalue closest to
the critical energy, labeled as 0. Observe that even for £ = 10, the method is very precise.

0.020 : : : ‘ ‘ ‘ 5 ole=4
0.018 %+
1.8 ]
0.016} ] 4
1.6}
0.014}
0.012 ] 1.4}
0.010} |
1.2 +
0.008} + +
1.0
0.006} + ] + + +
0.004 : : : : ‘ : 0B : el ‘
2 24 26 28 30 32 34 36 90 2.95 3.00 3.05 3.10
(a) k=10 (b) k = 100

Figure 5.8: Absolute value of the difference between the numerical and theoretical eigen-
values; the error is smaller near the critical energy (R — r = 3 in this case).
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log(error)
|
&

|
+

-12r +

-14

Figure 5.9: Logarithm of the maximal error as a function of the logarithm of k; the error
displays a behaviour in O(k~?2), as expected.

5.7.2 1xy on the 2-sphere

Let us consider another simple example, but this time with two saddle points on the
critical level. We will quantize the Hamiltonian ag(x,y, 2) = xy on the sphere S2. Let us
briefly recall the details of the quantization of this surface.

Start from the complex projective plane CP! and let L = O(1) be the dual bundle of
the tautological bundle

o(-1) = {(u,v) eCP! xC?% wve u}

with natural projection. L is a Hermitian, holomorphic line bundle; let us denote by V its
Chern connection. The 2-form w = i curv(V) is the symplectic form on CP! associated
to the Fubini-Study Kahler structure, and L — CP' is a prequantum bundle. Moreover,
the canonical bundle naturally identifies to O(—2), hence one can choose the line bundle
§ = O(—1) as a half-forms bundle. The state space H;, = H°(CP!, L*®6) can be identified
with the space Cp, [21, 22| of homogeneous polynomials of degree p;, = k—1 in two variables.
The polynomials

(pk + 1) (ng) Z{Zé)k_g

; nggpk,
27

Py(z1,22) =

form an orthonormal basis of Hj. The sphere S? = {(x,y,2) € R3;2? + y? + 22 = 1} is
diffeomorphic to CP! wvia the stereographic projection (from the north pole to the plane
z = 0). The symplectic form w on CP! is carried to the symplectic form wge = —%Q, with
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Q) the usual area form on S? (the one which gives the area 4w). The operator Ay acting
on the basis (Pp)o<¢<p, by

7
AP = 7 (g Po—2 — BerPry2),
i

with

aek = /0= 1)(pr— €+ 1)(p — £ +2)

and

Bew = /(C+1)(E+2)(px — € — D (pr — ),

is a Toeplitz operator with principal symbol ag(x,y,2) = zy and vanishing subprincipal
symbol (for more details, one can consult [7, section 3] for instance). Note that ayy =
Bpy—t,k» Which implies that if A is an eigenvalue of Ay, then —\ also is.

The level ag'(0) is critical, and contains two saddle points: the poles N (north) and
S (south). It is the union of the two great circles x = 0 and y = 0. We choose the cut
edges and cycles as indicated in figure 5.10. Set h; = holg(7y;) = exp(if;); remember that

Figure 5.10: Choice of the cycles and cut edges.
0; = keo(7yj) + é1(v;) + &(yj)m™ + O(k™1). The holonomy equations read
Y2 = x3, Yya=hiwr, y3=howa, x4 =h3y (5.28)

while the transfer equations are given by

)= 2) )= ()
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The system (5.28) + (5.29) has a solution if and only if the matrix
B 0 exp(—iby) 0 exp(—ibs)
U=Ts (exp(—iﬂg) 0 Iv iy 0

admits 1 as an eigenvalue. The matrix U is unitary, and if we write U = (i d>’ a

straightforward computation shows that

—2cos(fy — 01) exp(—m(es + en)) + exp(—27(es +en))

1
jaf? = |d|* = ;
(1 + exp(—27meg))(1 + exp(—2men))

hence, by lemma 2 of [34], 1 is an eigenvalue of U if and only if

la| sin (arg(a;l)—w - arg(a)) = sin (arg(a;i)—ﬂ) .

This amounts to the equation

|a| cos (W)

= sin (arg(z)—;—arg(w) +arg (I'(3 + ien)) +arg (D(3 +ies)) — (es +&n) ln(k)>
with
2z =exp(—i(f2 +63)) —exp(—m(es +en) — i(61 + 03))
and
w = exp(—iby) — exp(—m(eny +eg) — ib2).
One has
ggo) = 553) =0 = g. (5.30)

Moreover, the principal actions are

cwoln) =3, cbe) =3, cbs)=m (5.31)

Then, one finds for the subprincipal actions

&) =202 =¢1(2), &) =0. (5.32)

Finally, the indices € are the following:

én) = g €(y2) = % é(ys) =1. (5.33)
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Figure 5.11: Eigenvalues in [-2k~1, 2k™!]; in red diamonds, the eigenvalues of Ay, obtained
numerically; in blue crosses, the theoretical eigenvalues derived from the Bohr-Sommerfeld
conditions.

5.7.3 Harper’s Hamiltonian on the torus

Keeping the conventions and notations of the first example, we consider the Hamilto-
nian (sometimes known as Harper’s Hamiltonian since it is related to Harper’s equation

[57])
ap(q,p) = 2(cos(2mp) + cos(2mq))

on the torus. The operator Ay = M}, + M} + L+ Lj is a Toeplitz operator with principal
symbol ag and vanishing subprincipal symbol. Its matrix in the basis (v¢)cz /217 18

200 1 0 ... 0 1
Lo 0
0
0
0 e
1 0 ... 0 1 2a9

where

OégZCOS<£]:>, 0< ¥ <2k —1.

The critical level Ty = ag'(0) contains two hyperbolic points: s; = (0,1/2) and sy =
(1/2,0). On the fundamental domain, it is the union of the four segments described in
figure 5.12; hence, its image on the torus it is the union of two circles that intersect at two
points. We choose the cycles and cut edges as in figure 5.13 (for a representation of the
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p
1 >
1/2 S1 S1
592
0 1/2 1 q

Figure 5.12: Critical level I'g on the fundamental domain; the arrows indicate the direction
of the Hamiltonian flow of ag.

two circles in a two-dimensional view) and 5.14 (for a representation of the cycles on the
fundamental domain). We write the holonomy equations

Y1 =123, Yy3=hire, ya=hox1, x4=hay (5.34)

and the transfer equations

(=) =n ) ()-m() o
Xy U] Ya Y2

where h; = holg(;) = exp(if;). Following the same steps as in the previous example, one
can show that the system (5.34) + (5.35) has a solution if and only if e is a solution of
the scalar equation

la] cos (arg(w) 2— arg(Z))

= cos (zﬂg(z)—;arg(w) +arg (T'(3 +ie1)) +arg (D(5+ie2)) — (e1+¢2) ln(k:))
with
af? = exp(—2meq) + exp(—2meg) + 2 cos(fs — 01) exp(—7(e1 + €2))
(1 + exp(—2meq))(1 + exp(—2mes)) ’
w = exp(—mez — i(02 + 03)) + exp(—mer — i(61 + 03))
and

z = exp(—mey — ib2) + exp(—meg — i6q).

Moreover, one has

0 0 €
sg ) = 5§ ) = o =0, (5.36)

It remains to compute the quantities 6; (up to O(k~')). The principal actions are easily computed:

co(y1) = —m, co(y2) =3m, co(n) = —27. (5.37)



5.7. EXAMPLES 129

Figure 5.13: Choice of the cycles and cut edges.

p p p
1 52 1 52 1 52
Y1 A Y3
]./2 S1 ]./2 S1 S1 1/2 S1
52 52
0 1/2 1 4 0 1/2 1 q 0 1/2 1 q

Figure 5.14: Cycles on the fundamental domain.

Furthermore, one can check that the subprincipal actions are given by

é1(m1) =2 1n (i) =¢1(y2), é(y3)=0. (5.38)

Finally, one has

|
™

€(m1) = é(72) = €(13) = 0. (5.39)
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Figure 5.15: Eigenvalues in [~10k~!,10k7!]; in red diamonds, the eigenvalues of Aj, ob-
tained numerically; in blue crosses, the theoretical eigenvalues derived from the Bohr-
Sommerfeld conditions.



Chapitre 6

Théorie spectrale inverse

Dans ce chapitre, nous proposons une théorie spectrale inverse pour les opérateurs
de Toeplitz autoadjoints sur les surfaces, & la maniére de larticle [100] qui traite du cas
pseudo-différentiel. Nous expliquons dans quelle mesure les conditions de Bohr-Sommerfeld
suffisent a obtenir le résultat, qu’on peut résumer ainsi : sous certaines hypotheses géné-
riques, le spectre modulo O(k~2) détermine la dynamique classique sous-jacente (autre-
ment dit la dynamique hamiltonienne du symbole principal de 'opérateur). Les techniques
employées dans le contexte pseudo-différentiel s’adaptent telles quelles au cadre Toeplitz ;
ce chapitre constitue donc un bref résumé de celles-ci, et on peut le voir comme un condensé
de Particle [100], mais écrit dans le langage des opérateurs de Toeplitz. Pour cette raison,
nous ne détaillerons pas systématiquement les preuves de ce chapitre.
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6.1 Introduction

Soit (M, w) une variété kéhlérienne compacte connexe de dimension (réelle) 2, munie
d’un fibré préquantifiant et éventuellement d’un fibré en droites holomorphe et hermitien
auxiliaire. Soit A un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur M, dont le symbole principal
ap est une fonction de Morse simple, c’est-a-dire que tous les points critiques de ag sont
non dégénérés et que deux d’entre eux ne peuvent pas avoir la méme image par ag. En
particulier, si E est une valeur hyperbolique, le niveau aq Y(E) est la réunion d’un « huit »
avec un certain nombre de composantes connexes régulieres (des cercles).

On veut établir un résultat de théorie spectrale inverse, c’est-a-dire expliquer dans
quelle mesure la connaissance du spectre de 'opérateur Ay nous renseigne sur la dynamique
classique du symbole principal ag. Idéalement, il s’agit de montrer que, sous certaines
conditions, le spectre de 'opérateur (dans un sens asymptotique) permet de retrouver
le type symplectique de (M, ap), c’est-a-dire la classe d’équivalence de ce couple pour la
relation « (M, ag) équivaut a (M, dg) si et seulement s’il existe un symplectomorphisme

w: M — M tel que ag = ag o p ».

Théoréme (Théoréme 6.4.3). Sous les hypothéses génériques (H1) (voir section 6.5.2) et
(H2) (voir section 6.4.1), la connaissance du spectre de Ay modulo O(k=2) détermine le
type symplectique de (M, ayp).

Il s’avere que les conditions de Bohr-Sommerfeld sont I'ingrédient principal de la preuve
de ce résultat, qui est donc une conséquence des chapitres précédents. En outre, les tech-
niques de ’article [100], consacré au cas des opérateurs pseudo-différentiels, s’adaptent
parfaitement au contexte des opérateurs de Toeplitz.

6.2 Graphes de Reeb

La démarche s’appuie sur la classification des systémes intégrables en dimension 2 pro-
posée par Dufour, Molino et Toulet [42]. Celle-ci s’effectue grace & un objet combinatoire,
le graphe de Reeb. Le graphe de Reeb de (M, ag) est défini comme le quotient G de la va-
riété M par le feuilletage singulier défini par le symbole principal ag. L’image d’une feuille
réguliere dans G est un point régulier du graphe, tandis que I'image d’un point critique
elliptique est appelée bout et 'image d’un « huit » est un point de bifurcation.
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branches

< tronc

FIGURE 6.1 — Le graphe de Reeb de la fonction hauteur sur le tore.

On dit que le systeme (M, ag) est topologiquement équivalent au systéme (M, dg) s'il
existe un homéomorphisme ¢ : M — M tel que ag = Gg o ¢. Le graphe de Reeb détermine
le type topologique de ag, c’est-a-dire la classe d’équivalence de (M, ap) pour cette rela-
tion. Une maniére simple et visuelle de construire un représentant (M, dg) de cette classe
d’équivalence consiste & « épaissir » les branches du graphe, ce qui donne M, et prendre
pour ag la fonction hauteur sur M.

Si on souhaite retrouver la dynamique hamiltonienne associée a ag, cette notion d’équi-
valence topologique est insuffisante; on a besoin d’introduire une notion d’équivalence
symplectique. On rappelle que (M, ag) et (M, dg) sont symplectiquement équivalents s'il
existe un symplectomorphisme ¢ : M — M tel que ag = dg o . Le graphe de Reeb seul ne
suffit pas pour déterminer la classe d’équivalence de (M, ag); c’est pourquoi il est néces-
saire d’introduire sa version pondérée, c’est-a-dire le graphe de Reeb dont les arétes sont
munies d’une longueur et les points de bifurcation de deux séries de Taylor formelles. La
longueur d’une aréte est obtenue wvia la mesure p induite sur G par la mesure naturelle
définie par w sur M, tandis que les séries de Taylor associées a un point de bifurcation
proviennent de l'expression de p dans un voisinage de celui-ci. Si deux systémes (M, ag)
et (M ,ap) ont le méme graphe de Reeb pondéré, ils ne sont pas forcément symplectique-
ment équivalents, mais il existe un symplectomorphisme ¢ : M — M tel que ag et Gg o ¢
définissent le méme feuilletage sur M.

La stratégie est donc la suivante : dans un premier temps, on détermine la topologie
globale du systeme grace au graphe de Reeb « nu », c’est-a-dire en obtenant la position
relative des sommets de G (donc des points critiques sur M) et le nombre d’arétes (donc le
nombre de composantes connexes) entre deux sommets consécutifs. Ensuite, on retrouve
le symbole principal a symplectomorphisme pres, ce qui nécessite de connaitre, en plus
de ces informations, les longueurs des arétes ainsi que les séries de Taylor aux points de
bifurcation.
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6.3 Topologie globale

6.3.1 Singularités

Soit I = ag(M) I'image de M par le symbole principal. On souhaite déterminer le
type de chaque élément E € I; en d’autre termes, on veut pouvoir décider si F est une
valeur réguliere ou singuliére pour ag et, dans ce dernier cas, savoir s’il s’agit d’une valeur
elliptique ou hyperbolique.

Proposition 6.3.1. Soit v €]1/2,1[, ¢ > 0 et posons, pour E € I :

y—1

el B, ) = i (Sp(AR)NE — ek, E + k).

Alors, pour tout E € I, la limite p, (E) existe dans RT U {+o0} et
1. si E est une valeur réguliére, alors p . est de classe C*° en E,
2. si E est une valeur critique elliptique, alors p~ . est discontinue en E,

3. si E est une valeur critique hyperbolique, alors p, .(E) = +0o0.

0.8

0.7t

ol

FIGURE 6.2 — Tracé de p, (., k) pour la fonction hauteur sur le tore de rayons (R,r) =
(4,1), avec v = 0.7, ¢ = 15 et k = 1000.
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Démonstration. Commengons par traiter le cas ot F est une valeur réguliere de ag. Dans
ce cas, les conditions de Bohr-Sommerfeld affirment qu’il existe une constante € > 0 telle
que l'intersection du spectre de Ay et de l'intervalle [E — ¢, E + €] est & O(k~>°) pres la
réunion de N familles 05, 1 < j < N, avec N le nombre de composantes connexes du
niveau ag ' (E), dont les éléments sont les solutions de

gD\ k) € 2nk™'Z (6.1)

ott g¥)(., k) est une suite de fonctions de classe C*° admettant un développement asymp-
totique de la forme g (A k) ~ 3,0k “ge()\). De plus, le premier terme est g(()j)()\) =
co(C;(X)) ol ¢ est 'action principale et /Cj()\) est la j-éme composante connexe de ag *(\),
choisie de sorte que A — C;j(\) est C*°. Etant donné n > 0, pour k assez grand, 1’équation
(6.1) donne

k - ,

ou v(n,k) € [—1,1] est introduite pour tenir compte de la partie entiére qui intervient
dans le calcul. En utilisant le développement de Taylor de g(()] ) au voisinage de E et le
développement asymptotique de gU )(., k), et en posant n = ck~7, on obtient

]{;’Y—l 1 ag(j)
NE —ck™, E+ck™ — = (B)|.
# (OB ek Bt ek 2 2 1 ox (B
()
Ainsi, py.c(E, k) tend vers L ;VZI 8;;‘3\] (E)|; cette quantité dépend de manieére C* de E

. . . . g
variant dans un intervalle de points réguliers car gfj\ (E) ne s’y annule pas.

Lorsque F est une valeur critique elliptique, on sait par hypothese qu’il existe un seul
point critique s sur ag 1(E); notons jo l'indice de la composante connexe qui contient
celui-ci. Encore une fois, il existe ¢ > 0 tel que Sp(Ay)N])E —¢, E+¢] est, modulo O(k~*°),
une réunion de familles 0, 1 < j < N, et, pour j # jo, 0; est donnée par une équation
identique a (6.1). Sans perte de généralité, on peut supposer que s est un minimum local
de ag. Alors, pour A proche de E, Cj,(\) est vide si A < E, un cercle si A > E et égale a
{s} si A= E. Des lors, les éléments de oj, sont les solutions de

FUIN\ k) € 27kTIN
ou f (jo)(., k) est une suite de fonctions lisses admettant un développement asymptotique
de la forme fU0)(. k) ~ > ¢0 k“ fe (voir chapitre 4). En outre, pour A dans [E, E +¢[, on
a féjo)()\) =co(Cjp(N)) = géjo)(/\). On en déduit comme précédemment que py (A, k) tend

agy) 5a)
L% () 2 (E)‘

vers 0 si A appartient a |[E — e, E| si A appartient a |E, E +¢[, et %

siA=F.

Enfin, pres d’une valeur critique hyperbolique, on peut utiliser les conditions de Bohr-
Sommerfeld (voir chapitre 5) pour montrer comme dans [69] que le nombre de valeurs
propres dans un voisinage de taille k=7 est d’ordre k'~ In(k). O

> | oA
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6.3.2 Composantes connexes

Soit J un segment de valeurs régulieres de ag. On souhaite déterminer le nombre N
de composantes connexes de ag'(\) pour A dans J. On note 7;()\) la période primitive du

(49) .
flot de Xg, sur C;(X). Signalons que 7;(\) = 8{%%? (\) avec g(()j)()\) = co(C;(N)).

Définition 6.3.2. Un point (A, t) € J x R* est dit résonant s’il existe deux couples (7, p)
et (j/,p') dans [1, N] x Z* avec j # j' tels que pr;(\) = p'1jr(\) = —t.

On fait I’hypothese suivante sur les points résonants.
(H1) L’ensemble des points résonants de J x R est discret.

Proposition 6.3.3. Sous [’hypothése (H1), le nombre N de composantes connezes de
agt(\), X € J, est déterminé par Sp(Ag) N J modulo O(k~2).
On introduit le réseau de périodes
Li(J) ={(A\p7i(A), AeJpel},

puis L(J) = §Vzl L;i(J). L(J) est la réunion de graphes de fonctions C* qui peuvent
s’'intersecter ; les points d’intersection pour p # 0 sont les points résonants. La preuve de
la proposition précédente s’effectue alors en deux étapes : premierement, on montre que
Sp(A)NJ modulo O(k~2) détermine £(.J). Enfin, on prouve que grace a ’hypothese (H1),
la donnée de £(J) permet de retrouver NN.

Le premier résultat provient de I’étude de la mesure spectrale

Do\ k)= > x(B)op(N)
EeSp(Ap)NJ

o x € C®(R) est compactement supportée dans l'intérieur de J et vaut 1 sur un seg-
ment J' contenu dans l'intérieur de J. On peut montrer grace aux conditions de Bohr-
Sommerfeld que le front d’onde de la transformée de Fourier semi-classique

Z(tk)= Y.  x(E)exp(—itkE)
EeSp(Ap)NJ

de cette mesure vérifie
WFL(Z(. k) = L(J).

Une fois obtenu £(J), un simple raisonnement inductif (en se servant de I’hypothese
(H1)) permet de retrouver le nombre N de composantes connexes. En effet, on peut se ra-
mener & un sous-intervalle J C J et trouver R > 0 tels que 'ensemble J x]0, R] ne contient
aucun point résonant, puis compter les graphes des périodes dans ce dernier. Notons, et
c’est important pour la suite, qu’on retrouve par ce procédé les périodes 7, ...,7n dans
I'intervalle J.
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6.3.3 Equivalence topologique

On dispose alors d’un moyen de connaitre les sommets du graphe de Reeb, de préci-
ser s’ils correspondent a des valeurs elliptiques ou hyperboliques, et d’obtenir le nombre
d’arétes entre deux quelconques d’entre eux. On en déduit le théoreme suivant.

Théoréme 6.3.4. En supposant qu’entre deux valeurs critiques, il existe toujours un
intervalle non vide J vérifiant Uhypothése (H1), le spectre de Ay, modulo O(k~2) détermine
le type topologique de ag.

6.4 Géométrie symplectique

6.4.1 Longueurs des arétes
Soient ¢; < ... < ¢, les valeurs critiques de ag, et, pour 1 <i <n, J; =|¢;, ¢it1].

Définition 6.4.1. Soit (A, t) € J; X R un point résonant pour ag, c’est-a-dire qu’il existe
des entiers p,p/, j et j' # j tels que p;(A) = p'75/(A) = —t. On dit que la résonance est
faiblement transverse s’il existe un entier m € N* tel que

IO # 5.
(H2) Tous les points résonants dans .J; x R sont faiblement transverses.

Proposition 6.4.2. Sous I’hypothése (H2), la connaissance de Sp(Ax)N.J; modulo O(k~2)
permet d’obtenir les longueurs des arétes de G correspondant aux composantes connezes

de ag ' (J;).

Démonstration. Notons C,(J;), 1 < 7 < N les composantes connexes de ag'(J;). Etant
donnée une variable d’action K, ; € C*°(J;) (unique & un signe et une constante pres), la
longueur de 'aréte correspondante est donnée par

Er,i = | lim an‘()\) — lim Kr,i()‘)‘
A—c; A—Cit1
Il résulte de I’étude des modeles locaux preés des points critiques que cette longueur est
finie. C’est simple pres d’un point elliptique. Prés d’un point hyperbolique s, il existe des
coordonnées locales symplectiques (z, £) telles que le feuilletage est défini par ¢ = x€, ¢ > 0
sur les branches (les deux arétes correspondant aux faces internes du « huit ») et ¢ < 0 sur
le tronc (la troiseme aréte partant du sommet correspondant a s). Dans ces coordonnées
locales, la mesure p s’exprime par les formules

(6.2)

dpa(q) = (In(q) + ga(q))dg sur chaque branche a = 1,2,
du(q) = (21n|q| + g(q))dg sur le tronc

pour certaines fonctions lisses g, g1, g2 vérifiant

vm>0  g"™(0) = g™ (0) + g5 (0).
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Prés du point critique, sur chaque aréte, l'action est donc en ¢ln(q) + h(q) avec h une
fonction de classe C*°.

On a vu qu’on pouvait retrouver les périodes 7,.(\), 1 <r < N, pour A dans un sous-
intervalle de J; pour lequel les graphes des périodes ne se croisent pas. Pour retrouver les
périodes sur tout J;, la difficulté est de placer correctement les indices r & un croisement ;
cette difficulté est levée par ’hypothese (H2). Maintenant, si on fixe une valeur \; € J;,
une action K, ; est donnée par

)

A
VaEd, K\ = / 7(\) d.
Ad
On obtient alors la longueur £, ;. O

6.4.2 Séries de Taylor aux points de bifurcation

Les séries de Taylor associées aux points de bifurcation sont celles des fonctions g1, ga
définies dans I’équation (6.2) en 0. Expliquons rapidement comment retrouver celles-ci;
on montre en fait comment retrouver la série de Taylor de g en 0, mais la démarche est
identique. D’apres le lemme de Morse isochore [36], il existe des coordonnées symplectiques
localement pres du point hyperbolique s et une fonction lisse f : (R, E. = ag(s)) — (R,0)
avec f'(E.) # 0 telles que f oag = 2£ = ¢q. En supposant que f/'(E.) > 0, la formule (6.2)
livre alors, pour A < E,. (c’est-a-dire sur le tronc) suffisamment proche de E. :

dp(X) = (2 [ F()] + g(F () ) £ (A)dA.

D’autre part, si C,(J;) est la composante connexe correspondant au tronc, on a du(\) =
7r(A)dA 1a ot ceci a un sens. En utilisant des formules de Taylor pour développer le membre
de droite de I’égalité

() = (2m]F )]+ g(F(A) £/,

on déduit la série de Taylor de f en E., puis celle de g en 0, de la connaissance de la
période ;..

6.4.3 Equivalence symplectique

Théoréme 6.4.3. En supposant que pour 1 < i < n, J; vérifie les hypothéses (H1) et
(H2), le spectre de Ay modulo O(k™2) détermine le type symplectique de ag.

Démonstration. D’aprés ce qui précéde, le spectre de A modulo O(k~2) détermine le
graphe de Reeb pondéré de (M, ap). Ainsi, si deux opérateurs Ay, Ay, définis sur M, M et
de symboles principaux ag, @ ont le méme spectre & O(k~2) pres, il existe un symplecto-
morphisme ¢ : M — M tel que ag et dg o ¢ définissent le méme feuilletage sur M. Donc
pour chaque composante connexe C,(.J;), il existe une fonction lisse inversible f : J; — J;
telle que ag = f o dg o ¢ sur C.(.J;). Puisque ¢ fixe les niveaux p~1(¢;), ¢ s’étend en un
homéomorphisme de J;.
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D’apres les preuves précédentes, on sait que pour A dans J;, on a I’égalité des périodes
7r(A) = 7-(A\). En passant aux actions, cela permet d’obtenir que K, ;(\) = K, ;(f()\))
pour A dans J;; puisque K, ; est strictement monotone sur J;, cela implique que f est
Iidentité sur J;, puis que ag = dg o ¢ sur M par continuité. O
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Chapitre 7

Formules d’Euler-MacLaurin pour
des polytopes

Ce chapitre, qui ne traite pas des opérateurs de Toeplitz, est la retranscription de
la prépublication [73], écrite en collaboration avec Alvaro Pelayo. Nous y retrouvons des
formules d’Euler-MacLaurin pour les fonctions f de classe C*° a support compact sur des
intervalles, des polygones, et des polytopes en dimension trois, dans lesquelles les coeffi-
cients du développement asymptotique sont des sommes d’opérateurs intégro-différentiels
appliqués a f, qui ne font intervenir que les dérivées de f dans des directions normales
aux faces du polytope. Nous donnons également des formules pour les coins (wedge) en
dimension quelconque. De telles formules ont été écrites en toute dimension par Tate [91],
mais nous les obtenons ici d’une maniere plus élémentaire. Ce travail s’appuie sur, et
est motivé par, les travaux de Guillemin, Sternberg, et d’autres auteurs, durant les dix
derniéres années.
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7.1 Introduction

Let A be a polytope in R"™. Euler-MacLaurin formulas are expressions which may be
used to approximate Riemann sums of smooth functions f: R™ — R such as

v X i)

k€EZ"NNA

in terms of integrals involving f. Such formulas may be traced back to the work of L.
Euler and C. MacLaurin in the first half of the XIX century.

Partly due to its connections to other areas of mathematics, this topic has attracted
great interest recently, see for instance Berline-Vergne [5], Brion-Vergne [14], Cappell-
-Shaneson [17], Guillemin-Sternberg [49], Guillemin-Sternberg-Weitsman [53], Guillemin-
Stroock [54], Guillemin-Wang [52],

Karshon-Sternberg-Weitsman [65], Shaneson [88], Tate [91], and Vergne [96].

In this paper our goal is to obtain explicit Euler-MacLaurin formulas for compactly
supported functions f on wedges in R”, intervals, polygons, and polytopes A in R? (Fig-
ure 7.1), where the coefficients in the asymptotic expansion are sums of differential opera-
tors involving only derivatives of f in directions normal to the faces of A. The only reason
to restrict ourselves to intervals, polygons and 3-polytopes, is because of technical difficul-
ties due to our method of proof. We plan to extend our techniques to higher dimensions
in future works. Our formulas apply to wedges (Figure 7.2) of any dimension. We will
recover several of the formulas which Tate [91] obtained for wedges and polytopes in any
dimension; however, our proof is different from Tate’s. Indeed, in [91], the author begins
applying general results of Berline-Vergne [5] and obtains his formulas through the study
of Szasz functions, whereas in our work, we start from a result of Guillemin-Sternberg [49]
and use only elementary freshman calculus to obtain our formulas. Since Guillemin and
Sternberg obtained their formulas (also) using only freshman calculus, the proofs (and the
general approach) we present in this paper may be considered elementary. In the case of
polygons A, our approach leads to formulas in which the coefficients in the asymptotic
expansion can be explicitly calculated, and we do so in Section 7.7.

In [28, Section 5, Theorem 5.9] Charles and Vi Ngoc obtained asymptotic expansions
for a sum over integral points of a convex polytope, and computed explicitly the first term
of this expansion.

Our interest in Euler-MacLaurin formulas originates mainly in the applications they
have in spectral theory of differential operators, see for instance the recent articles of Burns-
Guillemin-Wang [16] and Zelditch [105]. Euler-MacLaurin formulas are also connected to
major problems in number theory, see eg. Lagarias [70)].

The structure of the paper is as follows: in Section 7.2 we will state our main result,
and the remaining sections of the paper are devoted to its proof and further refinements.
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0,1) 0,1) (1,1) 0,1) (1,1)
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©0 10 0,0 2,0) ©0 10

Figure 7.1: Delzant polygons.

7.2 Main Result

Let n > 1 and let Z™ be the integer lattice in R™. Let (Z™)* and (R™)* be the
corresponding dual spaces. Let (-, -) denote the pairing of (R™)* with R"™. The subset
W C R"™ given by the inequalities

(ui, )y < ¢, i1€{l,...,m} (7.1)

is called an integer m-wedge if for every i € {1,...,m} the constant ¢; is an integer and the
vector u; is a primitive lattice vector in (R™)*. Let U be the subspace of (R™)* spanned by
the u;’s. We say that W is regular if {u1, ..., un} is a lattice basis of the lattice U N (Z™)*.

When m = n, define the diffeomorphism ¢ € C*>°(R™,R"), such that ¢(x) = y has
coordinates y; := (u;, x) —¢;, i € {1,...,n}, in the standard orthonormal basis of R™. Let
‘H; be the facet of W defined by

Hi={zeW | (u,z) =c¢}.

For a = (aj)i1<i<n € N”, set F = (i ,ei>0 Hi and let K,(W) be the Jacobian of the

diffeomorphism ¢|r, and
*
/ — Ko (W) / .
F F

Let (v;)i1<i<n be the dual basis of (u;)1<i<n. The constant K, (W) is the volume of the
parallelotope formed by the vectors v; for ¢ such that a; = 0, that is, the primitive outwards
vectors defining the face F. We introduce the following notations:

—al=a1!... apl;
— r(a) € N™ is given by r(«a); =1 if a; > 0, r(«); = 0 if o; = 0;
— if ug,...,up € R", u, is the |al-tuple of vectors
Ug = (Uly e ey ULy ey Upy ey Up);
a1 times an times

— v(a) stands for the number of indices ¢ such that a; > 0.
We define b,, n > 0 as follows: by = 1, by = 1/2, bapr1 =0 if p > 1 and by, = (—1)7’*1Bp,
with B, the p-th Bernoulli number. Let

C(W, a) = (al‘ f[bal) Ko(W).
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A regular n-wedge is an example of an n-dimensional Delzant polytope. Let A C R™
be an n-dimensional polytope. We say that A is Delzant if it is a simple and regular
polytope !. Suppose that A has d facets. Then A is defined by d equations: (u;, ) < ¢;,
where i € {1,...,d}. For ¢ € [1,n], we denote by F, the set of faces of codimension ¢ of
A.

The following theorem gives asymptotic Euler-MacLaurin formulas for Riemann sums.
It holds in any dimension for wedges, and in dimensions 1, 2, and 3 for polytopes. The
case of 4-dimensional polytopes is more complicated to handle with our techniques, and
we leave it to future works (see the remark after theorem 7.5.4). The first assertion
of the theorem is similar to [91, Proposition 3.1], and the second one is similar to [91,
Theorem 5.3].

Theorem 7.2.1. Let f € C3°(R™). Then the following hold.
(i) If W if a regular n-dimensional wedge in R",
1 k
D IRASY
N eznonw (N )

s asymptotically

ZN—‘I Z C(W¢ Oé)/ Dq_y(a)f'voz—r(a)a

>0 aeNn Ni<i<a Mi
- ||=q a; >0

where the integral is taken over W if the intersection is empty, and the integral over
a single point means evaluation at this point.

(i) If A C R™, n € {1,2,3}, is an n-dimensional Delzant polytope with vertices in 7",
for every q > 1 and every face F' € F,,, with m < q, there exists a linear differential
operator Ry(F,.) of degree ¢ —m depending only on F' and involving only derivatives
of f in directions normal to F' such that

1 i ) ) N
WkeZ;NAf<N)_/Af+;N q}%ﬂf:ﬁf/FRq(va)-i-(’)(N ).

Theorem 7.2.1 will follow from combining several upcoming results:

— Proposition 7.4.1;

— Theorem 7.6.1;

— Theorem 7.5.4.
Some of the results of the paper are more general than Theorem 7.2.1, but we leave them
to later sections for simplicity. Our proof of Theorem 7.2.1 is different that the one given
in Tate’s general result [91, Theorem 5.2], self-contained, and elementary (in the sense
that it relies only on freshman calculus). We expect to extend part (ii) of Theorem 7.2.1
to higher dimensions in future works.

In the case where A is a polygon, we give concrete expressions for the coefficients in
the formula in Theorem 7.2.1, see Theorem 7.7.2.

1. A is simple if there are exactly n edges meeting at each vertex of A; it is regular if the primitive
vectors in the direction of the edges span a basis of Z™, i.e. for each vertex v of A, the edges of A which
intersect at v lie on rays v + ta;, 0 < t < 0o, where « is a lattice basis of Z™.
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Figure 7.2: A 2-dimensional wedge.

7.3 Guillemin-Sternberg formulas for
regular wedges and Delzant polytopes
7.3.1 Formula for regular wedges

The following approximation result was recently proven by Guillemin-Sternberg [49].

Lemma 7.3.1. Let W be a regular integer m-wedge defined by (7.1). Let Wy, be the
perturbed set defined by (u;, x) < ¢; + h;, i € {1,...,m}, where h = (h1,...,hy). Then,
if f e Cg°(R™), we have that

1 k 10
w2 H5)~(5ar) [ f@de)(h=0),
N™  camonw (N> ( (Nah) Wh )
where
(8153 8m) =7(51) - . 7(Sm)
and 7(8;) is the Todd function, on the variable s;, for every i € {1,...,m}. The sign ~

indicates equality modulo O(N~°).

7.3.2 Formula for Delzant (i.e. regular and simple) polytopes

Now let A C R" be an n-dimensional Delzant polytope with vertices in Z™ and exactly
d facets. Then A is defined by the inequalities (u’, x) < ¢;, i € {1,...,d} where ¢; is
an integer and u’ € (Z")* is a primitive vector perpendicular to the i*"-facet of A, and
pointing outwards from A.

Because A is simple by assumption, every codimension k face of A is defined by a
collection of equalities (u’, ) = ¢;, i € F, where F is a subset of k elements of the set
{1,...,d}. Let Wp denote the k-wedge (u’, z) < ¢;, i € F. Because A is regular, each
k-wedge W is regular.

Guillemin and Sternberg have recently shown [49] the following Euler-MacLaurin for-
mula.

Theorem 7.3.2. Let A be a Delzant polytope with vertices in Z™. Let Ay, be the perturbed
polytope defined by the equations (u', x) < ¢; + hy, i € {1,...,d}. Then, if f € C3°(R"),
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we have 1 . L 9
- <)~ (557 f(z)dz)(h =0),
N keZ;NA (N) ( <N8h) An )
where
T(81,...,8q4) =7(51) -..7(8q)

and 7(s;) is the Todd function on the variable s;, for everyi € {1,...,d}.

Remark. A general asymptotic Euler-MacLaurin formula for Riemann sums over
lattice polytopes (simple or not) was given by Tate [91]. As far as we know, Theo-
rem 7.3.2 does not follow from Tate’s formula. Other Euler-MacLaurin formulas have
been obtained by Berline-Vergne [5], Brion-Vergne [14], Cappell-Shaneson [17], Karshon-
Sternberg-Weitsman [65], and Zelditch [105] among other authors.

7.4 Asymptotic expansion for regular wedges

Let W be a regular integer n-wedge defined by (7.1). Recall that (v;)1<i<p is the dual
basis of (u;)1<i<n and H; is the facet of W defined by

Hi={xeW | (ujx)=c}.

Then v; generates the edge ﬂ#i H;. For any integer ¢, we introduce the operator T, (W, .)
defined by

1 _
Tq(I/V, f) = Z (l H bcu) KQ(W)/ DY V(Ol)f . va—r(a)
aeNT o =1 ﬂi,ai>0 H'L
la|=q
with the convention that the integral is taken over W if the intersection is empty, and
that integrating a function over the vertex means evaluating it at the vertex. K,(W) is a
constant depending only on the face (; 5,5 Hi, of which we gave an interpretation earlier.

Proposition 7.4.1. If f € C3°(R"™), we have that

Y ()~ N, (72)

kEZPANW q>0

Proof. The idea of the proof is the following: first, we compute the full asymptotic expan-
sion given by Lemma 7.3.1 in the case of the standard n-wedge {x € R"; 21 <0,...,z, < 0}.
Then, we perform a change of variables to deal with the case of a general regular n-wedge.

We start by writing the expansion of 7(s1,...,8,) = 7(s1)...7(sn); we recall that
+o0o n
s s
S) = —— = b B
7(s) 1 —exp(—s) nz:% "l
Write

T(S1y...y8n) = Z an s,

aeN"
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where s = 57" ... s0". The coefficient S; of N™9 in 7 (68h) is equal to

Y a K
a€eN” |a|=¢q Oh
with
0% B o o f
ohe 8hf{‘1 T ORG
Hence

Sn= ¥ (1,[[ >8h

aeN" |al=¢q

From this result, we deduce a formula for the case of the standard wedge. Remember
that

hl n
flx dx—/ f(xl,...,a:n)dxl...dxn;
Wh,
thus
) 0 0 o
<8 : f(w)d»’ﬁ) :/ / f(ﬂfz‘)dﬂfz‘Z/ f
h; Wh |h=0 —00 —00 {z;=0}
where z; = (21,...2;-1,0,Zi41,...,2,) and ch\Z =dxy...dx;—1dxiqq - .. dzy,. From this
we obtain a general formula when «; > 1:
17} a;—1
<8a,/ f(x)dx) = 4 a__{.
8hl W, |h=0 {z;=0} 01:2 ¢
This finally yields
¢ / 8a—r(a)f
T fa)de = / ol (7.3)
Oh~ Wh mi,ai>o{$i:0} 81.04—7"(04)

This gives the desired formula in the case of the standard wedge.

Let us now turn to the general case. Let W be the regular n-wedge defined by (7.1).
Define the diffeomorphism ¢ : R™ — R™, such that ¢(z) = y has the following coordinates
in the standard orthonormal basis of R":

Vie{l,...,n} vy = (u,z)—c.

Then (W) is the standard wedge; moreover, ¢ is a diffeomorphism from (;c; H; to
Mier{zi = 0} for each subset I of [1,n]. We have that

14 c; integers 14
Y ) X i) e s ()
keEZ"NNW LeP(Z™)NNp(W) LeEZPNN (W)

with g = f o p~!. But we know from the previous case that

> o(F)- >N Ty (e(1V). )
92

L€ZMNN (W)
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therefore, it only remains to prove that for every ¢ > 0,
Ty(e(W), g) = To(W. f).
First, we have to express the quantity % in terms of f. Since g = fo ™

dg
0y;

1 we have

(y) =Df(e " (¥)) - Dy, (e H(w);

but .
P ) =D (Y5 + vy,
j=1
so Dy, (¢ 1) (y) = v;. It follows that

dg 1
8yi(y)—Df(s0 () - vi
By induction, we find
amg m —1
ay;n(y)—D e ) - (viy . vi)

Now, we have to understand integrals of the form
= 9°rg
mi,a->0{yi:0} aya—r(a)
From the previous discussion
I= /so(ﬂ 'H-) D‘air(a)‘f((pil(y)) "Va—r(a)-
3,00, >0 g

Hence

I=Ko(W DIV f gy,
( )mi,ai>0Hi Jrve @

where K, (W) is the Jacobian of the diffeomorphism I 1,» Which was to be proved.

O

i, >0

Another way to write this result is the following: we can eliminate the constants
Ko(W) by normalizing the measure on the face F' =, 5.~ Hi; we set [ = Ko(W) [p.

7.5 Explicit asymptotic expansion for regular
wedges

In order to deduce a formula for polygons and 3-dimensional polytopes, we need to
rewrite the asymptotic expansion in Proposition 7.4.1 in a suitable form. Some of the
results of this section apply for general n > 1, and when this is the case we present the

most general version of the result. The final results require that we restrict ton = 1,2, or
3.
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7.5.1 General results

Recall that for d € [1,n], F; denotes the set of faces of codimension d of W. In order
to simplify the notations, we set

1 n
M:aq%
1=

for « € N™. Our objective is to write a formula of the following kind:

n—1
T,W.1) =3 > SyF.f)

d=0 FeFy

where S, (F, f) is a differential operator associated to the face F', with good properties in
a sense that we will precise later. Let I € F;. There exists a subset I = {i1,...,i4} of
[1,n] such that F' = (\;c; H;; the family (v;);¢; is a basis of the linear subspace spanned
by F. A first expression for Sy(F), f) is

*
SQ(F’ f) = Z Aa/ indf "Va—r(a)-
aeN™ |a|=¢q F
{i, a;>0}=I

Observe that if d > ¢, then Sy(F, f) = 0. If d = ¢, then S,(F, f) involves the integral

ot

When d < ¢, the situation is a little bit more complicated, because we integrate directional
derivatives of f involving the vectors v;,7 € I. But we would like to keep only quantities
that depend on the face F' and nothing else; this is why we decompose the vectors v;,¢ €

as follows:
F F
v; = Zﬂijvj + Z Gijnj (7.4)
jeI jel
where n; is the outward primitive normal to the facet H;. Next, we expand the quantity
Da—4f . Va—r(a) @8 a linear combination of n9~? terms involving the vectors vj,j ¢ I and
M, j el
More precisely, write equation (7.4) as

n
— F..
J=1

where )\f;- = Mf;-, w; = v; if 7 ¢ I and Af;- = 5, w; = nj if j € I. Moreover, set

B = a —r(a) and define integers ky, 1 < ¢ < g —d as follows: ky = i1 if 1 <L <[, ...,
ke =iqgitq—d— B, <€ <q—d. Then

n n
—d —d F F
DY f . Uosz(a) = D¢ f . (Z Akljlel’ ey Z Akqdjqdqu—d)

j1=1 Jg—a=1
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which can be written by multilinearity as
n q—d
—d F —d
D vy = > [T | D7 (whi g, )
Jtrda—a=1 \(=1

We now want to get rid of the vectors v, j ¢ I when they appear in the quantity

indf . (wjl, ceey qu—d) .

If j1,..., Jgq—a all belong to I, then only the normal vectors n; appear, and we have nothing
to do; this constitutes d?~? favorable cases. In unfavorable cases, we use the following
lemma.

Lemma 7.5.1. For any function g € C5°(R™) and for every j ¢ I, we have

* *
Jopor= 0
F F;

where F} is the face of codimension d+ 1 defined by F; = F'N'H;.

Proof. Let the elements of [1,n] \ I be denoted by z;, ,x;, . One has

Ligrosr---

/F Dg-v; = /{ Dg(p(z)) - v; dojdzi, , ... dw;,

7'1::de:0}

-/ Dy(¢™"(2)) - Dy (™) (@) dajday, .. dai,
{ziy ==x;;=0}

- /x o - (go o H(z) dzjdz;, , ... dg,

= (e} -1 X d.fU,L d':UZ :/* X
/{xilz"'zmidzijO}(g v )( ) d+2 n Fg

J

7.5.2 Results for regular 2 and 3-dimensional wedges

When n = 1,2, 3, applying Lemma 7.5.1 to functions of the form
g =D,

and repeating this as many times as necessary, we can get rid of all the vectors vj, j ¢ I
in the expression of

* d
D™ “Va—r(a)
/F fVar(a)

and keep only integrals over faces of codimension greater than d of derivatives of f applied
to vectors that are normal to the hyperplanes defining the faces.
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Before we state and prove our result, let us introduce a few useful notations. Let
C (W, F) be the cone generated by the set

{r —y,ye W,z € F}.

If X is a non-empty subset of R", let L(X) be the vector subspace generated by the
elements of the form y — z, z,y € X.
The following two lemmas hold in any dimension (not just 2 and 3).

Lemma 7.5.2. Decompose the vectors v;, i € I, as in equation (7.4). Choose another set
of vectors (w;)ier such that
- Vi eI, w; belongs to

L( N Hj) NCW.F),

Jeltn]\{i}

= the family ((v)jer, (wj)jer) is a primitive lattice basis,

and write, fori € I,
~F ~F
wi = fizvi+ ) Ciny.
¢l jel

Then for j € I, we have ~5 = 5

In other words, this means that the scalars 5 only depend on the face F'; when F' will
be considered as a face of a polytope instead of a wedge, then the contribution coming
from each wedge will display the same coefficient.

Proof. By definition of the vectors v;, nj, 1 < j < n, one has
Veel (vi,ng) = ZCg(nj,ng). (7.5)
J¢1
Hence, the d coefficients ¢, j € I, are obtained by solving the linear system (7.5) of d

j )
equations. Now, we express the vector w; in the basis B = (vj)1<j<n:

w; = Z V5 + Z Bijvj.
il jel

Since the vector w; belongs to L(ﬂjeﬂl,n]]\{i} H;), all the scalar products (w;, nj), j € I\{i},
vanish. This implies that for every j € I\ {i}, §;; = 0. Thus, the matrix M of change of
basis from B to

B' = ((vj) g1, (wj)jer)
1,4 A
M = ( od B)

B = diag(f11, - - -, B4a)-

is of the form

where
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Since B and B’ are primitive lattice bases, we have det(M) = +1, and hence for every
i €I, Bi; = +1. But v; and w; belong to C(W, F), so §;; = 1. This yields that for ¢ € I,
we have (w;, ng) = (v, ng). O

Lemma 7.5.3. Decompose the vectors v;, i € I, as in equation (7.4), and fix j ¢ I. Set
J =1U{j}, and choose another set of vectors (w;)icj such that
- Vie J, w; belongs to

ke[1,n]\{:}
= the family ((vi)ig.s, (Wi)ics) s a primitive lattice basis.

and write, fori € 1,

~F ~F SR
Wi = ;Wi + Z HigVk + Z Gik k-
k¢J kel

Then we have ﬂf; = #5
In other words, this means that the scalar Mf; only depends on the face F'NH;.

Proof. By definition of the vectors vy, ng, 1 < k < n, one has

vk ¢ I <viavk> = Z,U'iFé<v€7vk>7
1438

which can be written in matrix form
Av =V (7.6)
where V, v are the column vectors given by

VEET  Vi= (i), ve=p

and A is the symmetric matrix whose generic coefficient is Ay, = (vg,v¢), k, ¢ ¢ 1.
Similarly, the constants [Lf; satisfy the system of equations
Ve J  (wi,vp) = fig(wi,vp) + > fip(ve, vi) (Ek)
gy
and
(wiswy) = figgllwyl|* + D fiig (ve, wy).- (Ei)
02y

Thanks to the proof of the previous lemma, we know that there exists scalars ags, k € J,
¢ ¢ J such that
Vk e J W = Vi + Zakgvg.
¢

Hence we have

(wi, wi) = (vi,v) + > ogelvi,ve) + > air(vj,vr) + Y cprje(ve, vg)
7% ke J kg
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as well as
Vk & J (wi,v) = (v, vE) + Zaig@k,vw
o]
(wj,ve) = (vj, o) + Y aje(vg, ve)
¢
and

lwsl> = lloj 12 + 2> aje+ Y ajeajeve, vp).
73, ktdJ

Using these relations, equations (Ej) become

(vi, o) + > aie(vg, vi) = fify(vj, v8) + Y (ﬂfE + ﬂgaﬂ) (ve, vk) (Er)
tgJ ¢

while equation (£;) becomes

(vi,v) + Y ajelvive) + > air(v,vp) + Y irae(vg, ve)

¢ kT ko 0g]
-F -F -F
= A llvsl* + 2> fiege(vi, ve) + > fiijorgecrr vk, ve) (E))
0¢J k¢J v
+ Y Blgve,vs) + Y fiipojr vk, ve).
73 Y

Considering the linear combination (E}) - 3p¢ s jk(E},), we replace equation (£7) by the
new equation (we do no write the details of the computations)

(vi,v5) + > (g, o) = v 1P+ (ﬂfz + ﬂf;ajz) (vj,ve).
k¢J 0¢J

Together with equations (E}), this means that the coefficients ﬂfz are solutions of the
system
AU +V = Av

where A and V are as before, 7 is defined as v but with the coefficients ﬂfz instead of ,ufz,
and U is the column vector whose entries are U; = 0,

Up = ajp — ﬂf;aje~
Comparing this to (7.6) yields v = 7 — U, and in particular ,ufjj = [LZ O
Theorem 7.5.4. Assume that n € {1,2,3}. For every q > 1 and every face F' € Fy4 with
d < q, there ezists a linear differential operator Rq(F,.) of degree ¢ —d depending only on

F (in the sense introduced in the previous lemmas) and involving only derivatives of f in
directions normal to the face I such that

n—1 *
LW =Y 3 [ RED (7.7)

d=0 FEF,
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Proof. To compute Ry(F,.), we apply the previous technique to faces of codimension
smaller than d and gather their contribution as integrals over F'. It follows from Lemma 7.5.2
and Lemma 7.5.3 that R,(F,.) depends only on the face F'; let us briefly explain how.

If n = 2, we have to handle two types of faces: the two edges (d = 1) and the vertex
(d = 2) of the wedge. There is not much to say about the case of the vertex. When we
integrate over an edge, and we apply our technique, we will find

— constants p in front of derivatives of f evaluated at the vertex, and there is nothing

to prove,

— constants ¢ in front of integrals of derivatives of f on F', and Lemma 7.5.2 ensures

that it only depends on the face F.

If n = 3, we have three types of faces, namely planes (d = 1), edges (d = 2) and the
vertex (d = 3). The difference with the previous case is that when we consider integrals
over a plane, we obtain integrals over edges belonging to this plane, each one displaying a
factor p; Lemma 7.5.3 ensures that it only depends on the given edge. O

Remark.

1. In dimension 4 and higher, the situation is more complicated, and Lemma 7.5.2
and Lemma 7.5.3 are not enough to obtain a similar theorem. Indeed, think of the
following situation: we take n = 4 and want to evaluate

*
I = D2f-(’()1,’01).
H1

We start by expanding
v = pi5vs + plsvs + i os + G,

and we apply Lemma 7.5.1 to obtain

*

*
1= [ Dfe+dd [ Dfew

H1NH2 H1NH3
* *
—Hiﬁl/ Df'”HrCﬁl/ D?f - (vi,m1).
H1NH4 H1
We have to apply the method one more time for each of these integrals. For instance,
we put
*
K= Df U1
H1NH2

and to compute this integral, we write

H1NH H1NH H1NH H1NH
v =gy Cvs g vaF Gt P+ Gt g

which yields, again thanks to Lemma 7.5.1

* *
n n
K:ungz/ f'{'/‘?l_ilHQ/ f+
HiNH2NHs3 HiNH2NH4

*

*
CﬁlnHQ / Df “nq + CglﬁHz / Df ‘Mo
H1iNH2

H1NHo
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Hence, in the expression of I, we obtain the term

*

Hi, HiNH .

112 M5 2/ I
HiNH2NH3

does the factor only depend on the face H1 NHa NHz 7 We think that our previous
lemmas are not enough to give an answer to this question.

2. In principle, one should be able to obtain expressions for the operators Rq(F, f), but
this leads to computations involving a very large number of constants, so it is not
reasonable to try to write such an expression. However, if we restrict ourselves to
dimension 2, we can be fully explicit, as we will see later.

7.6 Asymptotic expansion for polygons and
3-dimensional polytopes

As in Section 7.1, let A C R™ be a Delzant polytope with vertices in Z" in dimension
n € {1,2,3} with equations (u’, x) < ¢;, i € {1,...,d}. Recall that for m € [1,n], Fn
denotes the set of faces of codimension m of A.

We introduce as in Theorem 7.5.4 the operators R,(F,.) associated to a face F' of the
polytope (remembering that it only depends on the face as part of the polytope). For any
integer ¢, we define the operator T,(A,.) by

n—1 *
LaN=Y > [ R (7.9

m=0 FEF,
Theorem 7.6.1. If f € C3°(R"™), we have that

keZ"NNA

Proof. Notice first that A = (}_; W; where p is the number of vertices of A and W is the
regular wedge which is the intersection of the n facets H;-, 1 < j < n, intersecting at the
vertex v;. Cover A by open sets €;, 1 < i < p, such that €; contains the vertex v; and
does not intersect any other facet than the H;, 1 < 7 < n. Choose a partition of unity
associated to this open covering and write f = >F_, f; where f; € Cj°(R™) has support
included in ;. Then

k P k
> oiy)=X X aly)
keZ"NNA 1=1 keZ"NNW;
Now, from formula (7.2), we know that for 1 <1i <d

> fz(%) ~ > NTIT(Wi, fi);

keZ"NNW; a>0
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hence it is enough to check that for all ¢

p
S Ty (Wi, fi) = Ty(A, f).
=1

This amounts to show that for each face F' of the polytope
p
ZRq(Fa fl) = Rq(F7 f)
i=1

But this is clear because R,(F,.) is linear and because Y-F | f; = f. O

7.7 Explicit formula in dimension n = 2

We would like to compute explicitly the operators R,(A,.); unfortunately, as already
said, this seems to be quite complicated in all generality. However, we can give nice
formulas in dimension 2.

Let A be a regular integer polygon defined by (7.1). In this case, we only have two
types of faces: vertices (codimension 2) and edges (codimension 1). Let E (resp. V') be
the set of edges (resp. vertices) of A. If e belongs to E, let n. be the associated outward
primitive normal vector; if v belongs to V, let (w1 (v),w2(v)) be the integral basis of Z
such that the two edges meeting at v are contained in the half-lines v + Aw;(v), A > 0; we
denote by e; the edge generated by w;(v). Define the quantities

(wi(v), wa(v)) R CIOR)
1= T - YT e

and p(v) = n1(v) + 12(v).

Now, let e be an edge, and let C(A,e) be the cone generated by the set {x — y,y €
A,z € e}. Given a generator vy of e N Z?2, there exists a vector vo € C(A,e) N Z? such
that (vy,v9) is a primitive lattice basis of Z2.

Lemma 7.7.1 (Easy version of Lemma 7.5.2). The quantity

does not depend on the choice of vy € C(A,e) NZ2.

Proof. The lemma follows from Lemma 7.5.2, but its proof is very simple, so we present
it next. Choose another vector wy € C(A,e) N Z? such that (vy,ws) is a primitive lattice
basis of Z2. Write wy = av; + (Bvg; then, one has (wg, n.) = B{v2, ne). The matrix of the
change of the basis is of the form
1 «
A= :

because its determinant must be +1, we have § = 4+1. Since both vy and wy belong to
C(A,e), the only possibility is 8 = 1. O
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Theorem 7.7.2. In Theorem 7.6.1 the operators Ty(A,.) are given by:
- To(A, f) = Ja f(2)da;

~TA ) =5 e I T
-~ oA f) = Soey (3H45) F(0) = & TeepC(e) [2 DS ne;

—if p>1, then
T2p(A7 f) = Z R2p(e7 f) + Z RQP(”? f)

ecE veV

where

L By et [ e
Roe, ) = (-1 5oy [ D )

and Rop(v, f) is equal to

==Y (Bm—BZDWﬂv)~<w1<v>,...,w1<v>,w2<v>,...,w2<v>>

2= (2m)l(20)]
m,e>1 2m—1 times 2¢—1 times
2p—2
o B _
+(—1)P~2 (2;3'771(1;) D ) DR (neys . ney wa(v), . wa(v))
k=0 k times 2p—2—Fk times
2p—2
o B .
+(=1)P2 (2;)'772(11) Z C(e2)*D?P72f - (ngy, ... Moy, w1 (), ..., w1 (V));
k=0 k times 2p—2—k times

—ifp>1, Topr1(A, f) is equal to

Cp > (D) - (i (v), . wi(v)) + D F() - (w3 (v), ., wa(v)))

veV

. _ (=uyr-1B
with Cp = Q(T)'p
Remark. Theorem 7.7.2 recovers the formula in [91, Corollary 5.4]. To compare the
two formulas, one may notice that Tate does not separate the even and odd cases, and
that in the odd case nearly every coefficient in Tate’s formula vanishes because of the
properties of the Bernoulli numbers.

Proof. We have to compute the operators R, (F,.) as in Section 7.5. We start by the case
q = 2. Let v be a vertex and let W be the wedge formed by this vertex and the two
incident edges. Define the vectors wi(v), ws(v) as before, and let e; (resp. e2) be the edge
generated by wi(v) (resp. wa(v)).

We have

Ty(W, f) = if(v) _ % </61*Df~w2(v)+/e:Df-w1(v)>
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If n; is the outward primitive vector normal to the edge e;, we write
w;(v) = aw;(v) + Bing
where j =2 (resp. 1) if ¢ =1 (resp. 2). Taking the scalar product with n; and w;(v), we
find
- (wiv), w; (V)
;=
[w; ()]

Now, thanks to lemma 7.5.1, we have (being careful that the vector w;(v) is the opposite
of the vector v; in this lemma)

/e: Df -wiv) = —aif(v) + () /e: Df - n;.

Adding the contributions from each vertex, we obtain the desired formula.
Now, let p > 1; then

), = )

12

=1 Bp [Ty
Doy, £) = (177 g [ D7 (wnfe) (o)
-1 Bo [Ty
+(-1) 1(2]9)!/62 D% f - (wi(v), ..., wi(v))
NEEES MD%Qf(v)-(wl(v),...,wl(v),wg(u),...,wQ(u)).
T:f;f’ ' . 2m—1 times 20—1 times
We write
/e' D¥-lf. (wi(v),...,wi(v)) = nj(v) /e D¥-lf. (wj(v), wi(v), ..., wi(v))

+<(ej)/;D2p1f (g wi(v), .. wi(w)).

J

By Lemma 7.5.1, we have
*
/ D2p71f ’ (wj(v)7wi(v)7 ceey wi(v)) = _D2p72f : (wi(v), R 7wi(v>)
€j
and hence we obtain

/e* D7 - (wi(v), ..., wilv)) = =1 (v)DF2F - (w;(v),..., wi(v))

J

-I—C(ej)/:DQP_lf (s wi(0), .., wilv)).

J

By a straightforward induction, this yields

| 0P i), i)
2p—2 ’

= —n;(v) Z C(ej)szp_zf “(ng,...,nj,wi(v),. .., w;i(v))
k=0

k times 2p—2—Fk times

+C(6j)2p71 /* szflf . (nj, - ,nj).
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The case ¢ = 2p + 1 works in a similar way.
7.8 Example

Let us describe an example in the 2-dimensional case.
Let A be the triangle with vertices (0,0), (0,1) and (1,0) and let
f:R?=R
be the function defined by
f(w1,22) = 21
(multiplied by a cutoff function so that it is compactly supported). Then
ZPANA = {(k1,ko) € Z®, 0<k <N,

0<ky<N-—k}.
Therefore, we have

1.
=0 ko=0

1 N N—ki . N N
2
v X ) wm i Ly (e e ).
i ke NANZ2 N N N k1=1 k1=1
Using standard formulas for sums of integers and squares of integers, one can check that
1 1 1
7 L (F)-5tm e
N keNANZ2? 2N SN2

Let us compare this with Theorem 7.7.2. With the notations of this lemma, we have

TO(A?ﬂ_/Af_/Ol (/Ol_mdwz)mdml_

so the zeroth order terms agree. Let us give names to the vertices and edges as follows

we put v13 = (0,0), vi2 = (0,1) and veg = (1,0), and we let e; denote the edge joining the
vertices v;; (or v;;) and v (or vg;). Then we have

[0 [r=n [1=3

T (A, f)=1/2.

and hence

Furthermore, we have

Th(A, f)=S-T

) s,

with

S=>Y (}L
veV
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and

1 *
T:He;f(e)/e Df - ne.

We have f(v13) =0, f(vi2) =0, f(ve3) = 1. Moreover

w1 (va3) = <_01> . wa(veg) = <_11>

and thus p(ves) = 3/2. This yields
S = 3/s.

Now, one can check that

* * *
/ Df-ne = -1, / Df-ne, =1, / Df -ne, =0
el €2 €3

and ((e;) = —1, ((e2) = —3. We obtain 7' = 1/24 and therefore

Finally, we have
Tq(Auf):O) QZ2

because the derivatives of f of order greater than 2 vanish.

7.9 Final remarks

We believe that one should be able to prove item (ii) in Theorem 7.2.1 in dimensions
n > 4 with the same elementary method we use in this paper (since a similar result was
already stated in Tate’s article in any dimension). However, in dimensions n > 4 the
computations appear to be complicated (but still elementary) and will be the object of
future works (see also Remark 7.5.2).



Chapitre 8

Perspectives

Nous concluons ce manuscrit par I’évocation de quelques questions soulevées au cours
de cette these, qui pourraient constituer autant de futures pistes de recherche.
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8.1 Conditions de Bohr-Sommerfeld

Comme nous 'avons déja signalé, la plupart des résultats déja obtenus dans le cadre
pseudo-différentiel ont de treés grandes chances de pouvoir étre démontrés (ou adaptés)
pour les opérateurs de Toeplitz. Par exemple, il doit étre possible d’écrire les conditions de
Bohr-Sommerfeld prés d’une singularité de type foyer-foyer en dimension 4, en s’inspirant
de [98].

En outre, il serait intéressant de comprendre la théorie spectrale des opérateurs de
Toeplitz pres d’autres types de singularités, par exemple des singularités dégénérées en
dimension 2, ou d’autres singularités non dégénérées en dimension supérieure.

Enfin, il pourrait également étre intéressant de préciser les conditions de quantification ;
on peut vouloir remplacer les restes de la forme O(k~°°) par des restes exponentiellement
petits quand cela est possible.

8.2 Théorie spectrale inverse

Une question naturelle concernant la théorie spectrale inverse est de savoir jusqu’a
quel point on peut affaiblir certaines des hypothéses faites dans le chapitre 6. On peut
par exemple se demander ce qu’il peut se passer dans le cas ou on autorise deux périodes
a étre completement résonantes sur tout un intervalle de valeurs régulieres du symbole
principal ag (par exemple en ayant en téte le probléeme du double puits symétrique pour
I'opérateur de Schrédinger). Dans ce cas, la bonne notion a considérer est sans doute celle
de « spectre avec multiplicités ». D’autre part, on peut supposer que le symbole principal ag
est une fonction de Morse non nécessairement simple, c’est-a-dire que les niveaux critiques
peuvent contenir plusieurs points critiques. Dans sa these [92], Toulet a donné un résultat
de classification dans ce contexte a I'aide du graphe de Reeb décoré. La détection des
valeurs régulieres, elliptiques et hyperboliques parait accessible, par exemple a I’aide de
formules de Weyl généralisées comme celles de [15]. Par contre, la classification nécessite
bien évidemment plus d’invariants que dans le cas d’une fonction de Morse simple. Par
exemple, un point de bifurcation doit étre muni de la donnée du plongement du niveau
critique correspondant dans une surface orientable (un atome, dans le langage de [8]),
entre autres. Il n’est pas du tout clair a priori que le spectre d’un opérateur de Toeplitz
autoadjoint de symbole principal ag permet de retrouver cet objet. Néanmoins, on dispose
d’une classification des atomes a petit nombre de points hyperboliques [8, tableau 2.1], ce
qui permet déja d’établir des conjectures intéressantes.

On peut également s’intéresser a des résultats spectraux inverses en dimension supé-
rieure pour des systémes complétement intégrables, comme dans les travaux [27, 83]. Bien
évidemment, ces résultats dépendent fortement de 1’état des connaissances sur la théorie
spectrale elle-méme, et ce point est donc tres corrélé a la section précédente.

Enfin, un autre aspect qu’il conviendrait d’étudier est celui du calcul numérique. On
peut par exemple vouloir écrire un algorithme se basant sur la procédure du chapitre 6 qui,
étant donné le spectre d’un opérateur de Toeplitz pour une grande valeur de & fixée (ou un
certains nombres de valeurs de k), renverrait le graphe de Reeb de la variété sous-jacente.
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On peut facilement obtenir numériquement la densité spectrale p., .(., k) et, théoriquement,
on devrait également pouvoir calculer de maniere approchée le front d’onde de la suite de
fonctions Z(t, k). Reste a voir dans quelle mesure on peut extraire des résultats numériques
les informations qui nous intéressent (valeurs critiques, nombre de composantes connexes).

8.3 Applications des opérateurs de Toeplitz

Les opérateurs de Toeplitz apparaissent naturellement dans un certain nombre de
problemes concrets issus de la physique et de la chimie. Quand on procéde a une réduction
symplectique, I'espace des phases réduit n’est plus un fibré cotangent en général, et I'outil
pertinent est donc la quantification géométrique et, par suite, les opérateurs de Toeplitz
[22]. On peut aussi penser au spin, pour lequel l'espace des phases est une sphére. En
outre, les opérateurs de Toeplitz ont récemment fait leur apparition en théorie quantique
des champs topologique ([1, 25, 26, 77], etc.).

D’autres applications sont pour I'heure apparemment inexplorées; par exemple, nous
avons récemment rencontré la série d’articles [85, 84] concernant le spectre rotationnel
de certaines molécules possédant des symétries. D’aprés ce que nous en comprenons, ce
probleme semble naturellement lié & la quantification du corps solide, et nous pensons que
la quantification géométrique et les opérateurs de Toeplitz constituent le cadre de travail
adéquat pour celle-ci. De plus, le hamiltonien en question, appelé hamiltonien de Hecht,
possede pas moins de 12 points critiques sur son niveau hyperbolique! Essayer d’écrire
explicitement les conditions de Bohr-Sommerfeld dans cette situation meénerait donc a un
nombre déraisonnable d’équations. Néanmoins, le systeme possede des symétries, et on
peut essayer de le quotienter par rapport a celles-ci. Cependant, ’espace réduit n’est alors
plus une variété lisse, mais possede des singularités. C’est pourquoi le bon point de vue
semble étre celui des orbifolds, et cet exemple nous donne une motivation pour écrire les
regles de Bohr-Sommerfeld dans ce contexte.

8.4 Formules d’Euler-MacLaurin

Il existe plusieurs suites naturelles au travail effectué dans le chapitre 7, la premiere
étant naturellement d’étendre nos résultats en dimension supérieure. De plus, on peut es-
sayer d’obtenir des formules d’Euler-MacLaurin pour des familles plus générales de poly-
topes (pas nécessairement de Delzant) avec notre approche. Enfin, il conviendrait d’étudier
les applications potentielles en théorie spectrale et géométrie kahlérienne [16, 105].
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