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Chapitre 1

Espaces d’Eilenberg—MacLane

1 K(G,1)
(cf. [Hat01] section 1.B)

Définition 1.1. Soit G un groupe, on appelle premier espace d’Filenberg—
MacLane, noté K(G, 1), un espace topologique qui a G pour groupe fonda-
mental et dont le revétement universel est contractile.

On a un résultat d’unicité et d’existence pour les K (G, 1) :

Theoréme 1.2. Soit G un groupe, alors le K(G, 1) est unique & équivalence
d’homotopie pres.

Lemme 1.3. Soit X un CW-complexe, Y un K(G, 1), alors tout homomor-
phisme ¢: m (X, xg) — m (Y, yo) est induit par une application continue
f: X — Y unique & homotopie preés.

Démonstration.

e Pour D’existence, on suppose d’abord que X est constitué d’une unique
O-cellule . Soit ¢: m (X, xg) — ™1 (Y, yo). Comme ¢ ([Lz,]) = [Ly,].
on pose f(xg) = yo de telle sorte que fi = ¢ sur m1 (XY, x).

Chaque 1-cellules e; de X est rattachée a xg, on peut donc paramétriser
e; en un lacet basé en xq, et dont la classe d’homotopie est ainsi élé-
ment de m1(X, o), et ¢ ([e1]) = [¢}] € m1(Y, yo). On envoie donc e; sur
e} vu en tant que 1-cellule de Y, de telle sorte que f, = ¢ sur (X1, 20).

Soit ey une 2-cellule de X, qui se rattache & X! via une application
: St — X1 que l'on peut voir comme un lacet de X basé en xy. En
particulier, 9 est un lacet contenu dans es qui est contractile, donc ) est
homotope au chemin constant, d’ou [¢'] == ¢ ([¢)]) = [1y,]. Donc il existe
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une 2-cellule €}, de Y qui se rattache a Y'! via 1/, et on peut envoyer es
sur €} de telle sorte que f. = ¢ sur m (X2, z0).

On suppose ensuite que l'on a construit f sur X 1 n > 2. Si e,
est une n-cellule de X, elle se rattache sur X"~ ! via une application
Py SP1 — X" Comme S"~! est simplement connexe, fi,: S"71 —
Y se reléve dans le revétement universel de Y qui est contractile, donc le
relévement de f1, est null-homotope, et donc f, aussi. Donc fi),,(S*~1)
est contractile, i.e. il existe une n-cellule €}, qui 8’y rattache. On envoie
ainsi e, sur e, de telle sorte que f, = ¢ sur m (X", x¢).

Si X est quelconque, alors on peut trouver un arbre maximal dans X,
que l'on assimile par rétraction & une 0O-cellule : on se raméne ainsi au
cas précédent ot X est constitué d’une unique 0-cellule.

e Pour l'unicité, on suppose la-encore que X est constitué d’une unique
0-cellule xg. Si f et g vérifient la proposition, on cherche une homotopie
H: X xI — Y entre f et g. On a déja que H est définie sur X x 91.
Ensuite, f(zo) = g(zg) = yo et f et g sont homotopes sur X!, définis-
sant H sur X' x I.

On suppose alors que Ion a construit H sur X® ' x I, n > 1. Si e, est
une n-cellule de X, alors ey, x (0, 1) est une (n + 1)-cellule de X x I sur
laquelle H est bien définie, et qui se rattache sur X™ x I via une applica-
tion ¥,,: S™ — Y. Donc HVY,, se reléve dans le revétement universel de
X x I qui est contractile, donc le relévement de HV,, est null-homotope,
et donc HV,, aussi. Donc de la méme facon que tout a ’heure, on peut
étendre H sur X™ x I.

Si X est quelconque, on peut se ramener comme tout & ’heure & une
unique 0-cellule par rétraction d’un arbre maximal.

O
Démonstration. | Théoréme 1.2]

Soient X et Y deux CW-complexes K (G, 1) de points bases respectifs x
et yo. Par définition du K (G, 1), m1(X, zo) = 71 (Y, o), qui est induit
par des applications continues f: X — Y et g: Y — X par le lemme
1.3. Or (fg)« = fegs = ldr (v,y0) €8 (9f)« = fegx = Idr (x,a0), donc en
utilisant 'unicité dans le lemme 1.3, fg ~ Idy et gf ~ Idx, i.e. X et YV
sont homotopiquement équivalents.

O]

Theoréme 1.4. Soit G un groupe, alors un K(G, 1) existe.
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Lemme 1.5. Soit X un complexe simplicial muni d’une action libre de G qui
permute les cellules, alors X est un revétement de X/G.

Démonstration.

1l suffit de montrer que 'action de G sur X est proprement discontinue.
Soit € X, alors x appartient & une n-cellule o oll on a choisi n minimal.
Soit g € G, g # e, alors g - o est une n-cellule différente de o car 'action
est libre, et 0 Ng- o = (), sinon x serait dans la (n — 1)-cellule c N g -, ce
qui contredirait la minimalité de n. On peut donc trouver U ouvert de X

contenant z tel que UNg-U = (.
O
Démonstration. [Théoréme 1.4]

On considére les G-modules C,, formés a partir de I’ensemble X™ des n-

cellules [go, g1, - -, gn], 00 g; € G, ainsi que les applications :
Op: C, — Ch_1
n
[907 7gn] — Z(_l)l [g07 ey gi? ey gn]
i=0

(C4, 0) forme un complexe de chaines du complexe simplicial X dont les
n-cellules sont les éléments de X™. X est contractile via I’homotopie :

h: C, — Chu
[907"'7971] — [17907"-7971,]
qui relie Iidentité et 'application nulle, en effet :

n+1

On (g0, > gnl + 1D (g0, -+ gal = Y (=)' [1, g0y - > Gi1, -5 Gul
i=0

n
+Z(—]—)Z []-7 go, - -+ gia ey gn]
=0

n

= [907 7gn] +Z(_1)i+1 [17 g0, "'7.@1‘7 7gn]

+ 3 (=1L, o -y Gis - Gnl

:[90)"'7gn]

d’ou Id —0 = Oh + h0. Par ailleurs, on a une action de G sur X par
permutation des cellules : g - [go, .-, 9n] = [990, -- ., ggn]. L'action de G
sur lui-méme par translation & gauche étant libre, 'action de G sur les
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n-cellules de X l’est aussi. Par le lemme 1.5, on en déduit que X est un
revétement universel de l'espace X/G, constitué de I'unique O-cellule [1]
dans la mesure ot G agit transitivement sur les O-cellules de X. Comme G
agit par permutation sur la fibre de [1], il est isomorphe & m (X/G, [1]),
et comme X est contractile, X/G est bien un K(G, 1).

O]

2 K(G,n)

On a une généralisation du K (G, 1) pour les groupes d’homotopies supérieurs.
(cf. [Hat01] section 4.2)

Définition 1.6. Soit G un groupe, n € N, on appelle n¢ espace d’Filenberg—
Maclane, noté K(G, n), un espace topologique X tel que m,(X) = G et pour
tout ¢ # n, m;(X) = 0.

Remarque 1.7. On vérifie que cette définition est compatible avec celle don-
née dans le cas n = 1. Soit X un K(G, 1), Y son revétement universel :

e On suppose que Y est contractile : soit v: S® — X continue, i > 2, alors
v se reléve dans Y contractile, donc le relévement de v est null-homotope,
donc v aussi, d’ou m;(X) =0;

e On suppose que Vi > 2, m;(X) = 0 : soit v: S — Y continue, i > 2, alors
py € mi(X) i.e. py est null-homotope, donc v aussi, d’ott m;(Y) = 0. Comme
Y est simplement connexe, tous ses groupes d’homotopies sont triviaux,
donc Y est contractile.

Remarque 1.8. Comme m,(X) est abélien lorsque n > 2, un K (G, n) n’est
défini que lorsque G est abélien.

Theoréme 1.9. Soit G un groupe abélien, alors un K(G, n) eziste.

Démonstration. [idée]

On écrit G = @,;c;Z/ P,cp diZ. Soit X = \/;,; S}, alors pour chaque
d; # 0, on rattache une (n + 1)-cellule efﬁrl sur SI' via une application
S™ — X de degré d;. On obtient alors un espace X' tel que m,(X’) = G
et Vi < n, m;(X’) = 0. Pour annuler le 7,1, il suffit de recoller des (n+2)-
cellules 67(32 sur les egf il correspondantes via des applications S"t! — X’
de degré 1. En procédant ainsi par récurrence, on annule tous les m; pour
1 > n sans modifier les autres, et ’espace résultant vérifie bien les propriétés
espérées.

O]

Theoréme 1.10. Soit G un groupe abélien, alors le K(G, n) est unique a
équivalence d’homotopie pres.
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On pourra trouver des preuves explicites des théorémes 1.9 et 1.10 dans [Hat01]
chapitre 4.



Chapitre 2

Résolution de Z sur ZG

Pour définir la (co)homologie de groupes, on a besoin d’introduire la notion de
résolution de A-modules (cf. [Bro82| chapitre I).
Dans toute cette partie, G désigne un groupe.

1 Définitions

Définition 2.1. Soit A un anneau associatif unitaire, M un module sur A
(& gauche ou & droite). On appelle résolution de M une suite exacte de A-
modules :

M; . M My M 0
Si les M; sont libres, alors la résolution est dite libre.

Exemple 2.2. o Une résolution de Z/nZ en tant que Z-module est donnée
par :

0 Z——7Z—=7Z/nZ 0
ol 7 est la surjection canonique.

e On pose A = Z[T]/(T™ — 1) : A est un Z-module libre engendré par t = T
d’ordre n. On remarque que :

0=t"—1=(t—-1)(A+t+>+...+t" ") =(t—-1N

ot N=1+t+...+t" "1 Sion pose M = A/(t— 1), on peut construire une
résolution libre de M 2-périodique. On a un début de résolution :

AL ——0

Comme l'idéal (¢t — 1) est anihilé par N dans A, et réciproquement, le reste
de la résolution est immeédiat :
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Définition 2.3. On définit I'anneau ZG comme ’ensemble des combinaisons
linéaires formelles finies gec kgg ot kg € Z, sur lequel on étend de facon
naturelle la multiplication de G.

Définition 2.4. On appelle G-module un module sur 'anneau ZG.

Exemple 2.5. e Z est un G-module pour 'action triviale de G sur Z;

e Plus généralement, si G agit sur un ensemble X, alors ZX est un G-module,
ol ZX est le groupe abélien libre des combinaisons formelles finies d’éléments
de X sur Z;

e Si G =7, alors ZG 2 Z [T, T™'| (anneau de Laurent). En effet, 'applica-
tion :

¢: LG — Z[T, T
acG — T¢

vérifiant pour tout a, b € G et kg € Z, kop(a) + ¢(b) = (T*)FT?, est un
isomorphisme d’anneaux ;

e Plus généralement, si G = Z" otin € N, alors ZG = Z [Tl, Tfl, coey Ty, T_l]
via ’application :

¥ G — Z[T, 17 .. ]
(a1, ..., an) €G +— Ty ... T

e Si G=7Z/nZ ouneN,alors ZG = Z[T]/ (T™ — 1) via 'application :

x: ZG — Z[T)/(T"-1)
a — T"

Le deuxiéme point de 'exemple 2.2 nous fournit ainsi une résolution libre

de Z sur ZQG.

Définition 2.6. On appelle morphisme d’augmentation le morphisme d’an-
neaux :

€: 7G — 7
> keg — > kg
geG geqG

Son noyau est appelé idéal d’augmentation.

Proposition 2.7. Soit I 'idéal d’augmentation de G, et soit S une partie de
G, alors les éléments (s — 1)ses engendrent I en tant qu’idéal & gauche de ZG
sst S engendre G.

Démonstration.
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e Montrons d’abord que I est engendré par les éléments (g — 1)4ec en
tant que Z-module. On remarque d’abord que Vg € G, e(g — 1) =0, ce
qui montre I'inclusion inverse. Ensuite, soit z € I, z = ) kqg, alors
e(x) =0,1e > cqky =0, donc:

:B:Zk‘g(g—l)—l—k‘g:Zk‘g(g—l)

geG geG

geG

d’ou x est engendré par les (g — 1)4eq, ce qui montre I'inclusion directe.

e Si S engendre G : soit g € G, alors g = [[; s; ou s; € S. On remarque
que :
s1s9 —1=s1(s2—1)+(s1—1) € @ZG(S -1)
ses

donc par récurrence, on déduit facilement que g —1 € @, g ZG(s — 1),
ce qui montre I'implication inverse.

e Siles (s —1)scg engendrent I : soit H le sous-groupe engendré par S. G
agit par translation a gauche sur ’ensemble de ses classes a gauche G/H,
on peut donc considérer le module Z (G/H). Comme H fixe la classe du
neutre, on a en particulier que Vs € S, sH = H,ie. (s —1)H =0, et
donc ITH = 0. Or I est engendré par les (9—1)4ec en tant que Z-module,
d'oaVg € G, (9—1)H =0,i.e. Vg € G, gH = H. On en déduit que G/H
est le groupe trivial, i.e. G = H, ce qui montre 'implication directe.

O

2 Résolution par le K (G, 1)

On va maintenant expliciter un résolution de Z sur ZG via la topologie, ou Z
est vu comme G-module & gauche avec action triviale.

Définition 2.8. On appelle G-compleze un CW-complexe X sur lequel G agit
par permutation des cellules.

Remarque 2.9. Si X un G-complexe, on note C,(X) le G-module engendré
par les combinaisons linéaires formelles des n-cellules de X sur Z. En définis-
sant des morphismes de G-modules 9,: C,, — C,,_1 comme d’habitude, on
obtient ainsi un complexe de G-modules (Cy(X), 9).

Theoréme 2.10. Soit X un G-compleze contractile, (Cy(X), 0) un complexe
de chaine de G-modules, alors

X)) s L (X)) — S Z—— 0

est une résolution de Z sur ZG. De plus, si G agit librement sur X, alors la
résolution est libre.
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Démonstration.

X est contractile, donc Hy,(X) =0, i.e. Ker(9,,) = Im(9p+1), donc la suite
est exacte. Sil’action de G sur X est libre, alors 'action induite de ZG sur

7.X est libre, et comme G permute les cellules, 'action de ZG restreinte a
Cn(X) est libre, d’out Cp,(X) est un G-module libre.

O]

Corollaire 2.11. Soit X un K(G, 1), Y son revétement universel, alors Cy(Y) ——Z —0
est une résolution libre de Z sur ZG.

3 Exemples

Exemple 2.12. Si G = Z x Z = (a, b) : X = T? a pour groupe fondamental
G, et son revétement Y = R? est contractile, ¢’est donc un K (G, 1). X est un
CW-complexe constitué d’une O-cellule, de deux 1-cellules et d’une 2-cellule.
Soit wp une O-cellule de Y au-dessus de celle de X, alors wp engendre Cy(Y'),
donc le début de la résolution s’écrit :

7G -7 —0

Soit e, et e les deux 1-cellules de Y au dessus-de X et d’extremités initiales
wo, qui engendrent donc C1(Y), alors e, et e, finissent respectivement en awy
et bwg, d’olt :

O1(eq) = (a — Dwp
81 (eb) = (b — 1)&)0

Soit A la 2-cellule de Y au-dessus de X et portée par e, et ep et orientée dans
le sens de e,, qui engendre donc Cy(Y') alors A est délimitée par e, aep, —be,
et —ep, d’out :

02(A) = (1 —b)eg + (a — 1)ey

Comme Vn > 2, C,,(X) = 0, on a donc trouvé une résolution :

0 —— ZGA -1 7Ge, & ZGey —2 TGuwy —— 7 —— 0

Exemple 2.13. On reprend la construction du K(G, 1) de la preuve du théo-
réme 1.4. On remarque que si 0 = [go, ..., gn] € Cn(G), alors :

[90, - gn] = 90 [1, 9591, -+ 95 " 9]

et on construit par récurrence :

9 =959
. —1
Vi>1,g9;=(9165---9i-1) i
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a wo €q awq
b b €b rA\ aeyp
a bwo be,
FIGURE 2.1 — A gauche : X ; a droite : relévement de X dans YV
de sorte & ce que o s’écrive de maniére unique :
o=g0[1, 91, 9195 -~ 9195 ---9n] =90 [d1 ]3] - 0]
En particulier, les éléments de la forme [g1 | ... | gn] engendrent le G-module
Cpn(G). On note :

GIOF Cn — Ch1

[90,---agn] — [907'”7.@1';"'7971]

On peut alors réécrire les opérateurs 6,(1) en terme de barres :

A grlg2] - [ gn] sii=0
o (1] -+ 1ga)) = {lon] - | gn1] sii=n
[91| |gigi+1| !gn] sinon

Si G est de type fini de rang r, on obtient ainsi une résolution de Z sur ZG de
la forme :

L gqem 0, 9  gqer_ 9 ,gq_ ¢

Cette résolution est appelée résolution barre de Z sur ZG.



Chapitre 3

(Co)homologie de groupes

1 Reésolutions projectives

La notion de résolution projective généralise celle de résolution libre (cf. [Wei95]
section 2.2).
Dans toute cette partie, A désigne un anneau associatif unitaire.

Définition 3.1. Soit P un A-module, on dit que P est projectif ssi étant
donné M et N deux A-modules, un homomorphisme surjectif f: M — N et
un homomorphisme ¢: P — N, alors on peut trouver un homomorphisme
¥: P — M tel que le diagramme suivant commute :

v Lb
.

M T> N——0
Définition 3.2. Soit M un A-module, alors une résolution F—— M ou les
F; sont projectifs est dite projective.

Lemme 3.3. Tout A-module libre est projectif; tout A-module projectif est
facteur direct d’un A-module libre.

Démonstration.
e On considére le diagramme & ligne exacte suivant ou P est libre :

v
M T) N——0

Soit (a;)ier une base de P, alors ¢(a;) € Im(f), d’ou 3b; € M, f(b;) = a;.
On pose donc Vi € I, ¥(a;) = b;, et on vérifie trés facilement que ¢

12
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définit un morphisme.

e Si P est projectif, alors on peut toujours construire une suite exacte
courte :
0 R F——P 0

ou F' est un module libre engendré par une famille de générateurs de P,
et R = Ker(e). On peut ainsi trouver un morphisme x qui fait commuter
le diagramme suivant :

0 R F— P 0

Donc la suite exacte courte admet une section, i.e. F = P @ R.

O
Il n’y a pas unicité de la résolution projective, mais on a tout de méme le
résultat suivant :

Theoréme 3.4. Soit M et N deuz A-modules, (F, 0) — M wune résolution
projective de M, a: M — N un homomorphisme, alors pour toute résolution
(F', &) —— N, il existe un morphisme de complezes de chaines f: F — F’
tel que fo = a, unique G homotopie prés.

Démonstration.

e Pour prouver I'existence, on suppose par récurrence que ’on a construit
fi pour ¢ < n. On a un diagramme de la forme :

1o} 0 0 1o}
Fn+l Fn Fn—l
lfn lf’nl
/ ! /
Py n+1 5 Fn EY Fn—l Py

qui induit le diagramme suivant :

ce. L> Fn+1 i) Ker(@n,l) —0

I

/ /
...T)Fn+1?Ker( n—1

)——0

ou f, est bien définie dans la mesure ot & f, = fn—10, i.e. &' f, = 0 sur
Ker(0p,—1). Or Fy,41 est projectif, 0’ est surjective, donc on peut trouver
une application fpy1: Fpp1 — F) .
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e Soit g: FF — F’ un autre morphisme de complexe de chaine, on suppose
par récurrence que l'on a construit une application h;: F; — F |1 entre
fi et g; telle que f; — g; = h;—10 + 0'h; pour i < n. Alors en notant
7= f — g, on a un diagramme :

0 0 0 0
FnJrl Fn anl
Tn+1 Tn
n hn—1
o
! ! /
a/ n+2 a/ TL-‘rl a/ Fn 8’
qui induit le diagramme suivant :
0 0 0
Fn+1 Fn

Pn+1

W

/
9’ Fn+2

Ker(d,) ———0

Ol Pnt1 = Tna1 — hn0. Cette application est bien définie car :

a'an = G'Tnﬂ — alhna

= 7,0 — 0'hy,0
= hp_10? + &' hpd — 0'hy,d
=0

0 est surjective, F}, 1 est projectif, donc on peut trouver une application
hn—i—l: Fn+1 — F7/H-2'

O]

2 Foncteur dérivé

Dans cette partie, A désigne un anneau associatif unitaire (cf. [Wei95] section
2.6).

Définition 3.5. Soit 7" un foncteur de la catégorie des A-modules dans la
catégorie des groupes abéliens.

e On dit que T est eract o droite ssi pour toute suite exacte courte
0 M N P 0, la suite :

est exacte.
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e On dit que T est eract 4 gauche ssi pour toute suite exacte courte
0 M N P 0, la suite :

0— T(M) — T(N) — T(P)

est exacte.

Définition 3.6. e Soit M un A-module, soit P —— M une résolution pro-
jective, soit T un foncteur covariant exact & droite. On définit L,T le foncteur
dérivé a gauche de maniére a ce que L, T (M) = H, (T(P));

e Soit M un A-module, soit P —— M une résolution projective, soit 7" un

foncteur covariant exact & gauche. On définit R*T le foncteur dérivé & droite
de maniére & ce que R*T'(M) = H* (T'(P)).

Proposition 3.7. Les foncteurs L, T et R*T ne dépendent pas de la résolution
choisie.

Démonstration.

Si F—— M et F'—— M sont deux résolutions projectives, alors par
le théoréme précédent, on peut trouver un morphisme f: FF — F’ ou
fo =1Idps. Comme f est unique & homotopie pres, alors f.: H, (T'(F)) —
H, (T(F")) est unique. De méme, on peut trouver un morphisme g: F' —
F qui induit g«: Hs (T(F')) — H, (T(F)) lui-aussi unique. gf est un
morphisme de F' dans F' qui reléve Id;s, mais il en est de méme pour
Idp, d’ou gf et Idp sont homotopes, donc g.f« = Idg, (r(r)). De meéme,
fxgx« = Idg, (p(pry). Donc L/T(M) est défini & unique isomorphisme pres.
La preuve pour R*T est totalement analogue.

O
On va maintenant construire le foncteur Ext, nécessaire pour définir la coho-
mologie de groupes :

Proposition 3.8. Soit M un A-module & droite, alors le foncteur Hom 4 (M, —)
de la catégorie des A-modules & gauche dans la catégorie des A-modules a
gauche est exact 4 gauche.

Démonstration.
f

Soit 0 N p-? Q 0 une suite exacte courte de A-modules,

on veut montrer que la suite :
0 — Homa(M, N) = Homa(M, P) —* Homa(M, Q)

ou f(v) = fouw, est exacte.

e Si v € Ker(f) alors fov = 0, i.e. Im(v) € Ker(f) = {0} car f est
injective, donc v = 0 i.e. f est injective;
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e Si p e Im(f) alors :
Jv € Homg(M, N), fov=p
d’ott on déduit que :

gop=go(fop)=(90f)op=0

car Im(f) C Ker(g), donc p € Ker(g) i.e. Im(f) C Ker(g);

e Si p € Ker(g) alors go p = 0, ie. Im(p) C Ker(g) C Im(f), donc
p € Im(f), donc Im(f) = Ker(g).

Donc la suite est exacte.

O

Définition 3.9. Soit M un A-module & droite, N un A-module & gauche, on
définit le bifoncteur Ext’ par :

Ext (M, N) = R* (Homa (M, —)) (N)
L’analogue de Ext pour I’homologie de groupes est le foncteur Tor :

Proposition 3.10. Soit M un A-module & droite, alors le foncteur — ® o4 M
de la catégorie des A-modules & droite dans la catégorie des A-modules d gauche
est exact a droite.

Pour montrer cette proposition, on a besoin d’un résultat théorique sur la
fonctorialité (cf. [Wei95] section 2.6).

Définition 3.11. Soit A et B deux catégories, S: A — Bet T: B —> Ades
foncteurs, alors S et T" sont dits adjoints ssi pour tout objet M de B et N de
A, il existe un homomorphisme :

HOHlA(T(M), N) = HOIHB(M, S(N))
On dit alors que T est adjoint 4 gauche et S est adjoint & droite.

Theoréme 3.12. Un foncteur adjoint & gauche est exact & droite, et un fonc-
teur adjoint & droite est exact a gauche. (cf. [Wei95] section 2.6)

Proposition 3.13. Soit M un A-bimodule, alors les foncteurs Homy (M, —)
et —RaM sont adjoints, i.e. pour tout A-module & droite N et pour tout
A-module & gauche P, on a un isomorphisme :

Hom g _moeq (N ®4 M, P) = Homg_peq (N, Hom4 (M, P))

Démonstration.
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On pose d’une part :

®: Hom (N ®4 M, P) — Hom (N, Homa(M, P))
fr— (= fn®:))

et d’autre part :

U: Hom (N, Homy(M, P)) — Hom (N ®4 M, P)
f — (mem+—— f(n)(m))
e D’abord, il est clair que ®(f)(n) est a valeur dans Homy4 (M, P) par
A-linéarité de f est du produit tensoriel a gauche;

e Ensuite, ®(f) est un homomorphisme par A-linéarité de f et du produit
tensoriel a droite. De méme, ¥(f) s’étend naturellement en un homo-
morphisme sur N ® 4 M par A-linéarité de f et de f(n);

e [l est également facile de voir que ® et ¥ sont des homomorphismes de
A-modules;

e [l reste & montrer que ce sont des bijections réciproques :

PoVU(f)=P(n@m+— f(n)(m)) =n"— f(n)()=f
TVod(f)=¥(nr— f(n®:) =n"@m+— f(n'®@)(m)=f

O

Définition 3.14. Soit M un A-module & droite, N un A-module & gauche,
on définit le bifoncteur Tor? par :

TOI‘*A(M, N) =L, (7®AN) (M)

3 (Co)homologie de groupes

Le formalisme précédent va nous permettre de donner une définition précise
de la (co)homologie de groupes (cf. [Wei95] section 6.1).
Dans cette partie, G désigne un groupe.

Définition 3.15. Soit M un G-module, on définit le module coinvariant Mg =
M/IM, ou I est I'idéal d’augmentation. Comme l'action de G sur Mg est
trivial, Mg est doté d’une structure de groupe abélien.

Proposition 3.16. Si M est un G-module, alors Mg est le plus grand quotient
sur lequel G agit trivialement.

Démonstration.
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Soit .S une partie génératrice de G, alors I est engendré a gauche par les
(s — 1)ses. Soit Sp & S, J l'idéal a gauche engendré par les (s — 1)ses,
alors J C I :

e Si Sy engendre G alors J =1
e Sinon, dgp € G\ (So), donc go — 1 ¢ J, mais dans ce cas, G n’agit pas
trivialement sur M/JM car (go — 1)M #0

Donc I est le plus petit idéal tel que G agisse trivialement sur M/IM, i.e.
Mg est le plus grand quotient sur lequel G agisse trivialement.

O

Lemme 3.17. Soit M un G-module, alors Mg = Z.Qyzc M ot Z est vu comme
G-module & droite avec action triviale.

Démonstration.

On considere ’application :

¢ M — Z@ZgM
m — 1®m

® est ZG-linéaire par ZG-linéarité du produit tensoriel. De plus, ® est
surjective car si k@ m € Z Qzg M -

kom=1-k@m=1& km = ®(km)

Or Vm € M, ® est constante sur Gm, donc nulle sur Gm — m, d’oul
Ker(®) C I, et on vérifie facilement que ® est nulle sur I, donc Ker(®) =1 :
par passage au quotient, on a bien I'isomorphisme annoncé.

O
Définition 3.18. On définit {’homologie de G a coefficients dans M :
H.(G; M) = Tor2%(z, M)

En particulier, on note H.(G) = H.(G; Z), ou Z est vu comme G-module a
gauche avec action triviale.

Theoréme 3.19. Soit Y un K(G, 1), alors :
H.(G) = H.(Y)

Démonstration.
Si Y est un K(G, 1), X son revétement universel, alors on a vu que
C.(X)—+7Z est une résolution libre (donc projective) de Z sur ZG et
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| comme Y = X/G, Cu(Y) = (Ci(X))g, donc H.(Y) = H.(G).

O
La définition de la cohomologie procéde de fagon tout a fait similaire :

Définition 3.20. Soit M un G-module, on définit le sous-module invariant
ME comme Vensemble des éléments de M stabilisés par G. Comme I’action
de G sur M@ est triviale, M est doté d’une structure de groupe abélien.

Proposition 3.21. Si M est G-module, alors MC est le plus petit sous-module
sur lequel G agit trivialement.

Lemme 3.22. Soit M un G-module, alors M =~ Homyg(Z, M) ou Z est vu
comme G-module a droite avec action triviale.

Démonstration.

Les éléments de Homyg(Z, M) sont uniquement déterminés par l'image
de 1. On pose :
U: MY — Homgg(Z, M)

m +— (11— m)

U est ZG-linéaire, injective et comme l'action de G' sur Homgzg(Z, M) est
triviale, elle est surjective, donc on a bien l'isomorphisme annoncé.

O
Définition 3.23. On définit la cohomologie de G & coefficients dans M :
H*(G5 M) = Exti(Z, M)

En particulier, on note H*(G) = H*(G; Z), ot Z est vu comme G-module &
gauche avec action triviale.

Theoréme 3.24. Soit Y un K(G, 1), alors :
H*(G) = H*(Y)

Démonstration.

| La preuve est totalement analogue & celle pour I’homologie.
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4 Propriétés générales de Tor et Ext

Les propriétés suivantes (admises) nous seront utiles par la suite.

Theoréme 3.25. Soit M un A-module d gauche, N un A-module & droite,

alors :
Lo(M &4 —)(N) 2 L.(—®4N)(M) = TorA(M, N)

(cf. [Weid5] section 2.7)
Remarque 3.26. On a un résultat analogue pour le foncteur Ext.
Corollaire 3.27. Soit M un A-module, alors :

Li(Z @76 —)(M) = Li(— @z6M)(Z) = H.(G, M)

En d’autre terme, on peut construire ’homologie de G a coefficients dans M
soit & partir d’une résolution de M que l'on tensorise par Z, soit d’une réso-
lution de Z sur ZG que l'on tensorise par M.

Theoréme 3.28. Soit M un A-module a droite, 0 N P Q 0
une suite exacte de A-modules & gauche, alors on a une suite exacte longue :

MRpNQ+—— M RQUP+— MOy N+—0
- )
Tor{'(M, Q) +—— Tor{{(M, P) <—— Tor{'(M, N)
N

...+———Tors (M, N)

(cf. [Bro82] section III.6)

Remarque 3.29. On a un résultat analogue pour les foncteurs covariants
—®4 M, Homy (M, —) et pour le foncteur contravariant Hom 4(—, M).

En appliquant la définition 3.18, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.30. Soit 0 M N P 0 wune suite ezxacte de A-
modules a gauche, alors on a une suite exacte longue :

Pqg N¢ Mg 0




Chapitre 4

Calculs de (co)homologie

1 Homologie des groupes cycliques

(cf. [Wei95] section 6.2)

Définition 4.1. Soit G un groupe fini, on appelle 1’élément normal de G
Vélement N =3 o9

Exemple 4.2. On a déja vu que dans le cas G cyclique d’ordre n engendré
par t, on a une résolution périodique de G sur ZG :

t—1 N t—1 €

G 7G G Z 0

donc en appliquant —¢, on obtient :

0,z n,7-%,7

qui nous donne ’homologie de G & coefficients dans Z :
Z sii=0
H;(G)=10 si 7 pair
Z/nZ sii impair
Plus généralement, si M est un G-module & gauche, en appliquant — ®zqM
& la résolution précédente, on obtient :

t—1

o Nom M

qui nous donne par le corollaire 3.27 I’homologie de G & coefficients dans M :

MG sit=0
Hi(G; M)=¢M%/NM si ¢ pair
Ker(N)/(t — 1)M si ¢ impair

ou Ker(N) ={me M; Nm = 0}.

21
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2 Calcul en degré 0

(cf. [Wei95| section 6.1)
Dans toute cette partie, G désigne un groupe.

Proposition 4.3. Soit G un groupe, N son élément normal alors :
e Si G est fini, alors Hy(G ; ZG) = ZN ;
e Si G est infini, alors Hy(G; ZG) =0

Démonstration.
On remarque d’abord que Ho(G'; ZG) = (ZG)C.

e Si G est fini, soit a € (ZG)%, a =3 kgg. Soit go € G, alors :

geG

goa = Z kgg909 = Z kggog + kgall =a
9€G 9790 "

donc en comparant les coefficients de a et gpa, on trouve que ]{7971 =k,
0
donc Vg € G, kg = k1 d’ott :

9=>Y kg=hkN
geG

ie (ZG)¢ =ZN
e Si G est infini, soit a € (ZG)%, a = EgeG kgg ou les kq sont presque
tous nuls. En particulier, dgo € G, kg, = 0. Donc par le méme calcul

que tout & ’heure on trouve que Vg € G, k; = k1 = 0, i.e. g = 0, d’ou
(ZG)E = 0.

O]

3 Calcul en degré 1

On peut calculer la cohomologie de G & coeflicients dans M dans le cas général :
il existe une relation étroite entre la cohomologie de degré 1 et la théorie de la
dérivation (cf. [Wei95| section 6.4) :

Définition 4.4. Soit M un G-bimodule, on appelle dérivation de G sur M
une application D: G — M vérifiant :

Vg, h € G, D(gh) = gD(h) + D(g)h

On note Der(G, M) 'ensemble des dérivations de G sur M.
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Proposition 4.5. Soit M un G-module a gauche : on munit M d’une action
triviale de G 4 droite. Alors les morphismes Dy, pour m € M définis par :

Vg € G, D(g) = gm —m
sont des dérivations de G sur M, appelées dérivations principales. On note
PDer(G, M) ={D,,; m € M}.
Démonstration.
Soit m € M et soient g, h € G, alors :

Dy (gh) = ghm —m = (ghm — gm) + (gm — m) = gD (h) + Di(g)
= gD (h) + Dp(g)h

Lemme 4.6. Soit M un G-module & gauche, alors :
PDer(G, M) 2= M/M¢

Démonstration.

On pose :
U: M — PDer(G, M)

m +— D,

U est un morphisme de groupe surjectif de fagon triviale. Si m € Ker(W),
alors :
Dp=0<=VgeG, gn—m=0+<me M®

Donc Ker(¥) = M%, donc par passage au quotient, on a bien l'isomor-

phisme annoncé.
O

Proposition 4.7. Soit M un bimodule sur G avec action triviale ¢ droite, soit
¢: I — M un morphisme de G-modules, soit Dy: G — M défini par :

Vg € G, Dy(g9) = ¢(9 —1)
alors Dy est une dériwation de G sur M.

Démonstration.

Soit ¢: I —> M un morphisme de G-modules, soient g, h € G, alors :

Dy(gh) = ¢(gh — 1) = ¢(gh — g) + ¢(g — 1) = gDy (h) + Dy(g)
= gDy(h) + Dy(g)h
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Lemme 4.8. Soit M un G-module a gauche, alors on a un isomorphisme :
Homyg (I, M) = Der(G, M)

Démonstration.

On pose :
®: Homyzg(I, M) — Der(G, M)

(25 — D¢>
® est un morphisme injectif de fagon triviale. Soit D € Der(G, M), on pose

¢: g— 1+ D(g), alors ®(¢) = D en tant que morphisme de groupes. Il
reste & montrer que ¢ est G-linéaire. Soient g, h € G, alors :

¢(h(g—1)) = ¢((hg — 1) = (h = 1)) = ¢(hg — 1) — ¢(h — 1)
= D(hg) — D(h) = hD(g) + D(h)g — D(h) = hD(g)
=holg—1)

Donc @ est surjective, donc ¢’est un isomorphisme.

O
Theoréme 4.9. Soit M un G-module & gauche, alors :
HY(G; M) = Der(G, M)/ PDer(G, M)
Démonstration.
On a une suite exacte 0 1 7ZG —=17 0, qui induit donc par

le théoréme 3.28 une suite exacte longue :
0 —— Homyg(Z, M) —— Homyg(ZG, M) —— Homyg (I, M)
/

Ext}o(Z, M) —— BExt},o(ZG, M) ——— ...

Comme ZG est projectif car libre, Extl~(ZG, M) = 0. La suite exacte
devient alors :

0 M¢ M —*= Der(G, M) — HY(G, M) —0

Ainsi, HY(G, M) = Der(G, M)/Ima, et Ima = M/ Ker(a), or Ker(a) =
M€, d’ou :
M/ Ker(a) 2 M/MS = PDer(G, M)
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Donc :
HY(G, M) = Der(G, M)/ PDer(G, M)

[
On peut également expliciter 'homologie de G lorsque M = Z (cf. [Wei95|
section 6.1) :

Proposition 4.10. Soit G un groupe, I son idéal d’augmentation, alors on a
un tsomorphisme :

G/D(G) = 1/I?
ot D(G) désigne le groupe engendré par les commutateurs de G.

Démonstration.

e On pose :
: G — I/I?

g — g—1

Montrons que 6 est un morphisme de groupes : si g, h € G, alors :

O(gh)y=gh—1=gh—1—(g—1)(h—1)=—-1+(g+h—1)
=g—1+h—1=0(g)+0(h)
0g ) =g —1=g 1 —1+(@g-1(g ' —)=-1+(-1-g+1)

=—(g—1)=-0(9)

Comme I/I? est commutatif, § envoie D(G) sur 0, i.e. D(G) C Ker(9),
donc on a une application :

0: G/D(G) — I/I?

e On pose :
o: I — G/D(G)
g-1 — 3
de facon & ce que o soit un morphisme de groupes. Soit (g—1)(h—1) € I?,
alors :
o((g—1(h—1))=0(gh—g—h+1)=0((gh—1)—(g—1) = (h—1))

= (gh)g h 1 =1
Donc I? C Ker(o), i.e on a une application :
7:1/T*> — G/D(G)

e [l reste & voir que @ et A sont bijections réciproques : c¢’est immeédiat.
Donc on a bien lI'isomorphisme annoncé.
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Proposition 4.11.
Hi(G) = G/D(G) = I/I?

Démonstration.

Soit Y un K(G, 1), alors H1(G) = H1(Y), or si X est un espace topolo-
gique alors m1(X)/D(m (X)) = H1(X), d’ou :

Hi(G) =m(Y)/D(m(Y)) = G/D(G)

et G/D(G) = I/I? par la proposition 4.10.
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