Indications de TD 1

Exercice 1. K est un corps convexe SYMETRIQUE.

1. On rappelle qu’une norme sur R" est une application
|e|:R"— [0, +0c0)

satisfaisant les trois propriétés suivantes :
(i) || = Osi et seulement si X =0;
(i) M X =|H]IX pour tout 4 € R, x e R";
(iii) [X+ Yl < [X + |yl pour tout X,y € R".

Dans notre cas, on observe d’abord que ’ensemble {/1 € (0, +o0) | % -XE€E K}
est un fermé dans (0, +o0) (comme K est compact donc fermé), non-vide
(parce que 0 est dans lintérieure de K) et stable par multiplication par un
nombre réel > 1 (comme K est convexe donc stable par multiplication par
un nombre réel dans [0, 1]). D’oty, il soit un intervalle de la forme [a, +co)
pour a> 0, soit (0, +o0) tout entier. Dans le premier cas, a = N(X) et dans le
deuxieme cas N(X) = O par définition.

Vérifions les trois conditions : pour (i), N(0) = O est évident parce que
A-0=0¢€ K pour tout 1 € R.g. Si N(X) = 0, alors par le denier paragraphe,
A-X € K pour tout 4 € R, comme K est compact donc borné, ce n’est
possible que pour x = 0. Pour (ii), il suffit de noter le fait que %,U-X e K
si et seulement si m - X € K (noter bien qu’on utilise la condition que K
est symétrique). Pour (iii), on peut supposer que X # 0, y # 0. Par (i) et le
dernier paragraphe, on sait que =% € K et =~ € K. Donc par la convexité

N(x) N(Y)
N(x) N() y : X+y :
de K, on a W . ﬁ NO)+NGY) . W € K, 1.€. W e K. Autrement—dlt,
N(X+Yy) < NEX) + N(y).



2. On note | o | pour la norme euclidienne sur R". On démontre d’abord
que N(e) : R" — (0,+c0) est une application continue. En effet, il existe
r > 0 tel que B, := {xe R":|x] <r} est contenu dans K par le fait que K est

d’intérieure non-vide. Ceci implique que pour tout x € R™\{0}, ﬁr € B, c K.

y N |X] A N . s L2 . . .
D’ott N(X) < = pour tout X € R". Grace a I'inégalité triangulaire (point (iii)
ci-dessus), on a

XVl

IN(X) = N(Y)I < N(x-y) < _—

donc N est continue.
Considérons I'application suivante :

f:K - D"
N

« o N&
X

ou par convention f(0) = 0. On prétend que f est continue. C’est clair a tout
X # 0 (parce que | o | et N(e) sont continus grace a l'inégalité triangulaire).
Au point 0, c’est équivalent a la continuité de N au point 0. Par 'argument
similaire, on a la continuité de ’application suivante

g:D" - K
X

X W'X

On vérifie facilement que f et g sont I'inverse de I'un et 'autre. Ceci démontre
bien que D" = K.

Pour I’énoncé sur le bord, il suffit de noter que les applications f et g
construites ci-dessus peuvent s’étendre sur R" tout entier a valeur dans R"
tout entier, donc donne une auto-homéomorphisme de R". En particulier, le
bord de D" correspond bien le bord de K, et f ou g induit bien un homéo-
morphisme entre les deux bords.

Exercice 2. 1. On vérifie les trois axiomes dune topologie :

— @, X* sont bien ouverts. (@ est compact.)

— Une intersection finie des ouverts est ouverte : si tout les ouverts consi-
dérés contiennent le point oo, alors le complément de leur intersection
est une union finie des parties compactes de X, donc compacte; s’il y
a au moins un ouvert considéré ne contient pas oo, alors leur intersec-
tion est égale a cet ouvert moins un nombre fini des fermés (compacité
implique fermé).



— Une union des ouverts est ouverte : si tout les ouverts considéré ne
contiennent pas oo, alors leur union est encore une partie ouverte de X;
s’il y a un ouvert contient co, alors le complément de I'union est une
partie fermée du complément de cet ouvert (qui est compact), donc
compact.

2. Sion a un recouvrement ouvert de X*, alors il y au moins un qui contient

oo, dont complément est compact par définition, qui est en fait recouvert par
un nombre fini d’ouverts de X. D’ou, on a la compacité de X*.

On a une bijection ensembliste X*\{oco} — X, et le fait que les application
dans deux sens sont continues est tautologique.

3. La condition (b) doit étre remplacée par : (b) L’application d’identité :
X*\{co} = X est un homéomorphisme.

Soit X* munie de la topologie définie comme avant. Supposons on a une
topologie éventuellement différente sur le méme ensemble X U {co} vérifiant
les deux propriétés (a) (b). On note cet espace topologique par Y. Montrons
que les bijections naturelles entre X* et Y sont des homéomorphismes. Ici par
‘naturelle’, on désigne I'application qui est id sur X et envoie le point co & co.

— L’application naturelle f : X* — Y est continue. Pour un ouvert U de
Y qui ne contient pas oo, alors f~*(U) est encore ouvert par la condition
(b). Pour un ouvert U de Y qui contient oo, alors Y\U est un fermé
de Y. Comme Y est compact par (a), Y\U est aussi un compact de Y,
donc un compact de X. Grace a (b), X"\ f}(U) = f1(Y\U) est aussi
un compact de X. Autrement-dit, f=1(U) est ouvert par la définition de
la topologie sur X*.

— Pour démontrer la continuité de I’application naturelle g = =2, il suf-
fit de démontrer que f est une application (continue) fermée. Chaque
fermé de X* est compact (comme X* 'est), donc son image est encore
compact, donc fermé dans Y.

4. Par le résultat de la question 3. ci-dessus, il suffit de montrer que

S"\{oo} = R", ot oo est un point de S", disons le pole nord. La projection
stéréographique depuis co établit bien un homéomorphisme S™\{oo} = R".

Exercice 3. On rappelle que X vV X" est par définition 1'espace quotient de
X x X} U {x} x X" par la relation (X, X') ~ (X, X'). On dispose d’une bijection
naturelle entre X v X" et X{X'} U {X} x X’. La continuité de I'application de
gauche a droit est par définition de la topologie quotient, la continuité de
I’application de droit a gauche est aussi facile a démontrer cas par cas.

Exercice 4. On écrit (a) pour St x St, (b) pour R?/Z?2, etc.



T = (b) et () = (C) sont assez évidents. Puis, comme R?/Z? = R/Z x R/Z,
il suffit d’établir un homéomorphisme S! = R/Z, qui est assez facile (par
exemple, on peut utiliser 'application exponentielle.)

Exercice 5. 1. Montrons d’abord que pour chaque point X ¢ A, on peut
construire un voisinage V de A et un voisinage U de X tels que l'intersection
U NV est vide. Pour chaque point a € A, on prend V, voisinage de a et U,
voisinage de X tels que VaNU, = @. Par la compacité de A, on peut choisir un
sous recouvrement fini de {Va}aea, noté {Vi}7,. Alors U := NL, U;, V := UL, Vi
nous conviennent.

On note X le point dans X/A qui correspond A. Alors le dernier para-
graphe traite le cas ot un des deux points a considérer est Xo. Dans le cas ou
deux points X; # X € X\A = (X/A)\{Xo} sont distincts de Xg, on peut prendre
dans X, par le paragraphe précédent, voisinages Vi, V2 de A et voisinages U;
de X1, Uy de X tels que, ViNU; = @, Vo NUy = @. On prend aussi dans X,
U’ voisinage de X; et U voisinage de X; tel que U; NU), = @, alors U] NU;
et U, N'U; descend en deux ouverts disjoints de X/A qui contient X; ou Xp
respectivement.

2. On dit qu’'un sous-ensemble de X est saturé, s’il contient toutes les
orbites de ses points; La saturation d’un sous-ensemble est le plus petit
sous-ensemble saturé qui le contient. On remarque que la saturation d’un
ouvert est encore ouvert, parce que 'application quotient est toujours ou-
verte. D’abord, on rappelle le lemme de ‘rigidité’ suivant :

Lemme : Soit K un espace compact, X un espace séparé, X € X un point.
S’il y a un ouvert U de K X X qui contient la fibre K X {X}, alors, il existe un
voisinage V de X dans X, tel que U contient K x V.

Pour montrer ’énoncé, il suffit de montrer qu’on peut séparer deux orbites
différentes par des ouverts saturés. Soient O;, O, deux telles orbites, on
prend d’abord deux ouverts disjoints U1, U, contenant Oy, O, respectivement.
Fixons un point X; € Oy, on considere I'application continue d’action :

c:GxX — X
(9. — g-x

L’image réciproque o~1(U;) est un ouvert de Gx X qui contient la fibre GX X;
par la construction. On applique le lemme pour obtenir un voisinage ouvert
V; de x dans X, tel que o(GxV;) C Uy, autrement-dit, G-V; € U;. On a aussi
un voisinage ouvert V, de X dans X par la méme construction pour un point



X2 € Oy et U,. Alors, les deux ouverts saturés G- V; et G-V, nous fournissent
les voisinages saturés des orbites.

3. L’espace des orbites est ’ensemble des formes de Jordan des matrices
de taille n x n. Le probleme de non-séparabilité se produit dans le cas des
matrices qui ont la méme valeurs propres (avec multiplicités) dont leur formes
de Jordan sont différentes. Par exemple, on ne peut pas séparer les orbites
de la matrice d’identité et la matrice suivante :

[o1)

Parce que, toute matrice de la forme

[0 1)

avec a # 0 est dans la meéme orbite, et 'identité est évidement contenue dans
I’adhérence de cette orbite.

Exercice 6. On considere I'action de Op(R) sur la sphere S™1. Cette action
est clairement transitive et le stabilisateur du point (1,0,---,0) est O,_1(R).
D’ou 'homéomorphisme.

Exercice 7. KP" est le quotient de K™*\{0} par homothéthies.
1. (R™NW\{0))/R* = S"/{+1} est évident parce que tout vecteur non-nul de
R™! est représentable par un point en §". Dans le cas complexe, comme
tout vecteur de C™? est représentable par un point dans S®™! et la rela-
tion d’équivalence venant des homothéthies se réduit sur S*™* en la relation
d’équivalence donnée par I’action de S*.

2. Trivial.

3. Ils sont tous la compactification d’Alexendroff.

Remarque : c’est la fibration de Hopf, le morphisme S = {(z, ) : |z1)* +
|2,/? = 1} — CP? étant simplement (z1,2,) +— z,/2, € CP~.

Exercice 8. Il n’est pas une variété parce qu’il n’est pas séparé.

Exercice 9. 1. Comme X est une variété, il est localement connexe par arc,
donc la connexité est équivalente a la connexité par arc.

2. Dans le cas X est un disque ouvert de R", la construction est facile
et intuitive mais la formule explicite peut étre compliquée. Pour donner une



formule explicite, on peut faire d’abord le cas d'un carré au lieu d'un disque,
puis composer I’homéomorphisme entre eux. Admettons le cas d'un disque,
on d’abord définit une relation d’équivalence entre les points de X, on dit
X ~ V¥ si la propriété dans I’énoncé est satisfaite. Alors le cas des disques
implique que les points dans chaque classe d’équivalence forment une partie
ouverte de X, donc aussi fermée (comme le complément des autres classes
d’équivalence qui sont ouvertes). Par la connexité de X, on sais qu’il n'y a
qu'une classe d’équivalence.

Exercice 10. Il existe une rétraction par déformation forte de M vers St
donnée par la contraction de la premiere coordonnée. Une homotopie H :
M x| — M entre idy et la contraction 7 : M — M qui associe (X,Y) le point
(%,y) est donnée par :

HO00 = (L= 0x- )+ 5.):

Exercice 11. Le regroupement est donné par :
- AD,0,P,Q,R,
- B,
- CEF,GHILJKLMNSTUVWXY.Z

Exercice 12. 1. Il suffit de noter les deux faits évidents suivants :
— Loi de composition (f xg)o (f’xg) = (fo f’)x(god).
— Si H est une homotopie entre f et g, H” est une homotopie entre f’ et
g, alors H x H” est une homotopie entre f X f” et gx ¢'.

2. RM\E = (R"K\{0}) x Rk ~ R \{0} ~ S"* ou la premiere homotopie
est donnée par la rétraction de la deuxieme coordonnée (une rétraction par
déformation forte), la deuxieme homotopie est donnée par la rétraction de la
direction de rayon (aussi une rétraction par déformation forte)

3. On fait I’'argument analogue de Exercice 1 pour démontrer que la paire
(R",C) est en fait homéomorphe a la paire (R", D").

4. Un exemple un peu trivial : soit X contractile, on prend A = X, B un
point de X.

Exercice 13. 3. On dispose d'une rétraction par déformation forte vers le
sommet.

1. Supposons d’abord que telle F existe. Comme f se factorise par CX
qui est un espace contractile, f est homotope a une application constante.



Réciproquement, si f est homotope a une application constante, alors 1'ho-
motopie H entre f est 'application constante est une application (continue)
H : XXl — Y telle que Hxxo est constante. Donc H se factorise en une appli-
cation continue F : CX — Y. L’application F ainsi construite nous convient.

2. Considere I'application D™! — CS" qui associe un point de D™?! de
module r de coordonnée sphérique généralisée 6 le point (0, r) dans CS". C’est
bien définie aussi pour r = 0. C’est bijective, continue, donc un homéomor-
phisme parce que les deux espaces sont compacts.

Exercice 14. En fixant une métrique euclidienne, on peut faire le processus
de Gram-Schmidt a une matrice non-dégénéré, pour obtenir une décompo-
sition, d’une facon unique, comme le produit d’une matrice orthogonale et
une matrice triangulaire supérieure dont les éléments de diagonale sont posi-
tives. On a donc un homéomorphisme (pas un isomorphisme des groupes!) :
On(R)XT — GLy(R), ou T est I'espace des matrices triangulaires supérieures
avec éléments de diagonale positives, qui est un corps convexe donc contrac-
tile. D’ou I’homotopie désirée.

Exercice 15. Comme tous les groupes sont en particulier munis de la topo-
logie induite de ’espace ambiant des matrices, pour déterminer la compacité,
il suffit de déterminer la bornitude.

— Groupes compacts : On(R), SO,(R), Un(C), SUL(C).

— Groupes non-compacts : GLy(C), GLy(R).

— Groupes connexes : GLy(C), SO, (R), Un(C), SUL(C).

— Groupes non-connexes : GLy(R), O,(R), ils ont deux composants connexes.

Pour la connexité, par le méme argument comme dans ’exercice précédent
en utilisant le processus de Gram-Schmidt, il suffit de démontrer les connexi-
tés de SOp(R), Un(C) et SUL(C). On montre le cas de SO,(R) d’abord, par
récurrence. On fait agir SOp(R) sur la sphere S"™1. L’action est évidement
transitive, et le stabilisateur du point (1,0,---,0) est exactement SO, _1(R).
Donc on obtient une application de SOn(R) vers S™! dont toutes les fibres
sont homéomorphes a SO,_1(R), on souvent écrit de la maniere suivante pour
ce genre de situation :

SO, 1(R) = SO,(R) — S™™.

Par la connexité des sphere et I’hypothese de récurrence, on a bien la connexité

de SO(R).



Une construction analogue est disponible pour le groupe unitaire ou uni-
taire spécial (il agit cette fois sur une sphere de dimension impaire plus
grande).

Exercice 16. On rappelle que la topologie de la convergence uniforme ou la
topologie compacte-ouverte est par définition la topologie engendrée par les
ouverts de la forme suivante :

OK,U :{fC(X,Y) | f(K)CU}
Elle est aussi la topologie sous-jacente de la métrique suivante :
d(f,g) := max{dy (f(x).9(x)) | xeX}.

L’exercice est completement tautologique si on connait le lemme suivant :
Lemme. Soient X, Y comme dans I’énoncé, alors une application H : Xx| —
Y est continue si et seulement si 'application correspondante G : | — C(X,Y)
est continue.

La démonstration du lemme n’est pas totalement triviale, mais standard. Voir
par exemple le poly du F.Paulin du cours de topologie §5.2, ou I'exercice 2.2
dans le TD2 de I'année 2011/2012.

Exercice 17. 1. Une reformulation de la définition de la topologie quotient.

2. C’est immédiate du point 1.

Remarque : ca s’appelle la propriété universelle de la topologie finale.

3. (a) Il est claire que c’est une application bijective continue. Il reste de
vérifier qu’elle est une application ouverte : mais un ouvert de Xy est automa-
tiquement un ouvert de X; pour | > K par I’hypothese. Donc on peut conclure
par le point 1.

(b) Par la propriété universelle (point 2), la colimite est unique a unique ho-
méomorphisme pres. L’espace X vérifie bien toutes les conditions de colimite,
donc ils sont homéomorphes.

4. D’abord, on montre que 'application d’identité est homotope a 1’ap-
plication de translation suivante :

T:S* —» S~
(Xla XZa”') = (Oa Xla XZa”')

ou la suite est toujours finie (mais a longueur non borné), au sens qu’il n’y a
qu’un nombre fini de places non nuls, de plus on a bien sur X Xi2 =1
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On note g l'opération de prendre la i-éme coordonnée d'un point (Xg, X, - - ),
alors une homotopie nous convient est donnée par la formule suivante :

T : . T ;
Moty = 005(5 - 2t) &+ sin (7 - 2t) e

L’idée de cette formule est la suivante : pour un point dans S® qui est tou-
jours une suite finie, par exemple (Xg, -+, X5, 0, - - -), pour le déformer vers son
translaté (0, X, - -+ , Xn, 0, - -+ ), on simplement échange les deux derniére coor-
données par rotation : (Xg, <+, %, 0,+-+) = (Xg, -+, X0-1, 0, X1, 0, - -+ ) ; et puis
(X2, 5 %021, 0, %0, 0, ) > (X, -+, Xn-2, 0, Xq_1, X, O, - - ) aussi par rotation,
etc. On arrive finalement a son translaté en n étapes, ou N est un entier non
borné. Pour faire déformer tous les points d’une facon uniforme et dans un
temps fini, il suffit de décider de faire I’étape concernant les i et (i + 1)-eme
coordonnées pendant le temps t € [1— %, l—% (et 2 fois plus vite). Comme
chaque point est de longueur fini, cette homotopie est bien définie.

Ensuite, on démontre que 'application de translation est homotope a
I’application constante (Xg, Xp,---) = (1,0,--+). L’homotopie est assez facile
& construire : (Sin(gt) , COS(’—Zrt) - X1, COS(’—Zrt) < Xo, - )

Exercice 18. 1. Par la définition de Exercice 17, GL, est bien la colimite de
GL,, aussi GL,, X GL, est la colimite de GL,, X GL,,. Comme les diagrammes
de la forme suivante sont commutatifs :

GLn X GLn ? GLn

l

GI—n+1 X GI—n+1 — GI—n+1
le diagramme suivant est commutatif pour tout n:

GL, x GL,

GI—n+l X GLn+1 ” GLoo

Par la propriété universelle de colimite dans Exercice 17 point 2, la multipli-
cation de GL,, est continue.
2. L’application de déterminant

GL.(R) - R*



est bien définie (continue) par la propriété universelle. Donc pour montrer
que GL.(R) a deux composantes connexes, il suffit de prouver la connexité
de GL} (R). Mais c’est évident : parce que chaque élément est en fait contenu
dans une partie finie, ou il existe un chemin reliant cet élément au point
d’identité, qui reste un chemin dans GL.

3. On remarque d’abord qu’il suffit de démontrer que les deux inclusion
suivantes sont homotopes :

i:GL, — GLy,
A O
A - ( 0 | )

j:GL, — GLp
I 0
A > ( 0 A )
En effet, f = po(ix ) et g=Ho(ixi), ou M est 'application de multiplication
de GLn. Pour montrer i ~ j. On considere 'homotopie suivante :

cos(4t)- A —sin(5t)- A J

A = [ sin(gt) | cos(gt) |

Notons que det H(t, A) = det(A) # 0. H est une homotopie qui relie ( g\ (I) )
0 -A

a | o | De méme, on peut construire une autre homotopie similaire qui
I O -A\.(I O
relie( " 5 Jal g Al

4. Le fait que i ~ | démonté ci-dessus nous permet de déduire également
que I'application suivante

f'=fo(jxi): GLax GLy — GLa
A O)

B,A|—>(OB

est homotope a g = HMo(i X1): B,A|—>( BOA (I) )
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Par conséquent, si on note ¢ : GL, x GL, — GL, x GL, I'application ‘flip’
qui échange deux coordonnées, alors

g~f=fot~gou

En conclusion, 'application de multiplication est commutative dans GL.
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