Indications de TD 2

Exercice 1. Enlever un point de R?, on obtient un espace homotope & St,
qui n’est pas simplement connexe. Par contre, enlever n'importe quel point
de R", pour n > 2, on obtient un espace homotope & S™* qui est simplement
connexe.

Exercice 2. (1) L’égalité de deux produits se découle de la fagon suivante :
Xey=(Xx1)e(lxy)=(Xoel)x(ley)=XxYy.
La commutativité :
Xey=(1lxX)e(yx1)=(ley)x(Xel)=ysxX=YyeX
L’associativité :
(Xey)ez=(xey)o(lez)=(xel)e(ye2)=xe(ye2).

(2) On considere deux lois de produit sur m1(X) pour X un groupe topo-
logique. La premiere est la loi usuelle pour un groupe fondamental, notée e :
on rappelle qu’elle provient de la ’conjonction’ de deux lacets. La deuxieme
provient de la loi du groupe - sur X lui-méme :

* | C]_]_(X) X Cll(x) - Cll(x)
a.p = (teat)-B(1)

On vérifie bien que * respecte 1’équivalence d’homotopie : soit H une ho-
motopie (a extrémités fixés) entre a et @', alors H - B est une homotopie
entre a(t) - B(t) et o/ (t) - B(t). Donc = descend bien en un produit encore noté
w1 (X 1) X m(X, 1) — m(X, 1).

Par la construction, e et * satisfont les deux conditions de (1), qui nous
permet de déduire la commutativité du groupe fondamental en particulier.



Exercice 3. Pour un entier n, on considere le sous-ensemble de B suivant :
B,:={beB|#pb) =nj}.

Par la définition de revétement, on prouve facilement que By, est ouvert pour
n. Comme B est 'union disjointe des B,, les By sont aussi fermés. Par la
connxité de B, on trouve que B = By pour un n.

Exercice 4. C’est exactement la propriété de relevement d’homotopie.

Exercice 5. C’est une conséquence immédiate de Exercice 18 de TD 1. (cf.
aussi Exercice 2.2 de TD 2 de 2011/2012.)

Exercice 6. 1. (a) C’est l'isomorphisme de changement de point de base.
Voir le cours.
(b) 11 suffit de noter le diagramme commutatif suivant :

my(f)

m1(S, x) ﬂl(Sl, f(x))
/ \
m1(SLy) G n1(Sh ()

2. C’est une conséquence immédiate du diagramme suivant :

71(S, X) nle) (% g (F()

m%

m1(Sh, £(¥)

deg deg deg
Z
% M
Z x deg(gof) Z

3. On remarque d’abord qu’une rotation est de degré 1, et homotope a
I'identité, donc on peut composer une rotation convenable a gauche ou a
droite autant qu’on veut sans changer la question.



Dans la suite, on va utiliser la coordonnée angulaire de S modulo 27. Si on
se donne deux endomorphismes de S! homotopes f ~ g, quitte & composer
avec certaines rotations, on peut supposer que f(0) = g(0) = 0. Soit H :
S x| — S! I'homotopie entre f et g, on peut définit une autre homotopie
relative a 0 entre f et g, en posant

H :S'xl — &t
) — HOt) —HO,) (mod2nr).

En conséquence, f, g représentent le méme élément dans 71(St, 0), ainsi ont
le méme degré.

Réciproquement, soient f,g deux endomorphismes de S! avec le méme
degré. Quitte a composer avec certaines rotations, on peut supposer que
f(0) = g(0) = 0. Sous cet hypothese, deg(f) = deg(g) implique que f et
g représentent le méme élément dans m1(St,0). Par la définition du groupe
fondamental, on obtient une homotopie (relatif a 0) entre f et g.

4. Si f n’est pas surjective, alors f se factorise par S*\X, qui est contractile.
Donc f est homotopiquement trivial. En particulier, elle est de degré nul. Le
contre-exemple de la réciproque est facile a construire.

5. On considere le relevement de f, f : R! — R!. Quitte composer des
rotations, on peut supposer que f(0) = 0. Ce qu’il reste est un argument
élémentaire en utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires.

Exercice 7. f: S" - R".

1. On applique le théoreme des valeurs intermédiaires a la fonction ¢(X) :=

f(xX) — f(—x).
2. (a) On considere le relevement de K,
k:R!— R
Sans perdre la généralité, on peut supposer que E(O) = 0. L’hypothese k(X) =
—k(—=X) pour tout X est équivalente a la condition suivante : pour chaque
X € S?, il existe un entier my € Z, tel que
2m, + 1
2

Par la continuité de E, on trouve que My est en fait indépendant de X : il
existe me Z, tel que pour tout X, on a

F(x + %) = F(x) +

— 1. —  2m+1
Ko+ 5) = k() + ——.
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On en déduit que

2m+1
2

— 1 —_
k(1) = k(é) + = Kk(0) + 2m+ 1).
Par définition, deg(k) = E(l) —]Z(O) =2m+ 1, est impair.

(b) Grace a I’hypothese de non-annulation de f(X)—f(—X), on peut construire
'application continue g : S? — S?! suivante :

R0 f(-X)
99 = T = Tl

Il est immédiat que g vérifie bien I’équation g(—x) = —g(X).

(c) ¢ se prolonge en une application de D?> — S!, donc elle est homoto-
piquement triviale. Donc g o ¢ 'est aussi. Par contre, K := g o ¢ vérifie bien
I'équation k(-X) = —K(X), par (a), k est de degré impaire. En particulier,
k n’est pas homotopiquement triviale. D’ot une contradiction, qui affirme
Iexistence de X tel que f(X) = f(—X).

Exercice 8. On applique le théoreme de Borsuk-Ulam a ’application conti-
nue suivante :

f:$2 > R?
X = (fa(x), fa(X))

ou
fa(X) ;= mindist(x, y);
yeA

fe(X) := mindist(x, y).
yeB

Par le théoréme de Borsuk-Ulam, il existe un point X € S?, tel que fa(=X) =
fa(X) et fg(—X) = fg(X). Si fa(X) = fa(—=x) = 0, alors X € A comme A est fermé;
si fg(X) = fg(—=X) = 0, alors X € B comme B est fermé; si fo(X) = fa(—X) > O et
fe(X) = fg(=X) > 0, alors X et —X ne sont pas dans AU B, donc ils sont tous
dans C.

Exercice 9. a= 0 dans 2.
2. (a) C’est un technique standard. Un argument non-constructif : on peut
faire une convolution a noyau C* a support compact suffisamment concentré
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a lorigine. Un argument constructif et élémentaire est aussi possible, par
exemple : pour un lacet y donné, on le découpe suffisamment tel que chaque
morceau est contenu dans un petit disque contenant pas l'origine. On rem-
place ce morceau simplement par le segment reliant le point de départ de ce
morceau et celle d’arriver. Et puis, on lissifie chaque point de coupage par
un petit arc convenable.

(b) Comme on a vu dans 1, I'indice est un invariant homotopique, il suffit
de montrer que l'indice de lacet t - €™ est n.

Exercice 10. Par définition, ZX = C*X U C™X, ot1 C*X := X x [0, 2]/X x {0}
et C°X 1= XX [%, 1]/X x {1}. Comme X = C*X N C X est connexe, on peut
applique le théoreme de Van Kampen :

m1(EX) = 11(C*X) Ky x) 711(CX),
qui est trivial parce que C*X et C~X sont contractiles.

Exercice 11. 1. My est la partie avec X < %, M, est la partie avec X > %

2. Comme un ruban de Moebius est homotope équivalent & un cercle (par
la rétraction sur le cercle au milieu). En particulier, son groupe fondamental
est Z. On note la classe de génératrice de m1(M7) par a, et la classe de géné-
ratrice de m1(My) par b (@ est le cercle descendant du segment X = %, b est le
cercle descendant du segment x = 2).

Comme C := M1 N M, est un cercle, dont la classe dans 71(M) est a2 et
la classe dans m1(My) est b?, en appliquant le théoréme de Van Kampen, on
obtient

m1(K) = m1(My) %,y (c) (M),

oumC)=Z - m(My) =Z-aest 1 am(C)=Z - m(My) =Z-best
1+ b2 En conclusion, m1(K) =< a,b | a=b?>.
3. L’abélianisé de my(K) =< a,b | a® = b? > est évidement

Z-a®Z-b/<2a-2b>~ZaZ/2.

Or le groupe fondamental d'un tore est < a,b | aba™lb™ = 1 >, et son
abélianisé est Z-a®Z -b~Z o Z.

Exercice 12. dmX =d > 3.
Par récurrence, il suffit de considérer le cas n = 1, noté X := X;. On choisit un
petit boule DY & I'origine X. Alors V = (V\{x})UD et (V\{x}) N DY = DI\{x} ~



S%1 Comme d > 3, S est connexe et simplement connexe, donc on peut
conclure en utilisant le théoreme de Van Kampen :

A1 (VXY = w1 (V\X) *ry00r ) 71(DY) = 71(V).

Exercice 13. 1. Par la présentation par un polygone de 2g cotés et le principe
d’attachement de cellule. On obtient que

m1(Sg) = (az, by, -+, ag, by | asbsa; i’ - agbgag byt = 1.

2. Utiliser toujours la présentation de polygone, on voit que 'effet ho-
motopique d’enlever un point est de faire disparaitre le 2-cellule, et D'effet
d’enlever chaque fois un point de plus est de rajouter de plus une diagonale
au polygone. En conséquence :

2g+n-1

11(Sg—X) =m( \/ S =Fagin1,

le groupe libre de (2g + n— 1) lettres.

3. C’est un fait général que a équivalence d’homotopie pres, identifier m
points distincts qui sont dans la méme composante connexe par arc est la
meéme de faire le bouquet avec (m— 1) cercles. En conséquence :

m-1

71(Se/Y) = mi(Sg v \/ SY) = 71(S) * Fn 1,
ou plus concretement,
m1(Sg/Y) = (g, by, -+ ,ag, g, C, - -+, Cmey | Aubra; byt - - aghgag byt = 1).
4. En combinant 2 et 3, on conclut que (n,m> 1)

2g+n+m-2

1((Sg—X)/Y)=m( \/ S =Fayinimo.

Exercice 14. RP" = S"/{x ~ —x}, la structure de CW-complexe est donnée
par la formule récursive suivante

R Pn+l =R Pn UgDn+l,
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ou 'application d’attachement est le quotient dD™! = S" — R P".

Les résultats sont : m(RPY) = m11(SY) = Z, m(RP") = m(RP?) = Z/2Z, pour
tout n > 2.

Le point clé est que attacher une cellule de dimension au moins 2 ne change
pas le groupe fondamental. Les résultats sont comme ci-dessous :

m(RPY) = (SY) =Z; ny(RP") = Z/2Z pour n> 2.

m1(CP") = 1 pour tout n.

Exercice 15. 1. ¢f. Le technique de modification d’une homotopie dans (3)
de Exercice 6.

2. On représente ab par le lacet yg qui fait un tour de vitesse uniforme
dans une moitié du temps t € [0, 1/2] sur le premier cercle, et fait un tour de
meéme vitesse dans 'autre moitié du temps t € [1/2, 1] sur le deuxieéme cercle.
On fait déformer ce lacet (i.e. une homotopie) de la maniere suivante : pour
se | le parametre de I’homotopie, le lacet ys est défini par :

—site[0,1- 3], ¥s(t) = yo(t + 3);

—site[l-3,1], ys(t) = yo(t — 1+ 3).

On peut vérifier facilement que y; représente ba.

Comme le groupe fondamental de S* v S! est le groupe libre de deux
lettre < &, b >, on a bien que ab # ba dans le groupe fondamental. Donc par
définition, ab et ba ne sont pas homotopes via une homotopie & extrémités
fixées.

Exercice 16. Dans 2, I' est un graphe connexe, et

c(l) := 1+ #{Arétes} — #H{Sommets}

1. En générale, une paire de CW-complexe est une cofibration, i.e. elle satisfait
la propriété d’extension d’homotopie. Pour une paire de CW-complexe (X, A),
si A est contractile, alors on peut contracter A sans changer le type d’homo-
topie de X : X —» X/A est une équivalence d’homotopie. Pour la preuve en
détaille, voir Chapitre 1 de Hatcher ’Algebraic Topology’, ou cf. la deuxieme
partie de TD 3 de 2011/2012.

2. S’il existe une aréte dont les extrémités sont distinctes, par 1, on peut
I’écraser sans changer le type d’homotopie, et le nombre des arétes et le
nombre de sommets réduisent par 1. Par récurrence et I’hypothese que I' est
connexe, il reste un sommet a la fin, et donc ¢(I') := 1+#{Arétes}—#{Sommets}
arétes. C’est-a-dire, le type d’homotopie de I est le méme qu’un bouquet de
c(I') cercles. D’ou le résultat.



Exercice 17. Soit G =< @s,---,0n | I1,---,Im > une présentation, ou I est
un mot en les lettres g°. On prend un bouquet de n cercles correspondant
aux générateurs. Puis, on attache m 2-cellules correspondantes aux relations
de la fagon déterminée par I'expression de rj par ;.

Exercice 18. 1. Il suffit d’observer que une matrice de SU,(C) est de la

forme : _
a -b
b a

avec &, b e C tels que |al® + |bj* = 1.
2. Comme S® est simplement connexe, m1(SU,(C)) est trivial.
Pour U,, on remarque que la suite exacte courte suivante

O—)SU2—>U2d—et>Sl—>O

0 0
0 1 ) Donc U est en

admet une section : S* — U,, qui envoie €’ vers (

fait un produit semi-direct :
U2 = SU2 > Sl.

En particulier, on a un homéomorphisme U, >~ SU, x S, (Attention : ce n’est
pas un isomorphisme de groupe de Lie.) D’otl, 71(U3) = m1(S?) = Z.
Par le processus de Gram-Schmidt, on sait que GL; se rétracte par déforma-
tion sur U,, donc son groupe fondamental est aussi Z.

3. On a I’'homéomorphisme suivant :

St = SO,(R)
i cosfd sing
& (—sine cose)

Donc m1(SOx(R)) = Z. Comme GL}(R) est homotope a SO,(R) par Gram-
Schmidt, son groupe fondamental est aussi Z. Pour GL;(R), il suffit de noter

qu'il est homéomorphe a GLJ(R) par multiplication par ( _01 (1) )

Exercices Additionnels
1. Pour le cercle a deux origines, on applique le théoreme de Van Kampen
a la partition obtenue par enlever un des deux points non-séparés. Alors



Iintersection est bien connexe et contractile, donc par Van Kampen, le groupe
fondamental est le groupe libre de deux lettres.

Le groupe fondamental de la droite a deux origines est isomorphisme a Z.
On utilise déformation d’homotopie pour ramener au groupe fondamental
d'un cercle. Soient H*, H™ les demi-plans fermés supérieure et inférieure
respectivement. On note L*, L™ les bords de H*, H™, note O*, O~ les origines
de L* et L™, et X", X~ les coordonnées de L*, L™ respectivement. Comme
H* se rétracte par déformation sur L* et méme pour H™ et L™, on sait que
le groupe fondamental de la droite a deux origines est isomorphe a celle de
H*[JH /{x* ~ x7; x# 0}. On remarque que 'inclusion H"\{O*"} — H™* est
une équivalence d’homotopie. Du coup,

m ((H ]_[ H7) /X" ~ x5 x# 0}) = my ((H\{O") ]_[ H™\(O7}) /(X" ~ x7; x# 0}).

Or I'espace & droite est évidement R?\{O}, dont le groupe fondamental est Z.

Une autre solution (suggérée par Hua WANG) : D’abord par le technique
de la preuve de la surjectivité pour le théoreme de Van Kampen (plus pré-
cisément, on découpe un lacet suffisamment pour que chaque petit segment
contient au plus un origine), il est facile de montrer que G est engendré par
le lacet qui part de —1 a 1 passant par la premiere origine et revient de 1 a
—1 en passant par la deuxieme origine, donc G est un groupe cyclique. Or
on reprend le cercle a deux origines X. On note les deux origines X; et X, et
choisit un autre point X. On considere un recouvrement de X différent de ce
qu’on a utilisé ci-dessus : Uy 1= X\{X}, Uy := X\{X¢}. Alors, X = U; U U5 et
U;NU; ~ R! qui est connexe et contractile. Par le théoreme de Van Kampen
et le résultat du groupe fondamental de X, on obtient :

GxZ=2Z2%Z2,

ou G est le groupe fondamental de Uz, qui est homéomorphe a une droite a
deux origines. En abélianisant, on en déduit que le rang de G est un, c’est-a-

dire, G ~ Z.

2. C’est le groupe libre sur N.



