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1 Anneaux

1.1 Définition, exemples et premiéres propriétés

1.1.1 Définition. Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition
internes, notées + resp. - et appelées addition resp. multiplication, vérifiant les
axiomes suivants.

— (A, +) est un groupe commutatif; on note donc 0 son élément neutre.

— La loi - est associative.

— Pour tous z,y,z € A on a (loi de distributivité)

(x+y)z=zz4yz, z(x+y)=zz+ 2y,

ou on écrit xy au lieu de x - y etc.
Si A contient un élément neutre pour la loi -, alors cet élément est noté 14, ou
simplement 1 si cela ne risque pas de causer de confusion. Dans ce cas on dit que
A est unitaire.
Si la loi - est commutative, on dit que 'anneau est commutatif.

1.1.2 Remarques. (i) L’élément 1 est unique (sl existe). En fait, si 1,1’ sont
deux éléments neutres pour laloi -, onal=1-1 =1

(ii) Dans tout anneau A on a les régles de calcul suivants :
0-2=0+0)-2=0-240-x,
donc 0 -z = 0 pour tout x € A (méme si A n’est pas unitaire) et
0=0-z=(14+(-1) - z=x+(-1)

donc (—1) -z = —z pour tout x € A. On voit de la méme fagon (laissé
comme exercice!)

(=2)-y=—(r-y)=2-(-y)
pour tous z,y € A, méme si A est non-unitaire et que (—x) - (—y) = x - y.



(iii) {0} est un anneau unitaire dans lequel 1 = 0. Si A est un anneau unitaire
contenant au moins deux éléments, alors 0 # 1. En fait, si x # 0 on a
l-z=2,0-2=0, donc 1 # 0.

1.1.3 Exemples. (i) Munis des opérations habituelles, Z, Q, R, C sont des
anneaux commutatifs unitaires. L’ensemble 2Z = {2n | n € Z}, muni de
I’addition et la multiplication des entiers est un anneau non-unitaire.

(ii) Si m > 1 est un entier, alors Z/nZ est un anneau unitaire commutatif
dans lequel 1 # 0. On reviendra plus tard sur la construction générale des
anneaux quotient.

(iii) Pour tout anneau unitaire commutatif, I’ensemble M,,(A) des matrices nxn
a coefficients dans A, muni de I'addition et de la multiplication matricielle,
est un anneau unitaire. Il est non-commutatif si n > 2 et A # {0}.

(iv) Si E est un ensemble et A est un anneau, alors A” ensemble des appli-
cations de F dans A, muni de 'addition et de la multiplication point par
point, est un anneau. Il est commutatif resp. unitaire, si A l'est. Si £ = N
ou £ = N* alors un élément de AF est une suite dans A indexé par les
entiers ¢ > 0, resp. 7 > 1.

Dans la suite, sauf mention du contraire, on entend par anneau toujours un anneau
unitaire.

1.1.4 Polyndémes.

Si A est un anneau commutatif (unitaire) alors on définit ’annéau des polyndmes
a coefficients dans A, noté A[X] de la maniére suivante.

Si E est un ensemble, alors on note A¥) C AP I’ensemble des applications f telles
que {x € E'| f(x) # 0} est fini. Si £ = N alors A® est donc I’ensemble des suites
(Ao, A1, .. .) d’éléments de A tel qu’il existe un N € N avec A\; = 0 pour i > N. On
munit AN de addition habituelle des suites et de la multiplication définie par

(Aoy A1y o) = (o iy o) = (vou v .. 2)

ol v, = Z?:o Aiftn—i- On vérifie que la somme et le produit de deux éléments de
AM) appartiennent bien & AMN et que les deux opérations donnent bien lieu a la
structure d’anneau. On note A[X] ce anneau.

L’élément (0,1,0,...) € A[X] est désigné par X et on écrit simplement A pour la
suite (X,0,...). On vérifie alors que, pour ¢ > 0 on a X* = (0,...,0,1,0,...) et
plus généralement \- X = (0,...,0,),0,...), avec le 1 resp. le A & la iéme position.
Le polynoéme P = (Ag, A1, ...) € A[X] est alors égal a la somme finie Y., A\ X"

1.1.5 Définition. (i) Soient A et B deux anneaux unitaires. Une application
v: A — B est appelé morphisme d’anneaux si ¢ vérifie les conditions



(i)

— ¢(x+y) = () + ¢(y) pour tous z,y € A
— (ry) = p(r)p(y) pour tous r,y € A

Un sous-ensemble B d’un anneau A est appelé sous-anneau si 14 € B et
les lois + et - définissent sur B la structure d’un anneau.

1.1.6 Remarques. (i) Dans 1.1.5(i), la premiére condition dit que ¢ est un

(iv)

(v)

morphisme de groupes additifs (A, +) — (B, +). En particulier, ¢(04) =
0p. Par contre, la deuxiéme condition n’entraine pas la derniére. En effet,
I'application Z — Z x Z, n + (n,0) (avec I'addition et multiplication
évidente sur Z x Z) satisfait les deux premiéres conditions mais pas la
derniéere et ce n’est donc pas un morphisme.

De méme, dans la partie 1.1.5(ii) il faut exiger que 14 € B car les opérations
+ et - définissent sur I'ensemble Z x {0} C Z x Z la structure d’anneau
unitaire mais Z x {0} n’est pas un sous-anneau de Z x Z.

Il est évident que pour tout anneau A, I'identité id4 est un morphisme
d’anneaux. Si B C A est un sous-anneau alors l'inclusion naturelle est un
morphisme d’anneaux. Le composé de deux morphismes d’anneaux est un
morphisme d’anneaux.

Un morphisme d’anneaux ¢: A — B est un isomorphisme si et seulement
s’il existe un morphisme d’anneaux ¢ : B — A tels que ¢ et 1 sont inverses
I'une de l'autre. En fait, si ¢ est un morphisme bijectif d’anneaux, alors
I'inverse est également un morphisme d’anneaux. Un isomorphisme d’un
anneau A dans lui-méme est appelé automorphisme de 'anneau A.

Sip: A — B est un morphisme d’anneau, alors le noyau de ¢ est ’énsemble
{z € A| ¢p(z) = 0}. Il est noté Ker ¢.

1.1.7 Exemples. (i) Z C Q C R C C est une suite des inclusions des sous-

(i)
(i)

(iv)

anneaux.

Si A est un anneau commutatif alors A est un sous-anneau de A[X]. Il est
également isomorphe au sous-anneau des matrices diagonales de M,,(A).
Z[V2) = {a+bv/2 € R | a,bc Z} et Z[i]| = {x +yi € C| x,y € Z} sont des
anneaux commutatifs unitaires, ce sont en effet des sous-anneaux de C (et
le premier est aussi un sous-anneau de R).

L’ensemble

p
P |pezanen)
{10n|p6 et n € N

des nombres décimaux est un sous-anneau de Q.



(v) Si A est un anneau, les ensembles

{P: i)\iXi c AX] | A = 0}

=1

et {P € A[X] | P(1) = P(—1)} sont des sous-anneaux de A[X].

(vi) Pour tout anneau A il existe un morphisme ¢: Z — A d’anneaux et un seul.
Il est donné par ¢(n) =14+ ---+ 14 pour n € N* (ou la somme comporte
n termes), ¢(0) = 0 et p(—n) = —p(n) pour n € N*,

(vii) L’anneau des quaternions réels est 'ensemble

o {(; 7)esuc)

C’est un sous-anneau unitaire non-commutatif de My(C). L’application
C — H donnée par z — (§?) est un morphisme injectif d’anneaux qui
identifie C avec un sous-anneau (commutatif) de H.

1.1.8 Evaluation des polynémes.

Soient ¢: A — B un morphisme d’anneaux avec A commutatif et b € B tel que
w(a)b = by(a) pour tout a € A. Alors il existe un unique morphisme d’anneaux
@p: A[X] — B tel que gpla = ¢ et @p(X) = b. En effet, pour P = Y (N X' €
A[X] on a nécessairement

A(P) =D ()b

et on vérifie que cette formule définit bien un morphisme d’anneaux. L’anneau
A[X] est caractérisé par cette propriété.

Si A C B est un sous-anneau, et ¢ I'inclusion naturelle, alors le morphisme ¢ est
noté ev, et appelé l’évaluation en b. On note généralement P(b) = evy(P).

1.1.9 Remarque. La construction s’applique notamment a l'inclusion A C M,,(A)
des matrices scalaires dans ’ensemble des matrices carrés & coefficients dans A.

1.1.10 Définition. Soient A un anneau et x € A. On dit que x est une unité de
A ¢’ existe y € A tel que yr = xy = 1. L’ensemble des unités de A est noté A*.

1.1.11 Remarques. (i) Pour que x € A soit une unité il faut et il suffit qu’il
existe un inverse a gauche y et un inverse a droite z pour la multiplication.
En fait, si y et z sont des inverses a gauche et a droite respectivement alors
onay=yls=y(xz)=(yr)z =1a2z = 2.
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(i) L’inverse de x, §'il existe, est unique. Il est noté x 1.

(iii) Dans la littérature on trouve aussi la terminologie « élément inversible » au
lieu de « unité ».

1.1.12 Proposition. L’ensemble des unités de A est un groupe pour la multipli-
cation dans A.

Démonstration. Si x et y sont des unités alors xy est une unité; en fait y 'z =! est

I'inverse de xy. Donc la multiplication determine une loi interne sur A et il est
laissé comme exercice a vérifier que A* est un groupe pour cette loi. O

1.1.13 Exemples. (i) Z* = {£1}, Q* = Q\ {0}, R* =R\ {0}, C* = C\{0}.

(i) SiA=7Z,Q,R,Con a A[X]* = A*. En fait, si P, @ sont des polynémes de
degré n resp. m, alors P-() est un polynéme de degré n+m, donc les seules
polyndémes qui peuvent étre inversibles sont de degré 0 et un polynéme de
degré 0 est inversible si et seulement si il I'est en tant qu’élément de A.

Notons que dans 'anneau Z/4Z[X], le polynoéme 2X + 1 est inversible sans
appartenir a (Z/47)*.
(iii) Pour les quaternions on a H* = H \ {0}.
1.1.14 Définition. (i) Soit A un anneau commutatif. Un élément = € A est
appelé diviseur de 0 si x # 0 et §’il existe y € A avec y # 0 tel que zy = 0.

(ii) Un anneau A commutatif est intégre si 0 # 1 et si A ne contient pas de
diviseurs de 0.

1.1.15 Remarques. (i) Si A est un anneau commutatif et si x € A* alors «

n’est pas un diviseur de 0. En effet, si zz =0 alors 0 = 27 1.0 = 2712z = 2.

(ii) Un anneau commutatif est donc intégre si et seulement si 1 # 0 et si xy = 0
implique x =0 ou y = 0.
1.1.16 Exemples. (i) Les diviseurs de 0 dans Z x Z sont les éléments (n,0)
et (0,n) avec n # 0. L’anneau Z x Z n’est donc pas intégre.
(ii) Les anneaux Z,Q,R,C, Z[v/2] et Z]i] sont intégres.

(iii) Si A est intégre, alors A[X] l'est aussi et dans ce cas on a A[X]* = A*. En
fait, ’'argument de I’exemple 1.1.13(ii) fonctionne pour tout anneau intégre

A.

1.1.17 Proposition. Soient n > 0 un entier et 0 # x € Z/nZ. On fize un
représentant a de x. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) x est une unité dans Z/nZ.

(i1) x n’est pas un diviseur de 0 dans Z/nZ.
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(11i) n et a sont premiers entre eut.

Démonstration. 11 est clair que 1.1.17(i) entraine 1.1.17(ii).

Si x # 0 n’est pas un diviseur de 0, alors application Z/nZ — Z/nZ,y — xy
est injective, donc bijective, donc x est une unité dans Z/nZ, c.-a.-d. 1.1.17(ii)
entraine 1.1.17(i).

Des entiers a et n sont premiers entre eux si et seulement s’il existe des entiers r
et s tel que ar +ns = 1. C’est le cas si et seulement si il existe r tel que @ -7 =1,
ce qui est équivalent & ce que z = @ est une unité dans Z/nZ. On a montré que
1.1.17(i) est équivalent a 1.1.17(iii). O

1.1.18 Corollaire. Soit n > 0 un entier. L’anneau Z/nZ est intégre si est seule-
ment sin =0 oun = p avec p un nombre premier.

1.2 Idéaux.

Dans la suite on va étudier surtout les anneaux commutatifs unitaires. En fait, sauf
explicite au contraire, dans la suite le mot algebre signifera anneau commutatif
unitaire.

1.2.1 Définition. Soit A un anneau commutatif. Un sous-ensemble I C A est
appelé idéal de A si I vérifie les conditions suivantes :

— [ est un sous-groupe additif et

— pourtousx € [,a € Aonaax € I.

1.2.2 Exemples. (i) Pour tout n € Z, nZ = {nk | k € Z} C Z est un idéal.

(ii) Sip: A — B est un morphisme d’anneaux, alors le noyau de ¢ est un idéal
de A.

(iii) En généralisant le premier exemple, pour tous anneau commutatif A et
a€ A,
(a) =aA ={azx | x € A}

est un idéal dans A, appelé lidéal principal engendré par a.

On voit en particulier que (0) = {0} et (1) = A sont des idéaux. Un élément
a € A est une unité dans A si et seulement (a) = A (laissé comme exercice!).

1.2.3 Proposition. Soient A un anneau commutatif unitaire et I C A un idéal.
On note A/I le groupe quotient du groupe additif de A par le sous-groupe (distin-
gué) I.
(1) 1l existe sur A/I une structure d’anneau, et une seule, telle que la projection
canonique wy: A — AJI est un morphisme d’anneau. L’anneau A/I est
commutatif.



(i) Le morphisme m: A — A/I vérifie la propriété universelle suivante. Si
p: A — B est un morphisme d’anneaux tel que I C Ker, alors il existe
un unique morphisme d’anneaux p: A/l — B tel que p = o my.

Démonstration. Prouvons 1.2.3(i). On sait de la théorie des groupes que A/l est
un groupe abélien et 'application canonique 7: A — A/I qui associé & un élément
a € A sa classe @ = m(a) est un morphisme des groupes. Pour a,b € Aet x,y € [
on a

(a+x)(b+y) =ab+ zb+ ay + vy

et comme zb + ay + zy € I, 'application
AT x AJT — AJI, @-bw~ ab

est bien défini. C’est la seule loi multiplicative sur A/I pour laquelle 7; peut-étre
un morphisme d’anneaux. Parce que 7 est surjective, 1’associativié, la distributi-
vité et la commutativité dans A/l sont des conséquences de l'associativié, de la
distribituvité et de la commutativité dans A. De méme il est clair que 1 est I'unité
dans A/I. La définition de la multiplication dans A/l entraine immédiatement
que 7 est un morphisme d’anneaux.

Passons a 1.2.3(ii). On sait que l'application : A/I — B, définie par B(a) = ¢(a)
est bien définie et que c¢’est un morphisme des groupes. De plus on a clairement
?(1) = p(14) = 1p et, pour @,b on a

P(ab) = p(ab) = p(a)p(b) = B(@H(b),

donc @ est un morphisme d’anneaux. L'unicité de P est également garantie par la
théorie des groupes. O

1.2.4 Corollaire. Soit ¢: A — B un morphisme surjectif d’anneaux commutatifs
unitaires. Alors ¢ induit un isomorphisme p: A/ Ker p — B.

Démonstration. On applique la Proposition 1.2.3 avec I = Ker . On vérifie faci-
lement que le morphisme @: A/ Ker ¢ — B est un isomorphisme. O

1.2.5 Exemples. (i) Pour A = Z et I = nZ on obtient 'anneau A/l = Z/n’Z.
Si n,m sont des entiers et si n est un multiple de m, alors nZ C mZ et
donc le noyau de la projection canonique 7: Z — Z/mZ contient nZ. On
obtient alors un morphisme d’anneaux (canonique) 7: Z/nZ — Z/mZ.

(i) Soit A = Z,Q,R,C. Fixons a € A et posons I = (X — a), alors 'évalua-
tion ev,: A[X] — A est un morphisme d’anneaux surjectif. On verra dans
la suite que son noyau est I (cela utilise la division euclidiennes de poly-
nomes, on reviendra la-dessus plus tard) donc ev, induit un isomorphisme

ova: A[X]/T = A



(iii) L’application R[X] — C, P =Y, Ay X" — P(i) est un morphisme surjec-
tif d’anneaux, son noyau est I = (X2 + 1) (on justifiera cela formellement

plus tard par la division euclidienne des polynoémes). On obtient un isomor-
phisme R[X]/(X?* + 1) = C.

1.2.6 Proposition. Soient A un anneau commutatif unitaire, E un ensemble non-
vide et pour tout o € E soit I, un ideal de A. Soit enfin X C A un sous-ensemble
de A.

(i) L’intersection (\,cpla est un idéal.

(11) L’ensemble de tous les idéaux de A contenant X est non-vide et

N 1
I est un idéal
XCICcA

est le plus petit l’idéal de A qui contient X. Il est appelé 1'idéal engendré
par X et il est noté (X).

(iii) Si E = {1,...,n} et si [[;_, Ix désigne lidéal engendré par l’ensemble
{HZ:1 Tk | Ty € ]k:} alors

() Si E = {1,...,n} et si Iy, + I, = A pour tous ky; # ko, alors on a une
égalité HZ:l ]k’ = ﬂZ:l ]k

Démonstration. Montrons 1.2.6(i). On sait de la théorie des groupes que (), cp 1o
est un sous-groupe de (A, +). Soient x € (), .p Lo et a € A. Alors pour tout o € E
on a x € I,, donc ax € I,, donc ax € (), cp La-

Pour 1.2.6(ii), notons que I'ensemble des idéaux de A est non-vide parce que A
lui-méme est un idéal qui contient X. D’aprés 1.2.6(i), I'intersection considérée
ici est un idéal. Il contient X par construction et il est contenu dans tout idéal
contenant X.

En ce qui concerne 1.2.6(iii), il est clair que 1’ensemble

k=1

est contenu dans I'idéal (;_, I, donc 'idéal engendré par cet ensemble est contenu
dans (,_; L.

On démontre enfin 1.2.6(iv) par recurrence sur n. Pour n = 1 il n’y a rien a
montrer. Si n = 2 I’hypotheése dit qu’il existe x € I,y € I tel que x +y = 1.



Soit z € [1 N Iy. Alors z = z- 1 = 2(x + y) = zz + 2y € 111, parce que zz et 2y
appartiennent tous les deux a I /[5.

Supposons maintenant que la conclusion est vraie au rang n > 2. Pour tout 1 <
k < n il existe xy, € I et yx € Ij, tel que z + yp = 1. Alors 1 = [[,_, (@x + k)
est une somme des 2" produits, le produit [];_, yx appartient a [[;_, I et tous
les autres produits appartiennent a I,,,1. On en déduit que

H L+ I =A
i=1

et cela implique que 'hypothése du cas n = 2 est donc vérifiée pour les idéaux
[T5_; Ix et I41. Avec cette observation et 'hypothése de récurrence on obtient

n+1 n n n n+1
ﬂ I, = ﬂ LN Iy = <H Ik> Nl = (H[k> Apy1 = H[k~
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
[
1.2.7 Remarque. Si a € A, alors on a ({a}) = (a) ou (a) est I'idéal principal
engendré par a, voir la définition 1.2.2(iii). Plus généralement, si X = {ay,...,a,}
est un ensemble fini, on écrit (ay,...,a,) au lieu de (X) = ({a1,...,a,}).

1.2.8 Définition. Soient E et les idéaux I, pour o € E comme dans la proposi-
tion 1.2.6. Alors on note
p

acl

I'idéal engendré par Uycgl,.
On utilise la 1.2.6(iv) pour établir une généralisation du lemme chinois.

1.2.9 Théoréme. Soit A un anneau commutatif unitaire et, pour k = 1,...,n,
soit I, un idéal de A tel que Iy, + Iy, = A si ki # ky. En notant par m le
morphisme m, de la proposition 1.2.3, Uapplication m: A — [[;_, A/I; définie
par m(a) = (m(a),...,m(a)) induit un isomorphisme

k=1 k=1

Démonstration. 11 est clair que 'application 7 est un morphisme d’anneaux de
noyau (,_, I,. D’apres le corollaire 1.2.4 il suffit de montrer que 7 est surjectif.
On raisonne par récurrence.



Sin=2etsix €I et zg €Iy satisfont z; + x4 = 1 alors

(1,1)=1=7(1) =7n(x1) + 7(x2) = (m1(x1) + m1(22), Mo (1) + mo(2)) =
(m1(22), m2(21)).

Pour z = (z1,2) € A/} x A/, il existe a1, as € A tels que z = (m(ay), m(as)).
Alors on a

m(a1ze + agxy) = (m1(a1x2), ma(aszy)) = (m1(a1), m(az)) = (21, 22) -

Supposons ensuite que 1’énoncé est vrai au rang n > 2. Pour n 4+ 1 on écrit =
comme composition des morphismes canoniques suivants

A— <A/ H]k,A/In+1> = (A/ ﬂ]k,A/]nH) = [ A/ x A/ -
k=1 k=1 k=1

Comme [[,_, Ix + I,41 = A d’aprés la démonstration de la proposition 1.2.6(iv)
et le dernier morphisme est un isomorphisme par ’hypothése de récurrence, 7 est
surjective au rang n + 1. O

1.2.10 Définition. On définit la fonction wndicatrice d’Fuler ¢: N* — N par
p(n) = [(Z/nZ)"|.

1.2.11 Proposition. (i) Sim et n € N* sont premiers entre euzx, alors on a
p(mn) = p(m)p(n).
(ii) Soient p un nombre premier et n > 0 un entier. Alors p(p") = (p—1)p"*.

Démonstration. Sim et n sont premiers entre eux alors le théoréme 1.2.9 s’applique
a anneau Z et aux idéaux (m) et (n) et affirme que I'application

Z/mnZ — L)mZ x 7./nZ

est un isomorphisme d’anneaux. On en déduit la premiére affirmation.

La deuxiéme affirmation est une conséquence immédiate de la proposition 1.1.17
car @ est inversible dans Z/p"Z si et seulement si (a,p™) = 1 si et seulement si a
n’est pas divisible par p. O

1.2.12 Exemples. (i) ¢(8) = 4 et le groupe multiplicatif (Z/8Z)* est iso-
morphe au groupe aditif (Z/2Z)% En fait les éléments non-triviaux de
(Z/87Z)* sont 3,5,7 et ils sont d’ordre 2 parce que 3 = 5% = 7% = 1
mod (8).

(ii) ¢(9) =6 et le groupe (Z/9Z)* est un groupe abélien de cardinal 6, donc il
est cyclique d’ordre 6. En fait, on voit facilement que 2 est un générateur.
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1.2.13 Définition. Soit A un anneau commutatif unitaire. On dit qu’un idéal
P C A est un idéal premier si P # A et pour tous a,b € A la condition ab € P
implique a € P ou b € P.

1.2.14 Proposition. Soit A un anneau commutatif unitaire. Un idéal P C A est
premier si et seulement si A/ P est intégre.

Démonstration. Supposons que P est un idéal premier et soient x,y € A/P tel
que zy = 0. Alors il existe a,b € Atel que x =adety =betona 0= zy = ab,
donc ab € P et comme P est premier onaa € Poub e P, donc z =0 ouy =0.
Comme P # A on a0 # 1, donc A/P est intégre.

Supposons que A/P est integre, alors 0#1dans A/P donc 1 ¢ Pet P# A. Si
a,be Atel que abe P alorsa =ab=0et donca=0oub=0, c-d-d. a € P
ou b € P. On conclut que P est premier. n

1.2.15 Définition. Soit A un anneau commutatif unitaire. On dit qu’un idéal
M C A est un idéal mazimal si

— M # Aet

— pour tout idéal I # A avec M C T onal =M.

1.2.16 Définition. Un anneau commutatif K est appelé corps si 1 # 0 et tout
x € K\ {0} est une unité. Autrement dit, K est un corps si et seulement si K \ {0}
est un groupe pour la multiplication.

1.2.17 Exemples. (i) Q,R,C sont des corps mais Z n’est pas un corps. Il
résulte de la proposition 1.1.17 que, pour n € N, 'anneau Z/nZ est un
corps si et seulement si p est un nombre premier.

(ii) Si K est un corps, alors K[X] n’est jamais un corps.

(iii) La remarque 1.1.15(i) implique qu’un corps est un anneau intégre.

1.2.18 Proposition. Soit A un anneau commutatif unitaire. Un idéal M C A est
maximal si et seulement si A/M est un corps.

Démonstration. Supposons que M est maximal, alors M # Adonc1 & M et 0 # 1
dans A/M. Soit 0 # x € A/M. Alors il existe a € A\ M tel que z = @. L’idéal
I = (M U{a}) (cf. 1.2.6(ii)) est un idéal qui contient strictement M, donc [ = A
parce que M est maximal. Cela implique qu’il existe r € A et m € M tel que
ar+m = 1. Alors on a a7 = ar + m = 1, donc x est inversible dans A/M et A/M
est un corps.

Supposons que A/M est un corps, alors 0 # 1 donc 1 ¢ M et M # A. Soient I un
idéal de A qui contient strictement M et a € I\ M. Alors @ # 0, donc il existe
v € A/M tel que ax = 1. Il existe b € A avec b= x et donc 1 —ab=1—ab =
l—ar=0,c-a-d.1—ab € M, donc 1 = ab+ (1 — ab) € I, ce qui montre que
I = A et M est maximal. O
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1.3 Anneaux principaux

1.3.1 Définition. Soit A un anneau commutatif unitaire et soient a,b € A.

(i) On dit que b divise a, que b est un diviseur de a ou encore que a est un
multiple de b s'il existe ¢ € A tel que a = be. On écrit alors b|a.

(ii) On dit que a est irréductible si a # 0, si a n’est pas inversible et si pour
¢,d € A avec a = cd on a que soit ¢ soit d est inversible.

1.3.2 Remarques. (i) Dans les anneaux Z, Q[X], R[X] et C[X] les notions
de diviseur et du multiple sont les notions habituelles bien connues.

(ii) Dans Z un entier n est irréductible si et seulement si n = £p avec p un
nombre premier.

1.3.3 Lemme. Soit A un anneau commutatif unitaire et soient a,b € A.
(1) b divise a si et seulement si (a) C (b).
(11) S’il existe u € A* tel que a = ub alors (a) = (b).
(111) Si A est intégre alors (a) = (b) si et seulement s’il existe u € A* tel que
a = ub.

Démonstration. Les deux implications de 1.3.3(i) sont évidentes.

Pour 1.3.3(ii), supposons qu’il existe u € A* tel que a = ub, alors b divise a donc
(a) C (b). Mais on a également b = u"'a, donc a divise b et (b) C (a).

Pour la derniére affirmation, on vient de prouver I'implication réciproque. Pour
I'implication directe supposons que (a) = (b). Si a = 0 alors (b) = (a) = (0) = {0}
donc b =0 =1"-a. Si a# 0 alors ’hypothése implique qu’il existe u,v € A tels
que b = ua et a = vb et donc a = vua. On en déduit que 0 = a — vua = a(l — vu)
et comme A est intégre cela donne uv = 1, c’est-a-dire que u,v € A*. O

1.3.4 Définition. Un anneau commutatif unitaire A est appelé anneau principal
si A est intégre et tout ideal I de A est principal, c.-a.-d. pour tout idéal I C A il
existe a € A tel que I = (a) ={Xa | A € A}.

1.3.5 Exemple. Z est un anneau principal. En fait, Z est intégre. De plus, si [
est un idéal de Z alors I est en particulier un sous-groupe de Z, donc il existe un
entier n > 0 tel que [ = nZ. Or, nZ = (n) est un idéal principal. Notons qu’on
vient de montrer que tout sous-groupe additif de Z est un idéal et que tous les
idéaux de Z sont de la forme de 'exemple 1.2.2(i).

1.3.6 Proposition. Soient A un anneau principal et a € A avec a # 0. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes.

— L’déal (a) est mazimal.

— L’idéal (a) est premier.
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— L’¢lément a est irréductible.

Démonstration. D’apreés les propositions 1.2.14 et 1.2.18, la premiére condition
implique la deuxiéme.

Supposons ensuite que (a) est un idéal premier, alors (a) # A = (1) et a n’est
pas une unité. Si a = be alors b € (a) ou ¢ € (a). Supposons que ¢ € (a), alors il
existe u € A tel que ¢ = ua donc a = be = bua et enfin a(1 — bu) = 0. Comme A
est intégre et a # 0 on en déduit 1 = bu donc b € A*. De méme, si b € (a) alors
c € A* et a est donc irréductible.

Finalement supposons que a est irréductible. Il suffit de montrer que (a) est un
idéal maximal. Notons d’abord que (a) # A, sinon on voit comme avant que
a € A*, en contradiction avec I’hypothése que a est irréductible. Soit I C A un
idéal qui contient (a). Comme A est principal I est un idéal principal donc il existe
b e A tel que I = (b). Comme a € (b), il existe ¢ € A tel que a = bc et a étant
irréductible on a soit b € A*, soit ¢ € A*. Dans le premier cas I = A et dans le
deuxiéme cas I = (a). L’idéal (a) est donc bien un idéal maximal. O

Dans un anneau principal A les élements a # 0 se factorisent de maniére essentiel-
lement unique comme un produit des facteurs irréductibles.

1.3.7 Définition. On dit que deux élements irréductibles p, ¢ d’'un anneau com-
mutatif unitaire A sont associés s’il existe u € A* tel que p = ug.

1.3.8 Remarques. (i) Il est facile a voir que cette rélation est une rélation
d’équivalence.
(ii) Si p et ¢ sont irréductibles et p|q alors p et ¢ sont associés.
1.3.9 Définition. On note I I’ensemble des classes d’équivalence et on choisit
pour chaque classe 7 € I un représentant p; de cette classe.
1.3.10 Théoréme. Soit A un anneau principal et soit 0 # a € A.

(1) Il existe des entiers a; > 0 qui sont nuls sauf pour un nombre fini de i et
une unité u tels que
a=u pr‘

el

o= oo

il

(i1) Si on a encore

ot les B; > 0 sont nuls sauf pour un nombre fini dei et v € A*, alorsu =v
et a; = B; pour tout 1.
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1.3.11 Définition. On dit que a admet une (unique) factorisation en éléments
irréductibles. Un anneau intégre A qui satisfait les conclusions du théoréme est
appélé anneau factoriel.

1.3.12 Lemme. Soient A un anneau principal et I C Iy C ... une suite croissante
des idéaux dans A. Alors la suite des I}, est stationnaire, c¢’ést-a-dire il existen € N
tel que I, = I,, pour tout k > n.

Démonstration. Posons I = |J,~, . Alors, I est un idéal. En fait, il est clair que
0€ . Sia,be I alors il existe k tel que a,b € I, et donc a —b € I, C I, donc I
est bien un sous-groupe de A. De plus, si a € I et © € A, alors il existe k tel que
a € I et donc xa € I, C I parce que I est un idéal.

Comme A est principal il existe ¢ € A tel que I = (¢). 1l existe n tel que ¢ € I,
donc, pour k > n, la suite d’inclusions

I=(cl,Ccl,ycClI
montre que I, = I, si k > n. O

1.3.13 Lemme. Soient A un anneau et a,b € A.
(1) Sice€ A tel que (a,c) = A et c|ab, alors c|b (lemme de Gauss).

(11) Soient A principal et p € A un élément irréductible. Alors p|lab implique que
pla ou plb (lemme d’Euclide).

Démonstration. Dans 1.3.13(i), '’hypothése que (a,c¢) = A implique qu’il existe
u,v € A tels que ua + vc = 1. En multipliant par b on en déduit que ¢ divise
uab + vbe = b donc si c|ab alors c|b.

Pour le lemme d’Euclide notons que l'idéal (p) est premier d’aprés la proposi-
tion 1.3.6. Si p|ab alors ab € (p) donc a € (p) ou b € (p) par définition d’un idéal
premier et on conclut que p|a ou plb. ]

Démonstration du Théoréeme 1.3.10. Pour prouver la premiére affirmation suppo-
sons qu’il existe a; € A qui ne posséde pas de factorisation. Alors a; n’est ni une
unité ni un élément irréductible donc il existe as et by tels que a3 = asbs et que ni as
ni by n’est une unité. Si as et by admettent chacun une factorisation alors a; aussi
admet une factorisation. Quitte & échanger as et by on peut donc supposer que
as n'admet pas de factorisation. On a (a1) C (az2) et d’apres le lemme 1.3.3 cette
inclusion est stricte. En itérant I'argument avec on trouve une suite strictement
croissante des idéaux
(a1) C (ag) C -+ C (a,) C---

dans A. C’est une contradiction avec le lemme 1.3.12 donc il n’existe pas d’élément
ay sans factorisation.
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Pour la deuxiéme affirmation on considére une relation

a=ul]p=o]]s (*)
iel iel

avec u,v € A* et (oy) # (B;) et ot M = max (D, a;, >, ;) minimal parmi toutes
les relations de ce type. On a alors M > 1 et on peut alors supposer que » . a; > 1.
Il existe j tel que o; > 0 donc p; divise a. Comme p; ne divise pas p; si ¢ # j,
le lemme d’Euclide 1.3.13(ii) implique que ; > 0. Comme A est intégre on peut
simplifier l'identité (x) a gauche et a droite par un facteur p; et on obtient une
relation du méme type avec max (), oy, Y. 3;) = M —1, contredisant la minimalité
de M. O

1.3.14 Définition. Soient A un anneau intégre et a,b € A non nuls.
— On dit que d € A est un diviseur commun de a et b si d divise a et b.
— On dit que d est un plus grand diviseur commun de a et b, et on note
d = pged(a,b) si d est un diviseur commun de a et b et si tout diviseur
commun de a et b divise d.
— On dit que a et b sont premiers entre eux si 1 est un pged de a et b.

1.3.15 Remarques. (i) Dans un anneau intégre quelconque, deux éléments
non nuls a et b n’ont pas forcément un pged.

(ii) Si d est un pged de a et b et u € A* alors ud est aussi un pged de a et
b. Réciproquement, si d,d’ sont des pged de a et b alors d’ divise d parce
que d est un pged et d’ est un diviseur commun et de méme d divise d'. Le
lemme 1.3.3 implique alors qu’il existe u € A* tel que d’ = ud. Le pged, s’il
existe, est donc déterminé a la multiplication avec une unité pres.

(iii) De maniére analogue, on définit les notions de multiple commun et de plus
petit multiple commun (ppcm) de deux éléments non nuls a,b € A.

1.3.16 Proposition. Soient A un anneau intégre et a,b,d € A avec a,b # 0 tels
que (a,b) = (d). Alors d est un pged de a et b.

Démonstration. Le fait que a,b € (d) implique que d est un diviseur commun de a
et b. Si d’ est un diviseur commun de a et b alors a,b € (d') donc (d) = (a,b) C (d')
d’on enfin d'|d. O

1.3.17 Corollaire (Bézout). Soit A un anneau principal et soient a,b deuz éle-
ments non-nuls de A. Alors a et b ont un pged. Si d est un pged de a et b alors
(a,b) = (d) et il existe x,y € A tels que d = ax + by.

Démonstration. L’idéal (a,b) est principal donc il existe d € A avec (a,b) = (d).
La proposition 1.3.16 implique que d est un pged. Si d’ est un pged de a et b alors
il existe une unité u tel que d' = ud donc

(d) = (d) = (a,b) = {azx + by | 7,y € A},
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d’ou la derniére aflirmation. O

1.3.18 Corollaire. Si A et a,b € A sont comme dans le corollaire précédent alors
les conditions suivantes sont équivalentes.

— a et b sont premiers entre euz.

— (a,b) = A.

— 1l existe x,y € A avec ax + by = 1.

Démonstration. On a déja montré que le premiére condition implique la deuxiéme
et la deuxiéme condition implique clairement la troisiéme. Supposons qu’il existe
x,y € A avec ax + by = 1, alors si d = pged(a,b) on a d|1 donc d € A* et 1 est
donc un pged de a et b. O]

1.3.19 Corollaire (Lemme de Gauss). Soient A un anneau principal et a,b,c € A
non nuls. Si a et ¢ sont premiers entre eux et c|lab alors c|b.

Démonstration. Compte tenu du corollaire précédent c’est une reformulation du
lemme de Gauss 1.3.13(i). O

1.3.20 Remarques. (i) En pratique il peut étre trés difficile a décider si un
anneau donné est principal ou non. Par exemple il existe des entiers d > 0
pour lesquels il n’est pas connu si Z[\/E] est principal ou non.

(ii) Si A est principal il est en généreal difficile de trouver un générateur d’'un
idéal donné. En particulier, il peut étre difficile de trouver pged(a, b) pour

a,be A

1.4 Anneaux euclidiens

1.4.1 Définition. Un anneau commutatif unitaire et intégre est appélé anneau
euclidien s’il est muni d’une application, appelé stathme ou parfois fonction eucli-
dienne s: A\ {0} — N telle que pour tous a,b € A avec b # 0 il existe g et r € A
tel que

a=0bqg+r etsoitr =0, soit s(r) < s(b).

On appelle 7 le reste de la division euclidienne de a par b.

1.4.2 Exemples. (i) L’anneau Z est un anneau euclidien avec stathme donné
par s(z) = |z|.

(i) L’anneau Z[i] est un anneau euclidien avec stathme s(z) = 2z = |z|.

1.4.3 Proposition. Soit A un annneau euclidien. Alors A est principal.
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Démonstration. Soit I un idéal de A. Si I = {0} alors I = (0) donc I est principal.
Sinon l'ensemble {s(z) | x € I \ {0}} est un sous-ensemble non vide de N donc il
admet un minimum. Soit b € I non nul tel que s(b) est minimal. On va montrer que
I = (b). Supposons pour cela que a € I. La division euclidienne de a par b donne
q,r € A avec a = bq + r et soit r = 0, soit s(r) < s(b). Comme r =a —bq € I, le
cas r # 0 est exclu par la minimalité de s(b). On a donc r = 0, d’ou a € (b) et il
s’ensuit que I = (b). O

1.4.4 Remarque. Il existe des anneaux principaux qui ne sont pas euclidiens. On
verra un tel exemple dans une des feuilles d’exercices. En fait, 'exemple « clas-
sique » est donné par le plus petit sous-anneau de C qui contient %ﬁ.

1.4.5 Définition. Soient A un anneau commutatif unitaire et P = A\g+ A\ X +. ..
un polyndéme non-nul & coefficients dans A. Le degré de P est le plus grand entier
d tel que A\g # 0, il est noté deg(P). Le degré de polyndéme 0 est par convention
—00.

Si P est un polynoéme non-nul de degré d, alors I’élément \; est appelé le coefficient
dominant. On dit qu’un polynéome P de degré d est unitaire si Ay = 1.

1.4.6 Lemme. Soient A un anneau commutatif unitaire et P,Q € A[X]. Alors
(i) deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)),

(i1) deg(PQ) < deg(P) + deg(Q) et

(ii1) si A est intégre alors deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
Démonstration. L’affirmation 1.4.6(i) et évidente. Si P =0 ou @ = 0 les 1.4.6(ii)
et 1.4.6(iii) sont faciles compte tenu de la convention que —oo +n = —oo pour
n€NU{-oo}. Si P =37 \X"et Q=3 ,pX’ sont non-nuls, de degrés n
et m, alors pour ¢ > n + m le coefficient v; du polynéome PQ est nul et, si A est
integre, vy 1m = Appm 7 0. O

1.4.7 Théoréme. Soit A un anneau intégre et soient Py, Py € A[X] o P, est un
polynome dont le coefficient dominant est inversible. Alors il existe des polynomes
Q, R € A[X] tels que

— PP=QP,+ R et

— deg(R) < deg(Ps).
Les polynomes () et R sont uniquement déterminés par Py et Ps.

Démonstration. Montrons d’abord I'unicité de @ et R. Supposons donc que
P=QP,+R=QP+ R

avec deg(R) et deg(R’) < deg(P,). Alors R— R' = (Q' — Q) P,. Si Q # @' alors le
lemme 1.4.6 donne la contradiction

deg(P2) > deg(R — 1) = deg(Q' — Q) + deg(F%) > deg(F%).
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On a donc @ = @’ et alors également R = R'.

L’existence est démontré par récurrence sur la différence deg(P;) — deg(P). Si
deg(Py) < deg(P,) on peut prendre ) = 0 et R = P;. Supposons donc que
k = deg(P;) — deg(P2) > 0 et que l'existence de @ et R est prouvé dans le cas oil
deg(P1) — deg(P2) < k. Soit d = deg(P2), alors deg(P;) = d + k et on peut écrire
P = Mg, X 4 ... 4 ). Le polynéme P, est de la forme P, = g X + ... o
ou g € A*. On considére alors le polynéme E = P - Ad+kungkP2. On a
deg(ﬁ) < d + k donc ’hypothése de récurrence implique qu’il existe @’ et R tels
que P = Q'P, + R et deg(R) < deg(P;). En posant Q = Q' + A\gyxpy ' X* on
obtient P, = QP> + R. O

1.4.8 Corollaire. Soit K un corps. Alors l'anneau des polynoémes K[X] est eu-
clidien avec stathme deg: K[X]\ {0} — N donc principal.

1.4.9 Définition. Soient A un anneau commutatif unitaire et P € A[X]. On dit
qu’'un élément a € A est une racine de P si ev,(P) = P(a) = 0.

1.4.10 Proposition. Soient A un anneau intégre et P € A[X]. Alors a € A est
une racine de P si et seulement st X — a divise P.

Démonstration. Soit P € A[X] quelconque. Comme X — a est un polyndéme uni-
taire, le lemme 1.4.7 implique qu’il existe @, R € A[X] tels que P = (X —a)Q+ R
et R est un polynoéme de degré < 1. On a donc R € A. L’évaluation en a donne
P(a) = ev,((X —a)@ + R) = R, donc a est une racine de P si et seulement si
R = 0 si et seulement si P est divisible par X — a. O]

1.4.11 Théoréme (Algorithme d’Euclide). Soient A un anneau euclidien avec
stathme s et a,b € A non nuls. On définit, par récurrence, une suite (r,)p,>_1 dans
A par
—r_1=aetrg=>bet
— st, pour n > 0, les éléments r_q,...,1, € A sont définis alors r, 1 est le
reste de la division euclidienne de r,_1 par r, si ce reste est non nul, la
suite s’arréte au rang n sinon.
Cette suite se termine a un rang fini N et ry = pged(a, b).

Démonstration. La suite des s(r,,), pour n > 0, est une suite strictement décrois-
sante d’entiers positifs donc elle est finie. Soit 7y le dernier terme de la suite (7,).
Pour 0 < n < N, soit g, le quotient de la division euclidienne de r,_; par r,,
de sorte que 7,11 = 7,1 — q,7,. Cette expression montre que ’ensemble des
diviseurs communs de r,_; et r, coincide avec I'ensemble des diviseurs communs
de 7, et r,11. On a donc pged(r,_1,7,) = pged(ry,, ry1), d’out par récurrence
pged(a,b) = pged(ry_1,7n). Comme la suite des r, se termine au rang N, le
terme ry divise ry_; donc le dernier pged vaut ry. O
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1.4.12 Remarque. D’aprés le corollaire 1.3.17, il existe u,v € A tels qu'on a
pged(a, b) = wa + vb. 1l est laissé comme exercice de voir comment ’algorithme
d’Euclide permet de déterminer de tels u, v.

1.5 Corps des fractions d’un anneau intégre

1.5.1 Théoréme. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre.

(1) 1l existe un corps Fu et un morphisme d’anneauz injectif 1: A — F4 avec
la propriété universelle suivante. Pour tout anneau commutatif unitaire B
et tout morphisme d’anneauz ¢: A — B tel que p(a) € B* pour tout a € A
avec a # 0, il existe un unique morphisme d’anneauxr p: Fy — B tel que
Y =po.L.

Le corps F5 est appelé le corps des fractions de A.

(ii) Si F' est un corps et J': A — F' un morphisme d’anneauz qui posséde
la propriéte universelle ci-dessus alors il existe un unique isomorphisme
d’anneaux V' Fy — F' tel que J = o 1. En particulier, /! est injectif.

Démonstration. Montrons d’abord 1.5.1(i). On note A* = A\ {0} et on considére
’ensemble A x A* qu’on munit d’une relation binaire en posant (a1, by) ~ (az, b)
si et seulement si a1by —asb; = 0. Cette relation est une rélation d’équivalence : elle
est clairement symétrique et réflexive. Supposons que (a1, by) ~ (ag, bs) ~ (as, bs).
Alors a1by — asby = 0 = agb; — aszbs. On a

Glbgbg — nglbg = bg(a162 — CLle) =0

a2b163 — agblbg = b1 (a2b3 - agbg) =0

et en prenant la somme de ces deux équations on obtient by(a1b3 — azb;) = 0, d’ou
a1bs — agby car A est intégre et by € A*. Cela montre que (ay,b;) ~ (as,bs) donc
la transitivité de ~.

En tant que ensemble on définit F)4 comme ’ensemble de classes d’équivalence. La
classe d’équivalence de (a,b) sera noté ¢ ou ab~' On définit sur A x A* deux lois
internes 4 et - dont les définitions sont motivées par par les formules usuelles pour
I’addition et la multiplication dans Q :

((Il, bl) + ((12, bz) = (albg + &le, blbg) et
(G1;b1) : (a27b2) = (a1a2;b1b2)-
On laisse comme exercice la vérification que ces deux lois sont compatibles avec la

relation d’équivalence, donc elles induisent une addition et une multiplication sur
F4, données par

ay a9 albg + b2a1

b b bib
@ma _ mo
by by  biby’
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Il est élémentaire de vérifier que F'y avec ces deux lois est un anneau commutatif
unitaire. L’élément neutre pour ’adddition est % et I'unité pour la multiplication
est % Il est encore clair que I'application ¢t: A — F4, a — { est un morphisme
d’anneaux. Il est injectif car § = %} si et seulement sia=a-1—0-1=0. De plus,
pour a,b # 0 on a % FrEF et 27 = % = %, donc F4 est un corps.

Finalement, si ¢: A — B est un morphisme d’anneaux et si ¢(b) € B* pour tout
b € A*, alors on vérifie que 'application @: Fu — B, ¢ — ¢(a)@(b)™" est bien
définie et que c¢’est un morphisme d’anneaux qui satisfait ¢ = @ o ¢. L’unicité de

@ résulte de ce que pour tous a € A et b € A* on doit avoir

o3 (5) =2z (5) =7 (7-5) =5 () =7 (}) = #ta) = vt

d’ou §(%) = ¢(a)e(b)~" parce que ¢(b) € B*.
Montrons 1.5.1(ii). Les propriétés universelles de ¢ et /" donnent des morphismes
d’anneaux t/: Fqy — F et 1: F' — Fatelsque /' =t oret t =70+. On a donc

/! =1Voir=10T0/

et en appliquant la propriété universelle de (" avec (" dans le role de p: A — B,
"unicité du morphisme F” — F" implique que ¢/ o7 = idr. On voit de méme fagon
que to !V =idp,. n

1.5.2 Remarques. (i) On utilise ¢ pour identifier A avec ¢(A) C Fia.

(ii) Siu € A* alors pour tout a € A on a 2 = ‘“‘1_1 =au' onut € A est

I'inverse de A. Pour a € A non nul, % est I'inverse de a dans K et on écrira
souvent a~! pour cet élément.

1.5.3 Exemples. (i) Pour A = Z on obtient F4 = Q, le corps des nombres
rationnels.

(ii) Si K est un corps et A = K[X] 'anneau des polynomes a coefficients dans
K alors Fy = K(X), le corps des fractions rationnelles & coefficients dans
K.

(iii) Si A est un corps, alors t: A — F4 est un isomorphisme.

1.5.4 Remarque. Soit A un anneau commutatif et unitaire. Un sous-ensemble
S C A est une partie multiplicative de A si

— leSet

— S est stable par multiplication, c.-a.-d. si s1, so € S alors s1s9 € S.
Etant donné une partie multiplicative S C A on peut construire un anneau S~'A
et un morphisme d’anneaux v5: A — S™'A tel que t5(s) € (S71A)* pour tout
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s € S et qui possédent une propriété universelle similaire a celle de 'inclusion
d’un anneau intégre dans son corps de fractions.

Cette construction s’applique notamment si A = A\ P out P C A est un idéal
premier. Dans ce cas, I'anneau S~ A est noté Ap et appelé la localisé de A en P.

1.5.5 Définition. Soit P un polynome & coefficients dans un anneau commutatif
unitaire A et soit [ > 0 un entier. On dit que a € A est une racine de P de
multiplicité | §'il existe un polynome Q tel que P = (X — a)'Q et Q(a) # 0.

1.5.6 Corollaire. Soit A un anneau intégre et soit P un polynéme a coefficients
dans A de degré n > 0. Alors P a au plus n racines dans A, en tenant compte de
leur multiplicités.

Démonstration. Si A est intégre alors A se plonge dans son corps des fractions
donc il suffit a établir le corollaire dans le cas d’un corps. Si A est un corps, alors
A[X] est principal d’aprés le corollaire 1.4.8. Soient ay, .. .a, les racines distinctes
de P, avec multiplicités m;, alors P est divisible par (X — a;)% pour i = 1,... 7.
Il est clair que dans le cas d'un corps les polynémes de degré 1 sont irréductibles
et des polynomes disctints et unitaire de degré 1 ne sont pas associés. Le lemme
de Gauss implique que P est divisible par le produit [],_,(X — ;)" et par le
lemme 1.4.6 on a Y, I; < deg(P). O

1.5.7 Exemple. Dans le corollaire, il est essentiel de supposer que ’anneau A est
integre. En effet, soit A = Z/6Z[X] et P € A[X] le polynome X?® — X. Alors tous
les 6 éléments de A sont de racines de P.

1.6 Anneaux factoriels.

On rappelle la définition 1.3.11 d’anneau factoriel. Dans toute la section 1.6, A
désigne un anneau factoriel. Comme dans la définition 1.3.9, on note I I’ensemble
des classes d’équivalence des éléments irréductibles pour la relation d’étre associés
et on fixe, pour tout ¢ € I, un représentant p; de la classe i. L’anneau factoriel A
est intégre par hypothése et on note K = F4 son corps des fractions.

1.6.1 Proposition. Soient a,b € A non nuls avec factorisations
o= Do o o=oI1o o
iel i€l
(1) L’élément b divise a si et seulement si §; < c; pour tout i € 1.

(ii) Si pour tout i € I on pose §; = min(ay, ;) alors d = [],., pfi est un pged
de a et b. En particulier deux éléments non nuls de A admettent un pged.
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(111) Six € K avec x # 0 alors il existe des & € 7 (pour i € 1), tous nuls sauf
un nombre fini, et un élément w € A* tels que

x:w”pi".
el

Ici on convient que si & < 0 alors p;' = ,151.. Etant donné x, Uélément w
p

et les & sont uniques. Z

Démonstration. Pour I'affirmation 1.6.1(i), notons que si §; < «; pour tout ¢ alors
ona-y =«a; — [ > 0 pour tout 72 € I et v; = 0 pour tous sauf un nombre fini de 7.
L’élément ¢ = wo™! [ p]* € A vérifie alors a = be donc b divise a. Réciproquement,
si b divise a alors il existe ¢ € A tel que a = bc et en écrivant ¢ = w[][p]" et en
utilisant I'unicité des factorisations on voit que «; = 3; +v; > B; pour tout ¢ € 1.
La premiére affirmation implique que ’élément d défini dans 1.6.1(ii) est un divi-
seur commun de a et b. Si d' = w][[,, pfé est un diviseur commun de a et b alors
la 1.6.1(i) implique que ¢; < «; et d; < f3; pour tout i € I, d’ou le fait que d’ divise
d qui est donc bien un pged de a et b.

Pour la derniére affirmation, si x € K avec x # 0 alors il existe a,b € A, différents
de 0 tels que = ab™'. En factorisant a et b comme dans (1), on voit que z =
w]];e; pf avec w = wv ! et & = a; — B; qui sont tous nuls sauf un nombre fini.
Cela démontre 'existence de la factorisation. Supposons enfin que

w] el =w ]w?
i€l el
alors on définit les ensembles finis
L={iell|&>0} L={iell|& <0},
L={iel |, >0 et Ih={iel]|& <0}
et on multiplie 'égalité ci-dessus par [ [, p; & [ L, pi & pour obtenir
wl]wf [Tw® = o [T o IT i
i€ly i€ly i€ls i€l3

En utilisant 'unicité de la factorisation dans A et le fait que I; et Iy ainsi que I3
et I, sont disjoints on conclut que & = & pour tout i € I1 U I, = I3 U ;. Comme
les &; et les & sont nuls pour 7 en dehors de cet ensemble, cela établit 'unicité de
la factorisation. O]

1.6.2 Définition. (i) Pour € K non-nul et ¢ € I on note ord;(z) = ord,,(x)
I'exposant ; de la factorisation de = comme dans la proposition 1.6.1(iii).
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(i) Si P = Z?:o ;X7 € K[X] avec P # 0 on pose, pour i € I,
ord;(P) = ord,, (P) = min{ord,(\;) |  =0,...,d tel que \; # 0}.

1.6.3 Lemme. (i) Sixz,y € K alors on a ord;(zy) = ord;(z) + ord;(y) pour
tout 1 € 1.
(1)) Six € K (resp. P € K[X]) alors ord;(x) = 0 (resp. ord;(P) = 0) pour tous
sauf un nombre fini de 1.
(111) On a x € A si et seulement si ord;(x) > 0 pour touti € I et que x € A* si
et seulement si ord;(x) = 0 pour tout i € I.

Démonstration. La premiére affirmation résulte du fait que pour z = u[]p;" et
y=v][]p; avec u,v € A* on a

TY = U Hpi"%".

La deuxiéme affirmation est évidente pour = € K. Pour les polynomes elle résulte
du fait que pour chaque j tel que A; # 0, il existe un ensemble fini I; C I tel que
ord;(Aj) = 0 pour ¢ ¢ I;. Par conséquent, ord;(P) = 0 pour tout ¢ en dehors de
I'ensemble fini U; ;.

Pour la derniére affirmation, il est clair que = € A si ord;(z) > 0 pour tout i.
Réciproquement, si o € A alors x = wHielpfi avec w € A et & = ord;(xz) > 0
pour tout 7. Comme x € A* si et seulement si x € A et % € A, la derniére partie
de laffirmation en résulte. O

1.6.4 Définition. Soit A un anneau factoriel et soit P € K[X] un polynéme
non-nul. Alors le contenu de P, noté cont(P) est
cont(P) = Hp?rdi(P).
i€l
1.6.5 Lemme. Soit P € K[X] non nul.

— On a cont(P) € A si et seulement si P € A[X].

— Il existe P, € A[X] avec cont(P;) =1 tel que P = cont(P)P;.
Démonstration. Soit P = Z?:o AjX7. On a cont(P) € A si et seulement si
ord;(P) = ord,;(cont(P)) > 0 pour tout i € I si et seulement si ord;(A;) > 0
pour tout j et tout ¢ si et seulement si A; € A pour tout j.

Pour j = 0,...,d, posons u; = cont(P)™*)\; et P, = Z;-l:o p; X4 € K[X]. On a
alors P = cont(P)P;. En plus ord;(;;) = ord;(\;) — ord;(P) > 0 pour tout i € [
et tout 7 =0,...,d et pour tout 7 il existe j tel que

ord;(p;) = ord;(A;) — ord;(P) = 0.
Il s’ensuit que cont(P;) = 1 et la premiére partie du lemme implique alors que

P, e A[X]. O
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1.6.6 Lemme (Gauss). Soient P, Q) € K[X] non-nuls. Alors
cont(PQ) = cont(P)cont(Q).

Démonstration. On traite d’abord le cas ou cont(P) = cont(Q) = 1, ce qui im-
plique que P, € A[X]. On peut écrire P = Z;‘l:o NXT et Q = Z?:o i X7
avec les Aj et les p; dans A. Il suffit de montrer que pour tous ¢ € I il existe
un coefficient de P(Q) qui n’est pas divisible par p;. Fixons donc i € I. Comme
cont(P) = cont(Q) = 1, il existe k,¢ > 0 tels que A\, # 0 # up et ord;(A\g) et
ord;(pe) = 0. Choisissons k et ¢ minimaux avec ces propriétés. Si PQ = Z?:o v; X7
alors le coefficient v, est donné par

k—1 k+¢
Vit = Akpe + Z AjHre—j + Z Aj Pk -
j=0 j=k+1

Le premier terme n’est pas divisible par p; mais pour tout j # k avec 0 < j < k+/{
au moins un de A; et jx4¢—; est divisible par p;. Cela implique que les deux sommes
ci-dessus sont divisibles par p; et on obtient p; 1 Vys.

Si cont(P) et cont((Q)) sont quelconques alors le lemme précédent fournit P, Qy
avec P = cont(P)P; et @ = cont(Q)Q1 et cont(P;) = cont(Q);) =1 et on a

cont(PQ) = cont(cont(P)cont(Q)P1@Q1) = cont(P)cont(Q)cont(P;Qy).

Comme cont(P;@Q1) = 1 d’aprés le cas particulier qu’'on vient de traiter, 'affirma-
tion générale en résulte. O

1.6.7 Proposition. Les éléments irréductibles de A[X]| sont
— les élements irréductibles de A et
— les polynomes non constants P € A[X] tels que cont(P) = 1 et P est
irréductible dans K[X].

Démonstration. Si a € A est irréductible et a = PQ avec P,Q € A[X] alors
deg(P) = deg(Q) = 0 d’aprés le lemme 1.4.6(iii). Cela implique que P,Q € A et
comme a est irréductible, un des deux est une unité dans A donc aussi dans A[X].
Cela implique que a est irréductible dans A[X]. Considérons ensuite un polyndéme
non constant P € A[X] avec cont(P) = 1 et qui est irréductible dans K[X]. Si
P = QR dans A[X] C K[X] alors un des facteurs, disons @, est dans K[X]*, c’est
donc une constante, appartenant & A car Q € A[X]. D’aprés le lemme de Gauss on
a alors 1 = cont(P) = cont(Q)cont(R) et cela implique que cont(Q)) = cont(R) = 1
donc @ € A*. On a prouvé que P est irréductible dans A[X].

Réciproquement, supposons que P est irréductible dans A[X]. Si P € A et si on
a P = ab avec a,b € A alors l'irréductibilité de P dans A[X] implique que a
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ou b est une unité dans A[X] donc une unité dans A et on conclut que P est
irréductible dans A. Si P n’est pas constant alors le lemme 1.6.5 affirme que
P = cont(P)P; pour un polynéme P, € A[X]|. Comme P est irréductible et
Py non-constant cela implique que cont(P) € A* d’ou cont(P) = 1. Supposons
que P = QR avec @, R € K[X]. En appliquant & nouveau le lemme 1.6.5, on
trouve @1, Ry € A[X] de contenu 1 tels que @ = cont(Q)Q; et R = cont(R)R;.
On a P = cont(Q)cont(R)Q1R; et comme cont(P) € A et cont(Q1R;) = 1
on a cont(Q)cont(R) € A. Cela donne une factorisation dans A[X], a savoir
P = (cont(Q)cont(R)Q1) Ry et comme P est irréductible, soit cont(Q)cont(R)Q;
soit R; est constant. Il en est de méme pour () ou R et on conclut que P est
irréductible dans K[X]. O

1.6.8 Représentants des éléments irréductibles.

Comme A[X]* = A*, deux éléments irréductible de A[X]| ne peuvent étre associés
que s’ils sont soit tous les deux des irréductibles de A, soit tous les deux des
polynémes non-constants. Des irréductibles p, g € A C A[X] sont associés dans A si
et seulement s’ils sont associés dans A[X]. L’ensemble I des classes d’irréductibles
associés dans A s’identifie donc avec un sous-ensemble de ’ensemble des classes
d’irréductibles dans A[X] et pour tout ¢ € I, le représentant p; € A est également
un représentant dans A[X].

Notons J I'ensemble des classes de polynomes irréductibles de K[X| pour la rela-
tion d’étre associés. D’apres le lemme 1.6.5, toute classe 7 € J contient un poly-
nome P; € A[X| avec cont(P;) = 1. D’aprés la proposition 1.6.7, P; est irréductible
dans A[X] et tous les polyndmes irréductibles non-constants de A[X] sont obtenus
de cette fagon. Soient P,() € A[X] irréductibles non-constants. Si P et () sont
associés dans A[X] ils le sont aussi dans K[X]. Réciproquement, s'ils sont associés
dans K[X] alors il existe z € K tel que P = x(Q) et comme cont(P) = cont(Q) =1
on a alors cont(z) = 1 donc x € A* et P et () sont alors associés dans A[X]. On
conclut que J s’identifie avec un sous-ensemble de ’ensemble des classes d’irréduc-
tibles dans A[X] et pour tout j € J, le polynéme P; est un représentant de cette
classe dans A[X] aussi bien que dans K[X]. L’ensemble des classes d’irréductibles
dans A[X] pour la relation d’association est donc la réunion I U J.

1.6.9 Théoréme. Si A est un anneau factoriel alors l'anneau A[X] est factoriel.
Démonstration. Rappelons que 'anneau K [X]| est euclidien, donc principal, donc
factoriel. Si P € A[X] il existe donc des §; > 0 pour j € J, tous nuls sauf un
nombre fini et un élément = € K non-nul tels que P = = [] Pf] . Les polynomes
P; appartiennent a A[X] et sont de contenu 1 donc

jeJ

cont(x) = cont(x) Hcont(Pj)Bj = cont(P) € A

jeJ
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et on déduit que x € A. Il existe alors des a; > 0 pour ¢ € I, tous nuls sauf un
nombre fini et u € A* tels que z = u[[,.; pj*. On en déduit une factorisation de
P dans A[X].

Supposons qu’on a des a; > 0 pour i € I, des 87 > 0 pour j € J et une unité

u € A* tels que
NV s

el jeJ el jeJ
L’unicité de la factorisation dans K[X] implique alors que f§; = B; pour tout
jeJetullpi =u[Lic; p;l;. L’unicité de la factorisation dans A implique que

a; = o} pour tout ¢ € I et u = u'. Cela établit I'unicité de la factorisation dans
ALX]. O

1.6.10 Exemple. Le théoréme implique que Z[X] est un anneau factoriel. C’est
un exemple d’un anneau factoriel qui n’est pas principal.

1.6.11 Définition. Soient A un anneau commutatif et n > 1 un entier. On dé-
finit, par récurrence sur n, anneau A[Xj, ..., X,] des polynémes a a variables a
coeflicients dans A par
— A[X/] est Panneau des polynéme en une variable X; défini dans 1.1.4 et
— pour n > 2 on pose A[Xy,..., X,] = A[Xy, ..., X, 1][X,].

1.6.12 Remarques. (i) Tout P € A[Xq,..., X,] s’écrit
P= Y axxp =YX
=(41,..+y0n ) EN? ieNn
ot les \; € A sont tous nuls sauf pour un nombre finie de i.

(ii) On peut définir I'évaluation des polynémes en X ..., X,, comme dans 1.1.8.
Si B est un anneau commutatif, o: A — B est un morphisme d’anneaux et
bi,...,b, € B alors il existe un unique morphisme d’anneaux

o AlXy, ..., X, — B
tel que @pla = @ et Gp(X;) =b;pouri =1,...,n.

1.6.13 Corollaire. Soit A factoriel et soit n > 0 un entier. Alors l’anneau
A[Xq, Xo, ..., X,] est factoriel.

1.6.14 Remarque. Une question évidente est comment est-ce qu’on peut décider
si un polyndéme P € A[X], A factoriel, est irréductible. Il y a un critére suffisant
élémentaire : Si I C A est un idéal et si 'image P € (A/I)[X] est irréductible et du
méme degré que P, alors P est irréductible dans K[X]. En effet si P = QR dans
A[X], on a P = Q - R donc soit Q soit R est constant. Comme deg(Q) < deg(Q),
deg(R) < deg(R) et deg(Q) + deg(R) = deg(P) = deg(P) = deg(Q) + deg(R) on
conclut que ) ou R est constant.

26



1.6.15 Exemples. (i) Le polynéme 3X? + X est irréductible modulo 3 mais
pas dans Q[X].

(ii) Par exemple X2+ 1 est irréductible dans (Z/3Z)[X] parce que le polynome
X? +1 n’a pas de racine dans Z/3Z. On en déduit que pour tout n € Z
avec n = 1 mod 3, le polynome X? + n est irréductible dans Z[X].

(iii) Par contre X2 +1 = (X —2)(X —3) dans (Z/5Z)[X] donc X?+ 1 n’est pas
irréductible dans (Z/5Z)[X].

1.6.16 Proposition (Critére d’Eisenstein). Soit A un anneau factoriel et soit
P=>3" NX" € AX] un polynéme de degré n > 1 avec cont(P) = 1. Supposons
qu’il existe un élément irréductible p € A tel que pt A\p, p | \i pouri < n et p* 1 Ao.
Alors P est irréductible dans A[X].

Démonstration. Supposons que P = QR ou
Q= pgX 4+ ...y et R=v.X°+...1p€ A[X]

avec d = deg(Q) et e = deg(R) On a A\g = povp et comme p* t )y, I'élement p
divise pp ou v, mais pas les deux. Supposons que p | po. On a p 1 A, donc il existe
un 1 < j < e tel que p1 p;. Soit jop minimal avec cette propriété. Alors

jo—1

)‘jo = HjoYo + Z HjVio—j -
=0

Le premier terme du membre de droite n’est pas divisible par p alors que tous les
autres termes sont divisible par p. Il s’ensuit que ), n’est pas divisible par p et on
doit alors avoir jo = n. Cela implique que d = deg(Q) = n et que R est constant.
Comme cont(P) = 1 on a cont(R) = 1 donc R est alors une unité. Cela montre
que P est irréductible dans A[X]. O

1.6.17 Exemples. (i) Le polyndome P = 3X°+2X3—4X?42 € Z[X] est irré-
ductible. En fait on a cont(P) = 1 et les hypothéses du critére d’Eisenstein
sont satisfaites pour p = 2.

(ii) Le polynome P = X*+1 € Z[X] est irréductible. En fait P est irréductible
si est seulement si Q = (Y +1)'+1=Y*+4Y3 +6Y? +4Y +2 € Z[Y] est
irréductible. On a de nouveau cont(@)) = 1 et on peut de nouveau utiliser
le critére d’Eisenstein avec p = 2.

(iii) Soient p un nombre premier et n > 0 un entier, alors X™ +p € Z[X] est
irréductible.

1.6.18 Proposition. Soit p un nombre premier alors X*~' + ...+ X +1 € Z[X]
est irréductible.
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Démonstration. On fait le changement de variables X =Y + 1. On a

i=1

donc (XP'+...+X+1)=>", (I;)Yi’l. Le critére d’Eisenstein est satisfait
pour le nombre premier p et le polynéme Y 7, (z;) yi-1 .

2 Corps

2.1 Généralités.

On rappelle la définition 1.2.16 d’un corps. Un corps est donc en particulier un
anneau et si K et L sont des corps, une application ¢: K — L est un morphisme de
corps si ¢’est un morphisme d’anneaux. Notons que par hypothése on a p(1x) =1,
donc Ker(y) # K et comme {0} et K sont les seuls idéaux de K on déduit que
@ est injectif. On dit K C L est un sous-corps si ¢’est un sous anneau. Dans ce
dernier cas on dit aussi que L est une extension de K.

2.1.1 Exemples. (i) Les anneaux Q, R, C sont des corps; Z/nZ est un corps
si et seulement si n est un entier premier. Si p est un nombre premier on
note [, = Z/pZ (consideré comme corps). Si A est un anneau intégre, son
corps de fractions F4 construit dans le théoréme 1.5.1 est un corps.

(ii) L’anneau Z n’est pas un corps. Si A est un anneau, alors A[X| n’est jamais
un corps.

(iii) R est un sous-corps de C et Q est un sous-corps de R et de C.

2.1.2 Définition. Soit K un anneau. Alors d’aprés 'exemple 1.1.7(vi), il existe
un unique morphisme p: Z — K et il existe alors un unique n € Z avec n > 0 tel
que Ker(f) = (n). On dit que n est la caractéristique de K et on écrit n = car(K).

2.1.3 Proposition. La caractéristique d’un corps est soit 0, soit un nombre pre-
mier.

Démonstration. L’'image du morphisme ¢: Z — K est un sous anneau de I’anneau
intégre K donc c’est un anneau intégre. On a Im(p) = Z/ Ker(y), donc la pro-
position 1.2.14 implique que Ker(p) C Z est un idéal premier. La caractéristique
n est le générateur positif de Ker(yp) donc la proposition 1.3.6 implique que soit
n = 0 soit n est un nombre premier. O
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2.2 Extensions de corps

2.2.1 Lemme. Soient K un corps et L une extension de K. Alors L posséde une
structure naturelle de K-espace vectoriel.

Démonstration. Pour définir sur L une structure de K-espace vectoriel il faut
définit une addition interne sur L et une multiplication externe des éléments de
L par des éléments de K. Pour ’addition interne on prend 'addition du corps L,
pour la multiplication externe on prend la restriction a K X L de la multiplication
L x L — L. Une vérification facile, utilisant les propriétés de l'addition et de
la multiplication de L établit que le résultat est bien une structure de K-espace
vectoriel sur L. O]

2.2.2 Définition. Si L est une extension de K, alors le degré de cette extension
(noté [L : K| ou dimg L) est la dimension de L vu comme K-espace vectoriel.
On dit que 'extension est une extension finie si L est un K-espace vectoriel de
dimension finie.

2.2.3 Exemples. (i) C est une extension de R de degré 2.
(i) Q[X]/(X? + 1) est une extension de Q de degré 2.
(iii) Q[X]/(X? + 2) est une extension de Q de degré 3.
(iv) Fo[X]/(X? + X + 1) est une extension de Fy de degré 2.
(v) F3[X]/(X?+2X + 1) est une extension de F3 de degré 3.
(vi) K(X) est une extension de K de degré infini.
)

(vii) C est une extension de Q de degré infini. Pour montrer cela, il peut utiliser
qu’il existe des éléments de C qui ne sont pas algébriques sur Q.

2.2.4 Proposition. Soit K un corps fini. Alors p = car(K) > 0 donc c’est un
nombre premier. Le corps K est alors une extension de I, de degré fini d > 0 et
on a |K| = p?

Démonstration. Si K est fini, alors 'image du morphisme ¢: Z — K est fini donc
Ker(yp) # 0. Il résulte de la proposition 2.1.3 que car(K) = p > 0 est un nombre
premier. On identifie Im(yp) avec Z/ Ker(y) = Z/(p) = F,, de sorte que K est une
extension de [F,. Comme K est fini, il peut étre engendré, en tant que IF,-espace
vectoriel, par un ensemble fini donc [K : F,| est fini, disons égal a d > 0. Cela
implique que K = Fg comme F-espace vectoriel d’on |K| = p?. ]

2.2.5 Proposition. Soient K, L et M des corps, L une extension de K et M
une extension de L. Alors [M : K| est finie si et seulement si [M : L] et [L: K] le
sont et dans ce cas on a [M : K| = [M : L][L : K].
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Démonstration. Supposons d’abord que M est une extension finie de K. Comme
L est un sous-K-espace vectoriel de M, cela implique que L est une extension finie
de K. Soit (¢1,- -, ¢.) une famille finie qui engendre M comme K-espace vectoriel,
alors la méme famille engendre aussi M comme L-espace vectoriel ce qui implique
que [M : L] est fini.

Réciproquement, supposons que [L : K| et [M : L] sont finis, disons égaux a d et e.
On fixe une K-base (by,--- ,by) de L et une L-base (¢1,--- ,c.) de M. On affirme
que B = (b;¢;)i=1,...a est une K-base de M. Cela implique a la fois que [M : K| est

e

=1,
fini et que [M ]: K] =[M : L][L : K|. Pour montrer l'affirmation sur B, on montre
que cette famille est libre et génératrice.

Pour montrer qu’elle est libre, supposons qu’on a A;; € K, pour 2 = 1,...,d et
j=1,...,e, tels que Z” Aijbic; = 0. Alors

e d
0= Z Ai,jbicj == Zl (Zl )\1’ij> Cj
12 J= =

d’out Z?Zl Aijbi = 0 pour tout j car (c;) est une famille libre sur L. Pour j fixé,
le fait que (b;) est libre sur K implique que A;; = 0 pour tout i¢. On conclut que
Aij = 0 pour tous i et j.

On montre enfin que B engendre M comme K-espace vectoriel. Soit donc x € M.
Comme (c;) engendre M comme L-espace vectoriel, il existe u; € L, pour j =
1,...,e tels que v = 25:1 pic;. Pour j fixé, le fait que (b;) engendre L sur K
implique qu’il existe \;; € K, pour © = 1,--- ,d, tels que p; = Zle Aijbi. En
substituant dans I’expression pour z, on obtient que z = i Aijbicj. O

2.2.6 Définition. Soient K C L des corps et aq,...,a, € L. Alors [’extension de
K engendrée par ay,...,a,, notée K(ay,...,a,), est 'intersection des sous-corps
de L contenant K et {ai,...,an}.

2.2.7 Remarque. Il est laissé comme exercice de montrer que K(ay,...,a,) est
bien un corps.

2.2.8 Définition. Soit K C L une extension de corps. Un élément o de L est
algébrique sur K s’il existe un polynéme non nul P € K[X] tel que P(«a) = 0. S’il
existe un tel polynéme, alors il en existe un (et un seul) qui est de degré minimal
et unitaire. Ce polynome s’appelle le polynéome minimal de a sur K. On appelle
degré (sur K ) d’'un élément algébrique o € L le degré de son polynéme minimal.
Une extension K C L est algébrique si tout élément de L est algébrique sur K.

2.2.9 Théoréme. Soient K un corps, L une extension de K et o € L. Alors les
conditions sutvantes sont équivalentes.
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(1) a est algébrique sur K.
(1) Le morphisme ev,: K[X] — L n’est pas injectif.
(111) [K(«): K] est finie.
(iv) Il existe une extension finie L' C L de K contenant c.
(v) On aIm(ev,) = K(a).
Si ces conditions sont vérifiées, alors Ker(ev,) = (M,) ou M, est le polynome
minimal de o sur K, le polynome M, est irréductible dans K[X] et le corps K(«)
est isomorphe o K[X|/(M,). On a alors une égalité [K(a) : K| = deg(M,), le
degré de a sur K. Si on note d = [K () : K|, alors (1,c,...,a%1) est une K-base
de K(a).

Démonstration. L’équivalence des conditions 2.2.9(i) et 2.2.9(ii) résulte directe-
ment de la définition d’un élément algébrique.
Si la condition 2.2.9(iii) est vérifiée, alors la 2.2.9(iv) 'est aussi, il suffit de prendre
L' = K(«). Réciproquement, supposons qu'il existe une extension finie L' C L
de K contenant a. Alors on a K(«) C L' donc la proposition 2.2.5 implique que
[K () : K] est fini. On a montré 'équivalence des conditions 2.2.9(iii) et 2.2.9(iv).
L’image de ev, est contenu dans K («) car cette image est contenu dans L’ pour
toute extension L' C L de K contenant «. Supposons maintenant que ev, est
injectif. Alors K[X] = Im(ev,) C K(«) et 'inclusion ne peut pas étre une égalité
car K(«) est un corps et K[X| n’en est pas. En plus, "anneau K[X] est de dimen-
sion infinie comme K-espace vectoriel donc Im(ev,) est également de dimension
infinie sur K. Il s’ensuit que [K(«) : K] est infini. Cela montre que chacune des
conditions 2.2.9(iii) et 2.2.9(v) implique 2.2.9(ii).
Si ev, n'est pas injectif alors, comme K[X] est un anneau principal, il existe
P € K[X] non-nul tel que Ker(ev,) = (P). On a K[X]/(P) = Im(ev,) et cet
anneau est intégre car c’est un sous-anneau d’un corps. La proposition 1.2.14
implique que (P) est un idéal premier et donc, d’aprés la proposition 1.3.6, c’est
un idéal maximal. La proposition 1.2.18 implique que Im(ev,) = K[X]/(P) est
un corps. C’est un sous-corps de L contenant o donc K(«) C Im(ev,). L’autre
inclusion étant évidente on déduit que Im(ev,) = K (). On a prouvé que 2.2.9(ii)
implique 2.2.9(v).
Supposons enfin que la condition 2.2.9(i), donc aussi les 2.2.9(ii) et 2.2.9(v) sont
vérifiées. Alors Ker(ev,) C K[X] est un idéal non nul et le polynéme minimal M,
est un élément non nul de cet idéal de degré minimal. On a donc Ker(ev,) = (M,)
et les arguments qui précédent donnent un isomorphisme de corps (et de K-espaces
vectoriels)

K(a) =Im(ev,) & K[X]/(M,).
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En notant e = deg(M,), un argument élémentaire montre que (1, X,---, X4 1)
est une K-base de K[X]/(M,) donc

e = dimg K[X]/(M,) = dimg K(a) = [K(a) : K].

On en déduit que la condition 2.2.9(iii) est vérifice.

Tout cela montre que les cing conditions du théoréme sont équivalentes et que si
elles sont vérifies alors Ker(ev,) = (M,) et K(a) = K[X]/(M,). Par le méme
argument qu’auparavant, cela implique que M, est irréductible. On a vu aussi que
d=[K(a): K] = deg(M,) et que (1, X, -+, X% 1) est une K-base de K[X]/(M,).
Comme ev,: K[X]/(M,) — K(«) est un isomorphisme et ev,(X"') = o' on en
déduit la derniére affirmation. O]

2.2.10 Remarque. Si o € L n’est pas algébrique sur K, alors le morphisme
eve: K[X] — L, P— P(«) induit un isomorphisme K (X) = K(«).

2.2.11 Corollaire. Soient K et L des corps, L une extension de K et soit a € L
algébrique sur K. Si P € K[X] est un polynome irréductible et unitaire tel que
P(a) =0 alors P = M,, le polynome minumal de o sur K.

Démonstration. Si P(a) = 0 alors P € Ker(ev,) = (M,) donc M, divise P.
Comme P est irréductible et M, non constant, cela implique que P = c¢M, pour

un élément ¢ € K. L’hypothése que P et M, sont unitaires implique alors que
P=M,. m

2.2.12 Corollaire. Soient K un corps et L une extension finie de K. Alors L est
une extension algébrique de K.

Démonstration. Si o € L alors K(«) C L donc la condition 2.2.9(iv) du théoréme

précédent est vérifice avec L' = L. Ce théoréme implique alors que « est algébrique
sur K. O

2.2.13 Corollaire. Soient K un corps et L une extension de K. Alors
M ={a € L |« est algébrique sur K}
est un sous-corps de L (contenant K ).

Démonstration. 1l est évident que K C M. Soient «, 5 € M, alors le théoréeme 2.2.9
implique que K («) est une extension finie de K. L’élément 5 € M est algébrique
sur K donc aussi sur K («) et il s’ensuit que K («, 8) = K(a)(5) est une extension
finie de K («). La proposition 2.2.5 implique alors que K(«, ) est une extension
finie de K. Le théoréme 2.2.9 implique alors que

—a,a+ B,a8 € K(a, )

sont algébriques sur K. De méme, si o # 0, alors a~! est algébrique. O]
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2.2.14 Remarque. Le corollaire implique que somme, produit, opposé et inverse
d’éléments de L qui sont algébriques sur K sont algébriques sur K.

2.2.15 Corollaire. Soient K un corps, L une extension algébrique de K et M
une extension algébrique de L. Alors M est une extension algébrique de K.

Démonstration. Soient a € M et P(X) = X4+ Zf;ol N X? € L[X] le polynome
minimal de « sur L. Les \; sont algébriques sur K. Pour ¢ = 1,...,d — 1 soit
L; = K(Xo, ..., Ai—1) C L. Alors d’aprés le théoréme 2.2.9, L; est une extension
finie de K et pour ¢ = 2,...,d — 1, l'extension L; D L; | est également finie. La
proposition 2.2.5 implique que K C L, est une extension finie. Comme P € L;[X],
I'extension Lg(a) D Ly est finie et il en va alors de méme pour Lg(a) D K. Il en
résulte que « est algébrique sur K. O

2.2.16 Lemme. Soit K un corps. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) Tout polynome irréductible dans K[X] est de degré 1.
(11) Toute extension finie de K est de degré 1 (c’est-a-dire, est égale o K ).
(111) Toute extension algébrique de K est de degré 1.

Démonstration. Supposons que la condition 2.2.16(i) est vérifiée et soit L une
extension algébrique de K. Si a € L alors le polynéme minimal M, € K[X] de
a sur K est irréductible d’aprés le théoréeme 2.2.9 donc de degré 1 par hypothése,
c’est-a~-dire M,(X) = X — «, donc o € K. Cela implique que L = K donc
[L: K]=1.

Comme toute extension finie est algébrique, il est évident que la troisiéme condition
implique la deuxiéme.

Supposons enfin que toute extension finie de K est de degré 1. Si P € K[X] est
irréductible alors K[X]/(P) est un corps. C’est une extension finie de K de degré
deg(P) et il s’ensuit que deg(P) = 1. O

2.2.17 Définition. Un corps K est algébriquement clos si les conditions équiva-
lentes du lemme sont vérifiées.

2.2.18 Exemple. D’aprés le théoréme de d’Alembert—Gauss, le corps C est algé-
briquement clos. Les corps Q, R et F,, (p premier) ne le sont pas.

2.2.19 Définition. Soit K un corps. Une extension K de K est une cloture algé-
briqgue de K si K est algébriquement clos et si ¢’est une extension algébrique de

K.

2.2.20 Exemple. Le corps C est une cloture algébrique de R, mais pas de Q.
D’apreés le corollaire 2.2.13,

Q = {x € C | z est algébrique sur Q}

est un sous corps de C. C’est clairement une extension algébrique de Q et d’aprés
le corollaire 2.2.15, c’est une cloture algébrique de Q.
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2.3 Adjonction de racines, corps de décomposition

2.3.1 Théoréme. Soit K un corps. Alors il existe une cloture algébrique de K ;
deuz clotures algébriques de K sont isomorphes.

2.3.2 Proposition. Soient K un corps et P € K[X| irréductible. Alors il existe
un corps L contenant K et un élément o de L tels que

(i) L =K(a) et

(11) P(a) =0.
Si (L', o) est un tel couple, alors (L, ) et (L', o) sont K-isomorphes, ¢’est-a-dire
qu’il existe un unique isomorphisme L = L' envoyant o sur o et dont la restriction
a K est [identité.
Démonstration. Pour l'existence, on prend L = K[X]/(P), c’est un corps car P
est irréductible, et a = X.
Si L' = K(o/) est une extension de K et P(a’) = 0, on considére le morphisme
eve: K[X] — L. On a (P) C Ker(evy) et comme (P) C K[X] est un idéal
maximal, cette inclusion est une égalité. On en déduit un morphisme injectif
v: L = K[X]/(P) - L' = K(<) tel que p(a) = o. Comme Im(yp) C L’ est
un sous-corps contenant o/ ce morphisme est surjectif. Si enfin ¢': L — L' est un
autre isomorphisme, alors on vérifie facilement que M = {x € L | p(z) = ¢'(z)} est
un sous-corps de L contenant K et o, donc M = L et par conséquent ¢ = ¢'. [

2.3.3 Définition. Dans la situation de la proposition, on dit que L est obtenu
par adjonction d’une racine de P a K ou encore que L est un corps de rupture de
P sur K.

2.3.4 Définition. Soient K corps, P € K[X] et L une extension de K. Alors P
est décomposé sur L si P est un produit de facteurs linéaires dans L[X]. On dit
que L est un corps de décomposition de P sur K si

(i) P est décomposé sur L et

(ii) P n’est décomposé sur aucune extension de K strictement contenue dans

L.

2.3.5 Remarques. (i) La deuxiéme condition de la définition peut étre rem-
placée par la condition que L = K(aq,...,a,) ol a, .. ., a, sont les racines
de P dans L.

(ii) Un corps de décomposition L de P € K[X] est une extension finie de K.
En effet, si ay,...,q, € L sont les racines de P, alors toute extension dans
la suite

K C K(al) C K(Ckl,OdQ) C---C K(Oél,...,Oén) =L
est finie.
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2.3.6 Exemples. (i) Le corps Q(v/3,1) est un corps de décomposition du po-
lynome (X? — 3)(X? + 1) sur Q, c’est une extension de degré 4.

(ii) Deux polynémes distincts peuvent avoir le méme corps de décomposition.
Par exemple X2 — 3 et X% —2X — 2 sur Q.

(iii) Pour P irréductible de degré 2, le corps obtenu par adjonction d’une racine
est un corps de décomposition.

(iv) Pour P de degré 3 irréductible, le corps obtenu par adjonction d’une racine
n’est pas toujours un corps de décomposition. Par exemple X3 — 2 sur Q.

(v) Pour P de degré 3 irréductible, le corps obtenu par adjonction d’une racine
peut étre un corps de décomposition. Pour le polyéme X? —3X +1 € Q[X]
par exemple, les racines dans Q[X]/(X? — 3X + 1) sont X, —2 + X? et
2 - X — X2

(vi) Soient k de caractéristique p > 0 et K = k(X). Alors L = K[T]/(T? — X)
est un corps de décomposition de 7?7 — X sur K.

(vii) Soit K = C(X), alors L = K[T]|/(T™ — X) est un corps de décomposition
de T™ — X sur K.

(viii) L = F3[T]/(T? — T + 1) est un corps de décomposition de X3 — X + 1 sur
Fs.

2.3.7 Théoréme. Soient K un corps et P € K[X]. Alors il existe un corps de
décomposition L de P sur K. Le corps L est une extension finie de K.

Démonstration. 1l résulte de la remarque 2.3.5(ii) que L est une extension finie de
K. On démontre par récurrence sur d > 1 que pour tout corps K et tout polynome
P € K[X] de degré d, il existe un corps de décomposition de P sur K.

Si P € K[X] est de degré 1 alors P est décomposé sur K donc K est un corps de
décomposition de P sur K.

Supposons maintenant que d > 1, que P € K[X] est un polynéme de degré d et
que notre énoncé est vrai pour d — 1. Soit alors ) un facteur irréductible de P.
D’aprés la proposition 2.3.2, il existe une extension K’ = K(«) de K ot « est une
racine de (). C’est aussi une racine de P. Le polynéme X — « divise alors P dans
K'[X], soit R € K'[X] le quotient. L’hypothése de récurrence implique qu’il existe
un corps de décomposition L de R sur K'. Montrons que L est aussi un corps de
décomposition de P sur K. En effet P(X) = (X —a)R(X) dans K'[X] donc P est
décomposé sur L. Si P est décomposé sur un sous-corps L' C L contenant K, alors
I'unicité de la factorisation dans L[X] implique que a € L’ donc K’ C L' et que R
est décomposé sur L' donc L' = L parce que L est un corps de décomposition de
P sur K'. ]
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2.3.8 Théoréme. Soient ¢: K — L' un morphisme de corps, P € K[X]| et L un
corps de décomposition de P sur K. On suppose que p(P) est décomposé sur L'.
Alors il existe un morphisme de corps : L — L' tel que ¥|x = .

Démonstration. La démonstration se fait encore par récurrence, sur d = [L : K],
pour tous les corps de décomposition de degré d fixe.

Si[L: K] =1alors L = K et 1) = ¢ convient. Supposons ensuite que L est
un corps de décomposition sur K d’un polynéme P, que d = [L : K| > 1 et
que le théoréeme est prouvé pour les corps de décomposition de degré < d — 1.
Il existe alors une racine o € L de P avec o ¢ K. Notons K; = K(a) C L
est soit @ € K[X] un facteur irréductible de P tel que Q(«) = 0, de sorte que
K, =2 K[X]/(Q). Comme ¢(Q) divise p(P) dans L'[X] et P est décomposé sur L/,
il existe une racine o’ € L' de ¢(Q). Il existe donc un morphisme ¢: K[X] — L’
tel que @|x = p et §(X) = . Comme dans la démonstration de 2.3.2, on voit que
Ker(¢) = (Q) et que ¢ induit un morphisme injectif ¢;: K; = K[X]/(Q) — L'
Comme L est un corps de décomposition de P sur K; et [L: Kj] < [L: K] = d,
lexistence de ¢: L — L’ prolongeant o résulte de I'hypothése de récurrence. Ce
morphisme 1) prolonge également . O

2.3.9 Corollaire. Dans la situation du théoréeme, notons K' = ¢(K) et suppo-
sons que L' est un corps de décomposition de p(P) sur K'. Alors tout morphisme
v: L — L' prolongeant ¢ est un isomorphisme.

Démonstration. 1l suffit de montrer que 1 est surjectif. Clairement ¢ (L) C L’ est
un corps sur lequel ¢(P) est décomposé. On a K’ = p(K) = ¢(K) C ¢ (L) donc
(L) est une extension de K’ contenue dans L’ sur lequel P est décomposé. Comme
L’ est un corps de décomposition de ¢(P) sur K’ on conclut que L' = ¢(L). O

2.3.10 Corollaire. Soient K un corps et P € K[X]. Deuz corps de décomposition
de P sur K sont isomorphes en tant qu’extensions de K. En particulier, ils ont le
méme degré sur K.

Démonstration. On applique les résultats précédent a id: K — K. O

2.4 Corps finis.

Soit K un corps fini. On a montré dans ce qui précede qu’il existe un nombre
premier p et un entier d tels que K est une extension de I, de degré d donc que
q=|K|=p"

2.4.1 Proposition. Soit K un corps fini de cardinal ¢ = p® ou p est un nombre
premier. Alors K est un corps de décomposition de X4 — X sur F,,.
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Démonstration. Comme K* est un groupe d’ordre ¢ — 1 on a a?~! = 1 pour
tout a € K*. Tous les éléments de K sont donc racines de X? — X et comme
un polynome de degré g posséde au plus ¢ racines, il s’ensuit que X9 — X est
décomposé (& racines simples) sur K. Il est évident que X? — X n’est décomposé
sur aucun sous-corps de K qui est donc un corps de décomposition de ce polynéme
sur [F,,. . O

2.4.2 Corollaire. Si K est un corps fini d’ordre q alors le groupe multiplicatif K*
est cyclique d’ordre ¢ — 1.

Démonstration. Soient £ un nombre premier divisant ¢—1 et e I’'exposant de ¢ dans
la factorisation de ¢ — 1. Le polynome X (@~Y/¢ — 1 a au plus (¢ — 1)/¢ racines dans
K> donc il existe a € K tel que a9~/ £ 1. On voit facilement que f, = o= 1/
est d’ordre £¢ dans K*. Le produit des (3, pour £ parcourant I’ensemble des facteurs
premiers de g — 1 est d’ordre ¢ — 1 dans K*. O

2.4.3 Remarque. La méme démonstration montre que si K est un corps quel-
conque et G C K* un sous-groupe fini alors G est cyclique.

2.4.4 Théoréme. Soient p un nombre premier, d > 0 un entier et ¢ = p®. Soit F,
un corps de décomposition de X1 — X sur F,. AlorsF, est un corps fini d’ordre q.
Tout corps fini est isomorphe a un corps F, pour exactement un entier ¢ comme
ci-dessus.

Démonstration. Soient p,d et ¢ = p® comme dans 1'énoncé et soit F, un corps
de décomposition de X? — X sur F,. Notons S C I, I'’ensemble de racines de
X% — X. Admettons pour l'instant que S est un sous-corps de F,, ce qui implique
que S =F, et que |F,| < ¢. Comme (X?— X) = —1, le polynéme X? — X est a
racines simples donc on a |F,| = ¢g. Comme tout autre corps de cardinal g est aussi
un corps de décomposition de X? — X, l'unicité résulte du corollaire 2.3.10.

Il reste a prouver que S est un sous-corps de F,. Pour cela, notons que F': x — z?
est un automorphisme de corps F, donc F¢: z + x7 aussi. On en déduit que
S ={x €F,|x?=x} est bien un sous-corps de F,. O

2.4.5 Lemme. Soient d,d' > 1 tels d'|d, alors X* — 1 divise X* — 1 dans Z[X].

Démonstration. Le polynéme Y — 1 divise Y#? — 1 et le lemme en résulte en
substituant ¥ = X¢. O

2.4.6 Théoréme. Soient p un nombre premier, d,d > 0 des entiers et ¢ = p?,
q¢ = p¥. Alors F, contient un sous-corps isomorphe a Fy si et seulement si d'
divise d.
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Démonstration. Si F, C F, alors ' = [F, : F,] divise d = [F, : F,] d’apreés
la proposition 2.2.5. Supposons réciproquement que d'|d, alors le lemme implique
que ¢ —1 = p¥ — 1 divise ¢ — 1 = p? — 1 donc, par le méme lemme, X7~! — 1
divise X971 —1 d’ot enfin X9 — X divise X9 — X. Le polynéme X9 — X est donc
décomposé sur F, et le théoréme 2.3.8 implique qu'il existe un morphisme injectif
Fy — F,. O

2.4.7 Corollaire. Soit K corps fini de caractéristique p, alors il existe P € F,[X]
(irréductible) tel que K = F,[X]/(P).

Démonstration. Soit a € K un générateur de K, alors K = F,la] = F,[X]|/(M,)
ot M, est le polyndme minimal de o sur F,,. ]

2.4.8 Corollaire. Soit p un nombre premier. Pour tout entier d > 0, il existe un
polynome irréductible de degré d dans F,[X]|. Le polynome XP' — X est le produit
des polynomes irréductibles unitaires dont le degré divise d.

Démonstration. La premiére affirmation résulte du corollaire précédent. Si d'|d et
si P € Fy[X] est un polynome irréductible de degré d' alors K = F,[X]/(P) est
un corps de cardinal ¢’ = p?. Ce corps est alors isomorphe & un sous-corps de
F,, ou ¢ = p? et il s’ensuit que P posséde une racine dans F,. Cela implique
que, dans F,[X], on a pged(P, X? — X) # 1 donc dans F,[X] on a également
pged(P, X7— X)) # 1. Comme P est irréductible, cela implique que P divise X7—X.
Réciproquement, si P est un facteur irréductible de X? — X alors P posséde une
racine dans I, donc F,[X]/(P) s'identifie & un sous-corps de F,. Cela implique
que deg(P) = [F,[X]/(P) : F,] divise [F, : F,] = d. Comme (X?— X)' = —1, le
polynéme X? — X n’a pas de facteurs multiples donc X? — X est bien le produit
des polynomes irréductibles unitaires distincts de F,[X]. O

2.4.9 Exemples. Le corollaire permet de trouver tous les polynémes irréductibles
de degré donné sur I,.

A Dérivation de polynémes

Dans tout cet appendice K désigne un corps.

A.1 Définition. Si P(X) = Y7 \X" € K[X] alors on définit la dérivée (for-
melle) de P par

P'(X) =) ixX"" e K[X].
i=1
A.2 Proposition. (i) L’application K[X] — K[X]| donnée par P — P’ est
K -linéaure.
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(11) L’application P +— P’ vérifie la régle de Leibniz : pour tous P,Q € K|[X]
on a (PQ) = P'Q+ PQ'.

Démonstration. 11 est évident que P — P’ est linéaire. Par linéarité de la dériva-
tion et par distributivité, il suffit ensuite de prouver la régle de Leibniz pour des
monomes P(X) = X% et Q(X) = X¢ au quel cas elle est évidente. O

A.3 Corollaire. Si P,Q € K[X] tels que Q* divise P alors Q divise P'.

Démonstration. Supposons que P = Q?R pour R € K[X]. En appliquant la regle
de Leibniz deux fois on obtient

P'=(Q* R+ Q'R =2QQ' R+ Q*R = Q2Q'R + QR)).
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