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M2 MATHS FONDAMENTALES UPMC 2013-2014
COURS FONDAMENTAL I “GEOMETRIE RIEMANNIENNE”
(V. MINERBE, A. OANCEA)

EXAMEN DU 17 DECEMBRE 2013
DUREE : JH

Les notes de cours sont autorisées. Les moyens électroniques ne sont pas autorisés.
La clarté et la précision de la rédaction seront appréciées.

Le sujet comporte quelques questions courtes et un exercice. Les réponses auz ques-
tions courtes admettent des justifications courtes.

Questions courtes.

1. Peut-on munir 52 x 51 d’une métrique riemannienne 4 courbure sectionnelle K
strictement positive (K > 0) ? Strictement négative ? Positive (K > 0) ? Négative?

2. Soit v une géodésique minimisante. Quel est son indice ?

3. Soit (M, g) une variété riemannienne orientée. Montrer que la forme volume
est harmonique.

4. Existe-t-il une connexion linéaire de courbure nulle sur 752 ? Et sur 753 ?

5. Sur §? on considére Popérateur P = d + d* : Q°(5?) @ Q2(S?) — Q1(S?). On
suppose connu le fait qu’il soit elliptique. Calculer

dimker P — dim coker P.

Exercice.

Dans cet exercice on étudie différentes notions riemanniennes dans l’espace pro-
jectif compleze CP™. Le point de vue que nous utiliserons en particulier sera de
regarder CP™ comme quotient de la sphére unité S?»+1 C C™*! par laction du
cercle € - (zg,...,2n) = (e¥20,...,e%2,).

Notations. Un point de C™*1 \ {0} est noté z, la classe correspondante dans
CP" est notée [z]. On note f : S+ — CP™ la projection. Si z est dans S*"*1,
V, := ker df(z) est lo distribution verticale. On appelle distribution horizontale
son orthogonal H, = V> dans T,S*™F, au sens de la métrique standard. Enfin,
on note S, Uorbite du point z € S+ sous laction du cercle.

(i) Expliquer pourquoi la métrique standard de 527+ induit une métrique sur
CP" telle que df : H, — T[;jCP™ est une isométrie.

Dans la suite, on munit CP" de cette métrique, dite “de Fubini-Study”.

(ii) Montrer que SU(n + 1) agit transitivement et par isométries sur CP™.

(iii) (Structure complexe) Pour z € $?"*!, montrer que V, =TS, = Riz et
H, = T,8%+1 M {T,5%2+1 Montrer que la multiplication par ¢ induit une section
du fibré End(H), puis une section J du fibré End(TCP") telle que J? = —Id.
Etant donné X € T(TCP"), on note X € I(TS**1) son relevé horizontal :
df (X) = X et, pour tout z dans S¥+1, X(z) € H,.
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(iv) Montrer que si X, Y € T'(TCP"), alors [X,Y] — [X,/\?] est vertical. Montrer
que si Z est un champ de vecteurs vertical sur $?**1, alors [X, Z] est aussi vertical.
On note respectivement D et D les connezions de Levi-Civita sur S?"+1 et CP™.

(v) (Calcul de la connexion) Démontrer I'identité

DV =Dx¥ + 5[X,7]"
Le dernier terme désigne la projection orthogonale de [f( ,17] sur la distribution
verticale V. En particulier, L
DxY =df(D3zY).

(vi) (Condition de Kahler) Montrer que J est paralléle, c’est-a-dire DJ = 0.

(vii) (Transport paralléle) Soit v une courbe dans CP™ et 4 un relevé hori-
zontal. Montrer qu’un champ de vecteurs X le long de -y est paralléle si et seulement
si son relevé horizontal X le long de ¥ est & dérivée covariante verticale.

(viii) (Longueur) Soit ¥ une courbe dans $***1. Montrer que L(f 0 %) < L(7)
et caractériser le cas d’égalité.

(ix) (Géodésiques) Montrer que v est une géodésique dans CP" si et seulement
si elle est la projection d’une géodésique horizontale dans S27*1. En déduire une
description explicite.

(x) (Champs de Jacobi) Soit ¥(t), ¢ € R une géodésique paramétrée par la
longueur de l'arc dans CP™ et (Xi(¢),..., X2,(f)) un repere paralléle orthonormé
le long de v tel que

X1(0)=4(0),  Xat) = JXa(t).

En utilisant la connaissance explicite des géodésiques de CP™, montrer que 'espace
des champs de Jacobi le long de v qui s’annulent en 0 est engendré par
sin 2t

Yi(t) = tXu1(t), Ya(t) = 3

En déduire que l'espace des champs de Jacobi le long de «y dont la dérivée en 0 est
nulle est engendré par

Z1(t) = X1(¢), Zy(t) = cos 2t X (2), Zi(t) = costXi(t), k > 3.

Xa(t), Yi(t) =sintXy(t), k> 3.

(xi) (Courbure) Soit K la courbure sectionnelle de la métrique de Fubini-Study.
Montrer I'inégalité 1 < K < 4. Montrer que toute valeur dans [1, 4] est atteinte.

(xii) (Cut-locus) Montrer que toute géodésique issue d'un point p € CP" ren-
contre le cut-locus de p a distance 7/2. Montrer que le cut-locus est une sous-variété
lisse de CP™, isométrique & CP"~1,

(xiii) (Volume) Montrer que le volume de CP™ est égal au volume de la boule
unité dans C™. Montrer que aire de toute droite complexe CP! ¢ CP” vaut .

(xiv) {Retour sur les géodésiques) Montrer que la géodésique 7y, = exp,(tu),
t € R, dans CP™ est caractérisée comme suit lorsque u s 0 : il existe une unique
droite complexe d,, C CP™ tangente & u, isométrique & une sphére de courbure
constante égale & 4, et v, est la géodésique de d, qui est tangente & u.

(xv) (Cercles) Montrer que la projection de tout cercle géodésique sur §?n+1
est un cercle sur une droite complexe de CP™. Par “cercle sur une droite complexe
d de CP™" on entend 'intersection de la sphére ronde dans R® qui est isométrique
a d avec un 2-plan affine réel.
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