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Partie 1.

Considérons l'action de Z* sur R? donnée par (k,0)-(z,y) — (z+k,y+
0), (k,0) € Z?%, (x,y) € R%. On note T? = R?/Z? le quotient, w : R* — T?
la projection canonique, et [z,y] la classe d’un élément (z,vy).

la. Montrer qu'il existe deux uniques champs de vecteurs sur 72 tels
que dr(£) = X et dw(a—ay) =Y. Calculer le crochet [X,Y].

1b. Soient ¢%, @3, t, s € R les flots de X et Y respectivement. Montrer
que ces flots sont globalement définis et commutent.

lc. Donner un champ de vecteurs sur 72 dont le flot au temps 1 vaut
Px Y-
Considérons les formes différentielles a, 3 € QY(T?) telles que
a(X)=1, a(Y)=0, BX)=0, B(Y)=1

2a. Montrer que a A 3 € Q%(T?) est partout non-nulle.

2b. Calculer m*ar, 75, 7*(a A ).

2c. Décrire deux courbes fermées simples v, § dans T2 telles que Sv o=
1et S(Sa = 0.

2d. L’on munit 7 de l'orientation induite par I'orientation canonique
de R?. Calculer STQ a A f.

2e. Soit f:T? — T2 f([z,y]) = [pz, qy], avec p,q € Z. Calculer
[ n B).
T2
Partie 11.

Soit S = R/Z le quotient de R par l'action de Z par translation
(l,x) — x+ L, € € Z, z € R. On note [x] € S = R/Z la classe
d'un élément x € R. On note m: R — S la projection canonique.

la. Montrer que S! est orientable.

1b. Soit ¢ : S* — S, @[] := [~z]. Montrer que ¢ ne préserve pas
I’orientation.
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Soit M une variété lisse et f : M — M un difféomorphisme. Le
quotient My de R x M par laction de Z donnée par

Zx(RxM)>RxM,  (0(ta)— (t+6 ()

est appellé suspension du difféomorphisme f. On note [t,z] € M; la
classe d’équivalence d'un point (t,x) e Rx M et m: Rx M — My la
projection canonique.

2. Construire un difféomorphisme entre T2 et la suspension de Idg:.

3. Considérons I'action du groupe {£1} sur T? donnée par

1
(1) ] = [+ 5, -]

Montrer que 1'on a un difféomorphisme entre le quotient 72/{£1} et la
suspension du difféomorphisme ¢ du point 1b. ci-dessus, que 1'on appelle
bouteille de Klein et que 1'on note K2

4. Montrer que T2 est orientable. Montrer que K2 n’est pas orientable.

5. Montrer que T? posséde une structure de groupe de Lie. Montrer
que la bouteille de Klein ne possede pas de structure de groupe de Lie.

6. Montrer que la bouteille de Klein n’est pas difféomorphe a la sphere
S2.

7. Montrer qu’il n’existe pas sur K? deux champs de vecteurs qui
soient linéairement indépendants en tout point.

Partie III.

1. Soit M™ une variété de dimension n. Montrer que M"™ n’admet pas
d’immersion dans R* pour k < n.

2. Supposons de plus que M™ est compacte sans bord. Montrer que
M™ n’admet pas d’immersion dans R".

3. Dessiner un plongement de 7% dans R? et l'expliquer. Dessiner
une immersion de K? dans R? et I'expliquer. Expliquer comment ’on
pourrait construire un plongement de K? dans R*.



