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PREREQUIS

Je vous encourage vivement a revoir la partie du cours de calcul
différentiel concernant le théoréeme des fonctions implicites et
le théoréme d’inversion locale (les énoncés, les exemples, les exer-
cices). Ce sont des théoremes qui jouent un role important en géométrie
différentielle. Nous les expliquerons a nouveau en cours, mais il est tou-
tefois utile de réviser.

CONVENTIONS

Pour alléger les notations, on désigne par application lisse une ap-
plication différentiable de classe C*°. Dans la premiere partie du texte,
la source et le but d’'une telle application sont (des ouverts dans) des
espaces de Banach de dimension finie. Par la suite, la source et le but
de telles applications seront des ouverts, ou encore des ensembles plus
généraux, dans des variétés lisses, que nous définirons.

De la méme maniere, 'on désigne simplement par difféomorphisme
un difféomorphisme lisse, c’est-a-dire une application bijective qui est
lisse et dont l'inverse est lisse.

Lorsque 'on voudra insister sur le caractere non-lisse d’une variété
ou d’une application entre variétés, 1'on spécifiera le cas échéant sa
classe de différentiabilité ou bien son caractere continu.

L’on notera un isomorphisme canonique entre deux objets par le
symbole
Pour désigner 1'identification de deux objets par un isomorphisme ca-
nonique (en général sous-entendu) on utilisera le symbole

Exemple : soit V un espace vectoriel de dimension finie. V' = V**
signifie que V' est canoniquement isomorphe a son bi-dual. V = V**
signifie que l'on regarde les éléments de V' comme des éléments du
bi-dual dans une situation géométrique donnée.

L’on note un isomorphisme quelconque, éventuellement non-canonique,
entre deux objets par le symbole

~

Exemple : si V est un espace vectoriel de dimension finie 'on a V' ~ V*.
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1. DES SOUS-VARIETES DE R” AUX VARIETES ABSTRAITES

1.1. Quelques notions de calcul différentiel revisitées. Dans cette
section je ne donne pas de définitions formelles, vous les avez tous vues
en cours de calcul différentiel. Je donne plutot quelques interprétations
informelles, nécessairement subjectives.

DIFFERENTIABILITE. Soit U C R™ un ouvert. Une application [ :
U — R™ est différentiable en un point p € U lorsqu’elle peut étre
“bien approchée” par une application linéaire au voisinage de p. “Bien”
signifie ici que, localement pres de p, notre application differe d’une
certaine application linéaire df (p) : R" — R™ par un terme a variation
sous-linéaire :

(1.1) f(p+h) = f(p)+df(p)-h+o(lhl]).

Pourquoi est-ce utile? Parce-que les applications linéaires sont les
plus simples (apres les applications constantes) et donc, lorsque 'on
veut comprendre une certaine application non-linéaire, il est utile de la
comparer (localement) a celles-ci.

Cette démarche est centrale en analyse mathématique : certains ob-
jets “idéaux” sont plus simples a comprendre (n’est-ce pas?). Dans
I’étude d’'un phénomene réaliste on procede par étapes : 'on étudie
d’abord ces objets idéaux (les applications linéaires, ou bien les appli-
cations multi-linéaires), et I'on développe ensuite une “théorie d’ap-
proximation”. C’est ce que vous avez fait durant une bonne partie de
vos études de Licence : I’étude des applications linéaires entre espaces
vectoriels constituait le sujet de 1’Algebre linéaire. L’étude des applica-
tions bilinéaires vous occupe encore en M1 (voir par exemple le cours
d’Algebre Géométrique). La théorie d’approximation correspondante
était le sujet du cours de Calcul différentiel.

L’un des buts du cours de Géométrie différentielle est de
vous apprendre a wvisualiser de maniere avisée les objets et
phénomenes que vous avez déja rencontrés en cours de Calcul
différentiel, en cours d’Equations différentielles, ou en cours
d’Intégration.

D’un certain point de vue, aucune des notions que nous allons discu-
ter dans ce cours n’est vraiment nouvelle. Que ¢a soit en cours de Calcul
différentiel, ou bien d’Equations différentielles, ou bien d’'Intégration,
vous les avez toutes déja rencontrées, parfois sous une forme dissimulée.
Vous apprendrez seulement a regarder avec un ceil éduqué ces objets
que vous avez déja rencontrés. Mais pour cela il faut apprendre un lan-
gage nouveau. Comme tout nouveau langage, celui-ci vous ouvrira les
portes d'un monde tres riche, et peut-étre insoupgonné.
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DIFFEOMORPHISME. La notion de difffomorphisme est subtile, mais
nécessaire. Vous avez eu l'occasion de 'apprécier concretement lorsque
vous avez eu a calculer des intégrales ou bien lorsque vous avez eu a
résoudre des équations différentielles. Le fait déroutant est que, pour
des raisons historiques, on ’appelle dans ces situations communément
changement de variables, ou encore changement de coordonnées. Mais
c’est la méme chose !

Voici un exemple classique en intégration : redémontrons 1’égalité
I e~7"/2dt = \/7 /20 pour tout o > 0. Notons I = I e~7"/2dt. En
utilisant le théoreme de Fubini et ensuite le théoreme de changement
de variable dans une intégrale double on obtient

w/2  poo
I* = // 6—0($2+y2)/2dxdy = / / re "2 drdg = 7/20.
R+ xR+ 0 0

Une fonction peut paraitre compliquée dans un systeme de coor-
données, mais elle prend une forme simple dans un autre systeme de
coordonnées. Exemple : f : R? — R, f(x,y) = /22 + 42 En coor-
données polaires cette fonction prend la forme simple (7,0) — r. Elle
a lair bien différente, mais c’est la méme fonction! Rendons explicite
ce qui s’est passé : Papplication ¢ :]0, 00[x]0,27[— R? \ [0, 00[x {0},
(r,0) — (rcos@,rsinf) est un difféomorphisme et fop(r,0) = r. Ainsi,
la fonction non-linéaire f devient linéaire apres composition par un
difféomorphisme (nécessairement non-linéaire). Nous verrons d’autres
tels exemples de redressement, ou de forme normale.

Lorsque nous les regardons en tant que changements de va-
riables, les difféomorphismes sont des outils pour simplifier les
calculs. Lorsque ’'on essaie de comprendre certains objets a
difféeomorphisme prés, on s’affranchit de formules explicites
et les difféomorphismes deviennent un filtre qui fait ressortir
leurs propriétés calitatives.

Un autre point de vue, moins intuitif, est catégorique. I’on définit
plus bas la catégorie VarDiff des variétés lisses, avec morphismes donnés
par I'ensemble des applications lisses. Les difféomorphismes sont les
isomorphismes dans cette catégorie.

(3) Théoréme d’inversion locale. Le théoreme d’inversion locale est le
théoreme clé du calcul différentiel. Peut-étre que le seul autre résultat
qui le surpasse en importance est la regle de dérivation des fonctions
composées : d(f o g)(p) = df(g(p)) o dg(p). 1l est emblématique pour
la philosophie du sujet : une information sur la différentielle en un
point est traduite en une information locale sur 1'objet non-linéaire
sous-jacent.

(4) Local vs. global. On dit qu'une propriété est “locale” en un point si
elle est valable sur un voisinage ouvert (non-spécifié, pensé comme étant
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tres petit) du point. L’étude des propriétés locales des applications
lisses est le sujet du calcul différentiel (voir aussi le commentaire sur le
théoreme d’inversion locale). L’étude de leurs propriétés globales tient
plus a la topologie différentielle.

1.2. Sous-variétés de R".

Définition 1.1. Une sous-variété lisse de R™ est un sous-ensemble
M C R™ possédant la propriété suivante : pour tout point p € M il
existe un voisinage ouvert p € U C R™, un entier 0 < k < n, et une
application différentiable ¢ : U — R™ qui est un difféomorphisme sur
son image, tels que

(M NU) = (R* x {0}) N o(U).

On regarde M comme espace topologique avec la topologie induite.

Exercice 1. Montrer que l'entier k est bien défini en tout point p, et

qu’il est constant au voisinage de p. On appelle cet entier dimension
de M en p.

Lorsque l'entier k est le méme pour tout point p € M on parle de
sous-variété de dimension k.

Notation : M* C R" désigne une sous-variété de dimension k de R".
Ne pas confondre cette notation avec le produit cartésien M x --- x M !
—_——

k fois

Réinterprétons la Définition 1.1 en termes d’équations. Soient

2" RS R
les fonctions coordonnées canoniques et notons ¢' := xo¢,i = 1,...,n.
Puisque R* x {0} C R"™ peut étre réécrit comme R* x {0} = {z € R" :
rFtl = ... = 2" = 0}, on obtient que
MNU={peU: ¢ (p)=-=¢"(p) =0}

On voit qu'une sous-variété lisse de dimension k£ dans R™ peut étre ex-
primée localement comme lieu commun d’annulation de n— k fonctions
lisses. On dit encore que

¢k+1:...:¢":0
est un systeme local d’équations pour M dans U. On observe par ailleurs
que la fonction ¢ = (¢*1,... ¢") : U — R"* a une différentielle

surjective en tout point. Ceci nous amene a donner une définition
équivalente des sous-variétés.

Définition 1.2 (submersion). Une application ¢ : U C R* — R % est
une submersion (en un point p € U) si dp : R™ — R"* est surjective
en tout point de U (respectivement en p). Le rang de ¢ est défini comme
étant n — k.
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Définition 1.3 (sous-variétés via submersions). Une sous-variété de
dimension k de R™ est un sous-ensemble M* C R™ qui s’écrit locale-
ment comme lieu d’annulation d’une submersion de rang n — k.

Exercice 2. Montrez 'équivalence des définitions 1.1 et 1.3 en uti-
lisant le théoreme d’inversion locale. (Nous venons de démontrer une
implication.)

Réinterprétons la Définition 1.1 en termes de paramétrisations. En
considérant ¢! s(N®kx {0} 1l en découle directement que toute sous-
variété M* C R” est localement paramétrée par un owvert de RF, &
savoir pour tout p € M il existe un voisinage p € V' C M, un ouvert
Q) C R* et une application lisse ¥ : Q — R™ & différentielle injective,
telle que ¥(Q2) = V et ¢ : Q — V soit un homéomorphisme (on dit
encore que ¢ est un homéomorphisme sur image). Ceci nous ameéne a
donner une troisieme définition équivalente des sous-variétés.

Définition 1.4 (immersion, plongement). Une application v : Q C
RF — R™ est une immersion (en un point ¢ € Q) si sa différentielle
dip : RF — R™ est injective en tout point de Q (respectivement au point
q). Le rang de v est défini comme étant k.

Une application ¢ : Q C R¥ — R™ est un plongement si c’est une
immersion injective qui est un homéomorphisme sur son image.

Noter que, alors que la notion d’immersion est locale, la notion de
plongement est globale.

Définition 1.5. Une sous-variété de dimension k de R™ est un sous-
ensemble M* C R"™ qui s’écrit localement comme image d’un plonge-
ment de rang k.

Exercice 3. Démontrer I'équivalence des définitions 1.1 et 1.5 en uti-
lisant le théoreme d’inversion locale. (Nous venons de démontrer une
implication.)

Exercice 4. Montrer en utilisant les différentes définitions que le cercle
St :={z € C : |z| = 1} C C est bien une sous-variété lisse de
dimension 1. De méme, la sphere S™ := {(z!,... 2"") € R"*!
(1) 4+ -+ (2")? = 1} C R™! est une sous-variété lisse de di-
mension n. L’ellipsoide

) . . (21)2 (z+1)2

mn n n . —

E<a17"'7an+1):{<x,...,$‘ )ER —2—|——|— 3 _1}
ay Unt1

avec ay, . . ., an1+1 > 0 est une sous-variété lisse de dimension n. Le cone

Ci={(z,y,2) eR’ 1 2’ +y" =27}

n’est pas une sous-variété lisse, mais C'\ {0} est une sous-variété de
dimension 2. L’union de la boule ouverte de rayon 1 dans R3 avec



8

le cercle unité dans R? x {0} n’est pas une sous-varié¢té de R3. La
boule unité fermée dans R? n’est pas une sous-variété au sens des
définitions précédentes (mais elle est une sous-variété a bord, au sens
d’une définition plus générale que I'on donnera plus tard).

Exercice 5. Réinterpréter le théoreme des fonctions implicites en termes
de sous-variétés. Expliquer le sens du nom “fonctions implicites”.

1.3. Trois digressions sur D’algebre linéaire, les catégories, et
les propriétés d’universalité.

DIGRESSION : EQUATIONS PARAMETRIQUES VS. EQUATIONS CARTE-
SIENNES POUR DES SOUS-ESPACES VECTORIELS. Les deux points de
vue précédents sur les sous-variétés de R™ sont des généralisations des
deux points de vue familiers suivants concernant les sous-espaces vec-
toriels d’un espace vectoriel V' : ceux-ci peuvent étre décrits ou bien par
des équations paramétriques, ou bien par des équations cartésiennes.

Etant donné un sous-espace E¥ C V" (la notation signifie que F est
de dimension k et V est de dimension n), le point de vue des équations
paramétriques consiste & donner une application linéaire ¥ : RY —
V avec imW¥ = E. Une telle “paramétrisation linéaire” est injective
précisément lorsque N = k = dim F, et dans ce cas ¥ : R¥ — E est
un isomorphisme linéaire.

Le point de vue des équations cartésiennes consiste a se donner une
application linéaire ® : V' — RY avec ker ® = E. Un tel “systeme
d’équations cartésiennes” est surjectif précisément lorsque N =n — k,
la codimension de E, notée aussi codim E. Dans ce cas 'application
induite ® : V/E — R est un isomorphisme linéaire.

Ces deux points de vue sont duauzr en un sens tres précis. Une pa-
ramétrisation linéaire injective équivaut a la donnée de k éléments
linéairement indépendants €y, ..., ¢, € Hom(R, V) tels que ime¢; C E
pour tout 7. Via I'isomorphisme canonique

Hom(R,V) =V, e e:=€(1)

la condition ime; C F se traduit par e; € E. En d’autres termes, se
donner une paramétrisation linéaire injective de F revient a se donner
une base (eq,...,e;) de E.

La donnée d'un syteme minimal d’équations cartésiennes équivaut a
la donnée de n — k éléments linéairement indépendants aq, ..., a,_ €
Hom(V,R) tels que E C ker a; pour tout i. L’espace Hom(V,R) est
appelé le dual de V et il est noté

V* := Hom(V,R).
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Soit 7 : V' — V/FE la projection canonique. Celle-ci induit un isomor-
phisme canonique

(V/E)* — {a € V* : E Ckera}, ar a:=aoT.

Via cet isomorphisme, la donnée d'un systeme minimal d’équations
cartésiennes équivaut a la donnée d’'une base (ay, ..., a,—x) de (V/E)*.

FIN DE LA DIGRESSION.

DIGRESSION : ISOMORPHISMES CANONIQUES, CATEGORIES. Arrétons-
nous un instant sur la notion d’isomorphisme canonique qui est apparue
a plusieurs reprises dans la discussion précédente.

Définition informelle. Soit C un “contexte mathématique”. Un objet
est dit canonique si sa construction ne fait pas intervenir de choix
extérieurs au contexte C.

Dans une premiere approximation, lorsque le contexte mathématique
auquel on fait référence est celui des espaces vectoriels, un objet est dit
“canonique” si sa construction ne nécessite pas le choix d’une base.
Nous rendrons rigoureuse cette définition plus bas, lorsque nous parle-
rons de catégories.

Exemple. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. On a un
isomorphisme canonique

VSVt oe(asav) (aeV)

Exemple. Soit V' est un espace vectoriel de dimension finie. Les espaces

V et V* sont isomorphes (puisque de méme dimension), mais pas de

maniere canonique. Vous connaissez au moins un moyen de décrire un

isomorphisme : on choisit une base (e;) de V, on définit la base duale
ES —

(e7) de V* par €} (e;) = 9,5, avec

[ =y
5”‘"{0, oy

le symbole de Kronecker, et 'on définit 'isomorphisme linéaire V —»
V* par e; — e;.

Une meilleure maniere de décrire un isomorphisme entre V et V*
est de se donner une forme bilinéaire non-dégénérée sur V. Une forme
bilinéaire B € Bil(V x V|R) est dite non-dégénérée si B(v,-) = 0
implique v = 0. En présence d'un tel élément B € Bil(V x V,R) =
V* @ V*, lapplication V. — V* v +— B(v,-) est une application
linéaire entre espaces de méme dimension, et donc un isomorphisme
linéaire de V' sur V*. L’isomorphisme entre VV et VV* n’est pas canonique
dans la catégorie des espaces vectoriels réels, mais il est canonique dans
la catégorie des espaces vectoriels réels munis d’'un produit scalaire.

Exercice 6. Démontrer que ’on a un isomorphisme canonique Bil(V x
V,R)=ZV*® V™
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La notion de catégorie, 1.

Définition 1.6. Une catégorie C consiste en une collection d’objets,
notée ObC, ainsi que de la donnée d’un ensemble de morphismes
C(x,y) entre chaque deux objets x et y de C. On requiert [’existence
d’un morphisme distingué 1, € C(x,x) pour tout objet =, appelé iden-
tité de x, et d’une application de composition

C(z,y) x C(y,2) — C(x, 2),

notée (o, B) — a3, ou encore Boa. On demande a ce que cette loi de
composition soit associative, et ['on demande a ce que la composition
a droite ou a gauche avec lidentité d’un objet soit ['identité.

Lorsque je parlais plus haut de “contexte mathématique”, ce qu’il
faut lire désormais est “catégorie”. Vous connaissez déja de nombreux
exemples.

— La catégorie Set des ensembles, avec Set (z,y) = y*.

— La catégorie Top des espaces topologiques, avec Top(z,y) 1'en-
semble des application continues de z vers . -

— La catégorie Vect des espaces vectoriels de dimension finie, avec
Vect(z, y) 'ensemble des applications linéaires de z vers y.

— La catégorie EuclVect des espaces vectoriels de dimension finie
munis d’'un produit scalaire, avec EuclVect(z,y) 'ensemble des
application linéaires de z vers y qui préservent le produit scalaire.

— La catégorie Op,, des ouverts de R", avec Op,,(x,y) 'ensemble
des applications lisses définies sur x a valeurs dans y.

— La catégorie VarDiff des variétés différentielles lisses de dimension
finie, avec VarDiff (z, y) 'ensemble des applications lisses de z vers
y. Ce dernier exemple est le sujet du cours.

Nous pouvons reformuler la discussion précédente dans les termes
suivants : V' est canoniquement isomorphe a V** dans Vect, et V est
canoniquement isomorphe a V* dans EuclVect.

Exercice 7. Préciser le dernier énoncé en indiquant quel produit sca-
laire on met sur V*.

FIN DE LA DIGRESSION.

DIGRESSION : OBJETS DEFINIS PAR DES PROPRIETES D’UNIVERSA-
LITE. Vous avez déja rencontré de nombreux tels objets, méme si vous
n’avez pas toujours formulé les propriétés d’universalité correspon-
dantes. Exemples dans la catégorie des espaces vectoriels : le quotient
d’un espace vectoriel par un sous-espace, la somme directe, le produit
direct, le produit tensoriel. L’idée de cette digression est que toute
construction “canonique” dans Vect produit un modele pour un objet
défini par une propriété d’universalité (objet universel).
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Plutot que de donner la définition précise de ce qu’est en général
une propriété d’universalité, nous allons illustrer cette notion par un
exemple détaillé. Nous donnons par ailleurs les propriétés d universalité
de la somme directe, respectivement du produit direct d'une famille
d’espaces vectoriels.

Espace vectoriel quotient. Soit V un espace vectoriel et £ C V' un sous-
espace. Considérons sur V la relation d’équivalence x ~ y < x —y €
E et notons V/E l'ensemble des classes d’équivalence. Celui-ci porte
une structure naturelle d’espace vectoriel, pour laquelle la projection
7wV — V/E qui associe a un élément x sa classe d’équivalence [z]
est une application linéaire. L’espace vectoriel V/E est appelé ['espace
vectoriel quotient de V' par E. L'utilité de cette construction est donnée
par le fait suivant :

Propriété d’universalité du quotient.Pour tout espace vectoriel W
et toute application linéaire f : V' — W telle que ker f O F, il existe
une unique application linéaire f: V/E — W telle que fom = f.

V

V/E

w

Prenons maintenant un point de vue légérement différent. Appelons
un quotient de V par E une paire (Q,7), avec Q un espace vectoriel
et m: V — Q une application linéaire telle que ker m = E,| qui vérifie
la propriété d’universalité suivante : pour tout espace vectoriel W et
toute application linéaire f : V' — W telle que ker f D F/ il existe une
unique application linéaire f : Q@ — W telle que f = f o .

w

o

Evidemment, le quotient V/E vérifie cette propriété d’universalité.
Mais y aurait-il d’autres quotients ? La réponse est fournie par la propo-
sition suivante, qui montre que la construction est parfaitement déter-
minée.

Proposition 1.7. Un quotient de V' par E est unique a isomorphisme
unique pres, c’est-a-dire si (Q,m) et (Q',7') sont deuzx quotients de V

par I, il existe un isomorphisme canonique Q@ — Q’.
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Démonstration. Appliquons la propriété universelle de (Q, 7) avec W =
Q' et f = 7'. L’on trouve une unique application 7' : Q@ — Q' telle que
7' om = 7'. Appliquons ensuite la propriété universelle de (Q', 7’) avec
W = Q et f =mx. L’on trouve une unique application 7 : Q" — Q telle
que 7 o’ = w. En particulier (7 o 7’) o m = 7. Puisque Idg o m = T,
I'unicité dans la propriété universelle de (Q, ) avec W = Q et f =7
montre que 7o 7’ = Idg. De méme I'on démontre que 7’ o7 = Idg/, de
sorte que 7@’ et 7 sont des isomorphismes canoniquement déterminés,
inverses I'un de l'autre.

Wl el ”,l 3'% ﬂl %
Q Q' Q

L’on lit la proposition précédente en disant que la propriété d’univer-
salité détermine le quotient a isomorphisme unique pres. La construc-
tion du quotient V/E montre Uexistence du quotient. La propriété
d’universalité met par ailleurs en avant la projection canonique 7 :
V — V/E, que nous avons par ailleurs déja utilisée dans la digression
sur la dualité.

Somme directe et produit direct. Soit (V;) une famille d’espaces vecto-
riels.

Propriété d’universalité de la somme directe. Une somme directe
des V; est un espace vectoriel @ muni d’application linéaires incl; :
V; — QO qui satisfont la propriété suivante : pour tout espace vectoriel
W et toute collection d’applications linéaires f; : V; — W, il existe une
unique application linéaire F': Q — W telle que F o incl; = f; pour
tout 1.

Cette propriété d’universalité détermine O a isomorphisme cano-
nique pres. Un modele explicite est donné par Q = &;V;, dont les
éléments sont les sommes formelles finies d’éléments appartenant aux
V;. Les applications incl; sont les inclusions canoniques, et ’application
F' déterminée par des f; : V; — W est notée @, f;.

v, fi W
inclil
Difi
®;V;

Propriété d’universalité du produit direct. Un produit direct des
V; est un espace vectoriel @ muni d’applications linéaires proj; : @ — V;
qui satisfont la propriété suivante : pour tout espace vectoriel W et



13

toute collection d’applications linéaires ¢g; : W — V;, il existe une
unique application linéaire G : W — Q telle que proj; o G = g; pour
tout 7.

Comme nous avons désormais I’habitude, cette propriété d’universa-
lité détermine Q a isomorphisme canonique pres. Un modele explicite
est donné par @ = [], V;, dont 'ensemble sous-jacent est le produit
cartésien des V;. Les applications proj; sont les projections canoniques,
et Papplication G déterminée par des g; : W — V; est notée [[; g;.

W Hl 9i

ILVi

7075
g lp )i

Vi

Remarque. Les opérations de somme directe et celle de produit di-
rect peuvent étre interprétées comme étant duales I'une de 'autre. La
somme directe est un espace depuis lequel on peut définir des mor-
phismes, le produit direct est un espace wvers lequel on peut définir
des morphismes. Un autre point de vue est celui des isomorphismes
canoniques

Hom(EH Vi, W) = [ [ Hom(V;, W),
et en particulier
(D) =]1v
FIN DE LA DIGRESSION.

1.4. Immersions et submersions. Dans cette section nous donnons
deux théoremes de forme normale qui sont emblématiques de 1'utilisa-
tion des difféomorphismes, et du théoreme d’inversion locale.

Théoréme 1.8 (Forme normale locale pour les immersions). Soit
P:QCRF 5 R

une immersion. Modulo composition par un difféomorphisme local au
but, l'immersion s’écrit localement

Ve (x,0).

Démonstration. Détaillons I’énoncé du théoreme. Nous souhaitons dé-
montrer I’énoncé suivant : pour tout xg € €2, il existe un ouvert xy €
Q' C Q et un diffbomorphisme f : U = f(U) défini sur un voisinage
ouvert U de py = 1(xg), tels que fo(z) = (z,0) pour tout = € V.
Soit ¥ = (¢',...,9"). Par hypothese di(xg) est injective, et I'on
peut supposer sans perte de généralité que les dérivées (di)?, . .., di*)
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sont linéairement indépendantes au point xy (dans le cas contraire on
compose par une permutation des coordonnées au but). La fonction
F: Q) x Rk — R" définie par

F(z,y) :=(x) + (0,y)

a une dérivée inversible en (x¢,0). C’est donc un difféomorphisme lo-
cal. Le difféomorphisme local f := F~! est le changement de variable
recherché. U

Théoréme 1.9 (Forme normale locale pour les submersions). Soit
¢:UCR"— Rk

une submersion. Modulo composition par un difféomorphisme local a la
source, la submersion s’écrit localement

¢ (z,y) = y.

Démonstration. Supposons sans perte de généralité que les dérivées
partielles (0¢/0z**1, ... 0¢p/0x™) sont lindairement indépendantes au
point (xg, o). L’application F : U — R* x R*~* définie par

F({L‘,y) = (:E - 1‘0,0) + QE(ZL‘,y)

a une différentielle inversible en (xg, o). C’est donc un difféomorphisme
local et son inverse satisfait aux conclusions du théoreme. U

Alors que nous les avons caractérisées en termes de submersions lo-
cales, les sous-variétés apparaissent souvent comme fibres de submer-
sions globales.

Définition 1.10. Soit f: U C R™ — R™ une application lisse.

— Un point y € R™ est dit valeur réguliere si f est une submer-
sion en tout point de la fibre f~(y). (Ceci vaut en particulier si
fy)=10.)

— Un point y € R™ est dit valeur critique si ce n’est pas une
valeur régulicre, ou encore s’il existe un point x € f~1(y) tel que
df (x) : R™ — R™ ne soit pas surjective.

— Un tel point x est appelé point critique.

L’on remarquera le fait que, lorsque n < m, 'image de f est nécessai-
rement constituée de valeurs critiques. Il découle de la discussion précé-
dente que la préimage f~!(y) d’'une valeur réguliere d’application lisse
f:R™ = R™ n > m est une sous-variété de dimension n — m.

Théoréme 1.11 (Sard). Les valeurs critiques d’une application lisse
f:UCR" — R™ forment un ensemble de mesure nulle. En particu-
lier, les valeurs régulieres sont denses dans R™. ([l
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Une fonction peut étre comprise via I’étude de ses ensembles de ni-
veau. Pour une fonction lisse, un ensemble de niveau typique sera une
sous-variété. Ceci fournit une nouvelle motivation pour I’étude des sous-
variétés, en tant qu'objets géométriques qui permettent d’étudier les
fonctions. Cette idée a été incarnée par Marston Morse dans ce que
I’'on appelle aujourd’hui théorie de Morse, avec un succes phénoménal
(voir le livre de Milnor, Morse Theory). L’on discutera plus tard les
premiers éléments de théorie de Morse, et 'on verra qu’elle est aussi
en lien avec l'idée de discrétisation des fonctions.

1.5. Variétés abstraites, ou non-plongées. Nous avons déja établi
un parallele entre les différentes manieres de définir un sous-espace vec-
toriel et les différentes manieres de définir une sous-variété. L’étude des
sous-variétés est en quelque sorte similaire a 1’étude des sous-espaces
vectoriels de R™. Tout comme en algebre linéaire la vraie force de la
théorie ressort lorsque 'on utilise une définition qui nous affranchit de
I’espace ambient et des coordonnées, il en est de méme pour les variétés.

La remarque suivante peut sembler inoffensive mais elle débouche
directement sur la définition d’une variété abstraite. Soit M* C R
une sous-variété de dimension k. Soient ¢; : U; C R™ — ¢;(U;) C
R" ¢ = 1,2 deux difféomorphismes de redressement comme dans la
Définition 1.1, définis au voisinage d'un point p € M. Alors

$20 07" G1(UL NUs) = ¢o(Ur N U)
est un difféfomorphisme, et en particulier
Dol v © O1l3fne, + o1 (M N UL N (M N Uy)) CRY x {0}
= (M NTL) N (M NTy)) € R* x {0}

est un difféfomorphisme. L’avantage de cette derniere formule est qu’elle
ne fait intervenir que des objets qui sont définis sur M, et non pas sur
(des ouverts de) 1'espace ambiant.

Définition 1.12. Une variété de dimension k est un espace topologique
M muni d’une famille {(U;, ¢;) }icr de paires (U;, ¢;) telles que :
— la famille (U;) est un recouvrement ouvert de M ;
— chaque ¢; : Uy — ¢;(U;) € R¥ est un homéomorphisme sur son
image, qui est un ouvert de R¥ ;
— pour tous 1,5 € I Uapplication

¢j 007 ¢i(Ui NU;) = 6;(U: N U;)
est un difféomorphisme.

Définition 1.13. La famille (U;, ¢;) est appelé atlas, et chaque paire
(Ui, ¢;) est appelée carte, ou carte locale. Les difféomorphismes quo@.’l
sont appelées applications de changement de carte, ou fonctions de
transition.
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L’exemple suivant justifie la terminologie cartographique.

Exemple 1.14. Soit
S? = {(x,y,2) ER® : 2® +y*+ 22 =1} C R

Soient N := (0,0,1) le pole Nord et S := (0,0, —1) le pole Sud. On
définit deux cartes

oy S\ {N} = R? b5 : S*\ {S} — R?

par projection stéréographique : ¢n(p) est I'unique point d’intersection
de la demi-droite [N, p) avec le plan R? x {0} = R?, et ¢5(q) est I'unique
point d’intersection de la demi-droite [Sq) avec R? x {0} = R?. Montrer
que ces deux cartes définissent un atlas sur S2.

Le calcul différentiel peut étre transféré aux variétés. Plus
précisément, toute notion de calcul différentiel a caractere
local peut étre formulée sur les variétés. Par exemple, une ap-
plication continue f : M — N entre deux variétés est dite lisse si
I'application 1) o f o ¢! est lisse pour toutes deux cartes ¢ et 1) sur M
et N respectivement !

Exercice 8. Une application continue f : M — N est lisse si et seule-
ment si pour tout point p € M il existe deux cartes ¢ et ¢ définies au
voisinage de p et f(p) respectivement, telles que 1) o f o ¢! soit lisse.

Puisque le caractere lisse d’une application est invariant par composi-
tion avec des difféomorphismes a la source et au but, il est souvent com-
mode de penser a un atlas donné {(U;, ¢;)} comme ayant été élargi de
maniere a contenir toutes les cartes (U, ¢) compatibles simultanément
avec toutes les (U;, ¢;). Un tel atlas est dit mazimal. L’atlas maximal
associé a un atlas donné {(U;, ¢;)} contient en particulier toutes les
restrictions des ¢; aux ouverts de Uj.

Exercice 9. Donner les définitions de submersion, immersion, difféo-
morphisme, point critique dans les contexte des variétés. Formuler et
démontrer des théoremes d’inversion locale, de fonctions implicites, de
forme normale pour immersions et submersions.

Les variétés sont un exemple d’objet mathématique défini a partir
d’un modele local. Vous rencontrerez ce genre de construction dans de
nombreux contextes, dont voici une premiere liste. Les variétés com-
plexes, qui sont des objets centraux en analyse complexe, sont mo-
delées sur des ouverts de C" en demandant que les applications de
changement de carte soient des biholomorphismes (applications bijec-
tives, dérivables au sens complexe, avec inverse dérivable au sens com-
plexe). Les wvariétés de Banach sont modelées sur des ouverts dans
des espaces de Banach, en demandant que les applications de chan-
gement de carte soient des difféomorphismes. Elles jouent un role clé
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dans l'analyse des équations aux dérivées partielles non-linéaires de
nature géométrique (Cauchy-Riemann, Yang-Mills, Yamabe, ...). Les
schémas de la géométrie algébrique peuvent étre pensés comme étant
des espaces modelés localement sur le spectre d’anneaux commutatifs.

1.6. Fonctions de troncature lisses. Plongements dans des es-
paces euclidiens. Le fait d’avoir dégagé une définition abstraite des
variétés différentielles représente certainement un gain conceptuel :
nous pourrons les reconnaitre dans des situations qui n’ont a priori
rien a voir avec l'espace euclidien. Mais 'on doit aussi se demander si
la classe d’objets que I'on peut définir de cette maniere est strictement
plus générale que celle des sous-variétés de R™. Le but de cette section
est de montrer que la réponse est négative pourvu que l'on travaille
avec des espaces topologiques séparés et a base dénombrable.

Nous utiliserons la terminologie topologique suivante.

Nous dirons qu’un espace topologique est séparé si pour tous deux
points distincts x # y il existe des voisinages ouverts U > x et V > vy
tels que U NV = (. Nous dirons qu’un espace topologique est a base
dénombrable §'il existe une famille dénombrable d’ouverts (U;);en ayant
la propriété suivante : pour tout point x et tout ouvert V' > z, il existe
1 avec x € U; C V. De maniere équivalente, tout ouvert peut étre
écrit comme réunion d’éléments de la famille (U;). Nous dirons qu'un
espace topologique est compact si tout recouvrement ouvert admet un
sous-recouvrement fini. Nous dirons qu’un ouvert U C X d’un espace
topologique X est relativement compact si son adhérence est un en-
semble compact.

Exemple. L’espace euclidien R™ est a base dénombrable. En effet,
I’on peut choisir comme base I’ensemble des boules ouvertes de rayon
rationnel centrées aux points de Q". Par conséquent, tout ouvert de R"
est a base dénombrable.

Exemple. Une variété compacte M est a base dénombrable. En effet,
recouvrons M par un nombre fini d’ouverts de carte (U, ¢y). Choisis-
sons une base dénombrable pour chaque ¢x(Uy) C R™ et transportons-
la en une base dénombrable B; pour U,. Le lecteur vérifiera facile-
ment que |J, By est une base dénombrable pour la topologie de M. De
maniere similaire, une variété qui possede un atlas dénombrable est a
base dénombrable.

Exercice 10. (Re)démontrer les énoncés suivants :
— compact dans séparé est fermé;
— fermé dans compact est compact.

Théoréme 1.15 (Whitney, Annals of Math. (2) 37 (1936)). Une variété
de dimension n séparée et a base dénombrable admet un plongement
dans R?"1,
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Exercice 11. Réciproquement, si une variété admet un plongement
dans un espace euclidien alors elle est séparée et a base dénombrable.

CONVENTION : DANS LA SUITE DU COURS TOUTES LES VARIETES SE-
RONT SUPPOSEES SEPAREES ET, SI ELLES SONT NON-COMPACTES, A
BASE DENOMBRABLE. POUR ALLEGER LA LECTURE NOUS NE FERONS
DESORMAIS PLUS MENTION EXPLICITE DE CES HYPOTHESES.

Comme nous le verrons plus bas, le fait d’imposer ces deux hy-
potheses de nature topologique présente de multiples avantages, qui
vont bien au-dela du simple fait de pouvoir plonger les variétés dans
des espaces euclidiens : existence de fonctions de troncature, existence
de partitions de I'unité, possibilité de recoller des objets locaux en des
objets globaux, métrisabilité.

Nous allons démontrer plus tard dans le cours le théoreme de Whit-
ney dans le cas des variétés compactes (séparées!) comme une applica-
tion du théoreme de Sard. Dans cette section nous faisons un premier
pas dans cette direction en démontrant le résultat plus faible suivant.

Théoreme 1.16. Toute variété compacte se plonge dans un espace
euclidien de dimension assez grande.

La preuve de ce résultat repose sur la construction de fonctions de
troncature. Etant donné un espace topologique X et une fonction conti-
nue f: X — R, le support de f est défini comme étant 'adhérence dans
X du lieu de non-annulation de f :

supp(f) :={z € X : f(z) # 0}.

Lorsque X C Y est un sous-espace topologique, on note

suppy (f)
I’adhérence dans Y du lieu de non-annulation de f.

Lemme 1.17. Fizons 0 < r < R. Il existe une fonction lisse f = f, g :
R™ — [0, 1] telle que

flerey =1, supp(f) C B"(R).
Démonstration. 11 suffit de construire une fonction lisse g : [0, co[—

[0,1] telle que g(t) = 1 pour ¢ < r et supp(g) C [0, R[. Dans ce cas
f(z) :== g(||x||) vérifie les conditions du lemme.

On commence par la fonction “test”

1
R lt| < R,
ar(t) { 0, t| > R.

Sa primitive normalisée Ag(t) := [*_ar(7)dr/ [ ar(r)dr vérifie
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La fonction Bg(t) := 1 — Ag(t) vérifie
Br(t)=1, t<-R et Br(t)=0, t>R.

(Son graphe est symétrique au graphe de Ag par rapport a la droite
y = 1/2.) Finalement on translate et on “comprime” ce graphe en

considérant B, p(t) := Br(&z-t — % — R). Cette fonction vérifie

B, r(t)=1, t<r et B, r(t)=0, t>R.
Ainsi g := B, g|[0,00] convient. O

Lemme 1.18. Soit M une variété et U C M un ouvert. Soit f : U — R
une fonction lisse telle que

supp, (f) C U.

Alors l'extension de [ par zéro, définie explicitement par

P fp), pel,
f:M—R, p»—>{0’ peu.

est une fonction lisse.

Démonstration. Il faut montrer que pour tout point p € M il existe
une carte (V, ) contenant p telle que fo ¢! : ¢(U) C R* — R soit
lisse. Si p € U on prend une carte quelconque (V,¢) avec p € V C U,
et flv = flv est lisse. Si p ¢ U alors p € supp,,(f)¢. Celui-ci est un
ouvert sur lequel f est identiquement nulle, donc lisse. O

L’on a clairement égalité

supp(f) = supp(f)

des que supp(f) est fermé dans M. En particulier, lorsque la variété
ambiante M est séparée, comme nous I’avons désormais supposé, I’'on a
égalité des que supp(f) est compact dans M ou, de maniére équivalente,
dans U. Nous avons donc démontré :

Corollaire 1.19. Soit M une variété (séparée!) et U C M un ouvert.
Soit f: U — R une fonction lisse a support compact. Alors l’extension
de f a M par zéro est lisse. O

Ce résultat est faux des que la variété M n’est pas séparée (cf. Exer-
cice 12 plus bas). Par conséquent, tous les énoncés du reste de cette
section sont également faux pour des variétés non-séparées.

Lemme 1.20. Soient K C U C M avec M wvariété, K compact et U
ouvert. Il existe une fonction lisse f: M — [0,1] avec

flx =1, supp(f) C U.

De plus on peut choisir f a support compact.
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Démonstration. Soit (U;, ¢;) une famille finie de cartes sur M qui re-
couvre K. L’on peut supposer sans perte de généralité que im (¢;) =
B"™(1) et que les ouverts U] := ¢; '(B"(3)) recouvrent K (exercice!).
Posons

flUZ—>[O,1], fz = flgoqﬁi.

24

Par le Corollaire 1.21 I'extension fz de f; a M par 0 est lisse. Finalement,

I’application
f=1-1]a-5

)

satisfait aux conditions du lemme. O

Corollaire 1.21 (Principe d’extension apres restriction). Soit M une
varieté, U C M un ouvert et V. C U un ouvert relativement compact.
Soit f : U — R une fonction lisse. Il existe une fonction lisse H : M —
R telle que H|y = h.

Démonstration. Par le lemme 1.20 il existe une fonction lisse a support
compact f : U — [0,1] telle que fly7 = 1. La fonction f-h: U — R
coincide avec h sur V' et son support est contenu dans celui de f. Il est
donc compact dans U et on peut donc étendre cette fonction par zéro
a une fonction lisse sur M. O

Le Lemme 1.20 et le Corollaire 1.21 admettent les généralisations sui-
vantes (pour lesquelles 'hypothese de base dénombrable est essentielle).
Vous pourrez consulter le livre de Warner, Foundations of differentiable
manifolds and Lie groups pour les preuves.

Lemme 1.22. Soient A C U C M avec M wvariété, A fermé et U
ouvert. Il existe une fonction lisse f: M — [0, 1] avec

fla=1, supp(f) C U.
O

Corollaire 1.23. Soit M une variété et V.C U C M deux ouverts
avec V C U. Soit f: U — R une fonction lisse. Il existe une fonction
lisse H: M — R telle que H|y = h. O

Preuve du théoreme 1.16.

Idée de la preuve : la seule information dont nous disposons sur M
est l'existence d’un ensemble fini de cartes qui recouvrent M. En met-
tant toutes les cartes ensemble on obtient certainement une application
injective sur M a valeurs dans un espace euclidien. Mais il faut d’abord
étendre les cartes a des fonctions lisses sur M. A ce stade le principe
d’extension apres restriction est fort utile.

Soit (U;, ¢;), i = 1,..., N un atlas fini tel que im (¢;) = B"(1) et
les V; := ¢; ' (B"(})) recouvrent M. L’on trouve par le lemme 1.20 des
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fonctions lisses a support compact f; : U; — [0,1] telles que fily; = 1.
L’on peut alors regarder chaque application f;¢; : U; — R™ comme une
fonction lisse sur M, en I’étendant par 0. De méme pour chaque f;. On
considere alors I'application

F:M—)R"N+N, f=(fion,.... fnon, fr, oo ).

C’est une application lisse. C’est aussi une immersion puisque tout
point appartient a un certain ouvert V;, ou la i-eme composante de F
vaut ¢;, qui est un difféomorphisme sur image. L’injectivité découle du
fait suivant : si p et ¢ sont deux points tels que F'(p) = F(q), on a en
particulier f;(p) = fi(q) pour tout i. Soit i tel que p € V;, de sorte que
fi(p) = 1. Alors f;(q) = 1, ce qui implique g € U;. Ainsi ¢;(p) = ¢i(q),
et par conséquent p = ¢ puisque ¢; est injective sur son domaine de
définition. O

Exercice 12 (Exemple de variété non-séparée). Soient A, Ay deux
copies de [0, 00 et considérons

M I:] - O0,0[UAl U AQ.

Munir M d’une topologie telle que les identifications naturelles ¢; :
| — o0, 0[UA; = R, i = 1,2 soient des homéomorphismes. Montrer
que ¢1, ¢ définissent un atlas sur M. Montrer que M n’est pas séparée
(plus précisément, les points qui ne peuvent pas étre séparés sont les
deux copies de 0 dans A; et As). Donner un exemple de fonction lisse
a support compact dans | — oo, 0[UA; dont l'extension par 0 a M n’est
pas lisse.

Remarque (a4 propos des partitions de 'unité). Il est coutu-
mier de parler de partitions lisses de I'unité lorsque 'on construit des
fonctions de troncature, puisque celles-ci constituent le point clé. Nous
allons remettre cette discussion a plus tard, lorsque nous aurons a dis-
position la notion d’espace tangent et de champ de vecteurs, afin de
pouvoir illustrer les partitions de I'unité en tant qu’outil de recollement
d’objets locaux en des objets définis globalement. Pour un apercu avant
la lettre voir par exemple le livre de Warner, Foundations of differen-
tiable manifolds and Lie groups.

1.7. Espace tangent. Application tangente. Dans cette section
nous définissons 1’espace tangent 7,M a une variété M en un point
p € M, ainsi que la différentielle

df(p) : TpM — Tf(p)N

d’une application lisse f : M — N. Nous donnons trois points de vue
équivalents que nous relions aussi aux sous-variétés. Ces trois points
de vue sont a mettre en parallele avec les trois définitions équivalentes
d’une sous-variété que nous avons abordé dans la section 1.2.
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I. LE POINT DE VUE DES CARTES. Un point de départ pour aboutir
a la notion d’espace tangent est le souhait de définir une notion de
différentielle pour une application lisse. Si 'on essaie de partir de la
définition de la lissité en termes de cartes, I’on rencontre tout de suite
le probleme suivant : étant donnée une application lisse f : M™ — N"
et des cartes (U, ), (V,4) a la source et au but, la différentielle de
1o fop~! est une application linéaire R™ — R" qui dépend évidemment
du choix de cartes (& travers leurs différentielles)! Pour récupérer un
objet intrinseque nous sommes naturellement amenés a nous affranchir
des bases canoniques sur R et R".

Définition 1.24. Soit M™ une variété de dimension m munie d’un
atlas {(U;, ¢;)}. Pour tout p € M on définit 'espace tangent en p a M,
noté T,M, comme étant l’espace vectoriel réel de dimension m

T,M = [] {i} xR"/ ~

i:U;Dp

(i,8) ~ (.n) & d(g;0 ¢ (@) =1 ==i(p).

La structure d’espace vectoriel sur T,M est donnée par

A= 10,A)) AeR EeR™,

[GOI+1(.6)] = [Uhdlgodi @)+, = dilp),
= [(.6+ddiod; W], y=0;(p).

Définition 1.25. Soit f : M™ — N" une application lisse et p €
M. La différentielle de f en p, ou application tangente de f en p, est
l’application linéaire

df(p) : T,M — Ty N, ou fup : TyM — Ty N,
définie par
df (p)[(3,€)] = [(J:d(Wj 0 fo oy N(@)E)], == ¢ulp),

ot ¢; est une carte locale sur M au voisinage de p et 1 est une carte
locale sur N au voisinage de f(p).

Vous devez — et pouvez ! — vérifier que ces définitions sont cohérentes
(bonne définition de la structure d’espace vectoriel, indépendance de
la définition de la différentielle par rapport au choix de cartes etc.).
Ces définitions sont motivées par le souhait de définir [’espace tangent
en p a M comme un espace vectoriel de dimension m qui constitue la
source naturelle de la différentielle d’une application lisse. Celui-ci ne
possede pas de base privilégiée ; un choix de carte fournit une base qui
correspond a la base canonique de R™, mais cette base dépend du choix
de carte.
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Exercice 13 (composition des différentielles). Soient M LN &P
des applications lisses et p € M. Montrer ’égalité

d(go f)(p) =dg(f(p))odf(p).

g d(gof)(p)

M

T,M

of
P Tyson P
x . / dfm %ﬂp))
Tf(p)N

Une premiere intuition géométrique sur l'espace tangent nous est
donnée lorsque M est une sous-variété d'un espace euclidien.

Proposition 1.26. Soit M* C R"™ une sous-variété. Etc_mt donné p €
M on choisit un systeme submersif d’équations locales ¢ : U — Rk
avec p € U CR™ ouvert et M NU = ¢~(0).

(1) Le sous-espace vectoriel
ker dg(p) C R"
ne dépend pas du choiz de ¢.

(2) Il existe un isomorphisme canonique

T,M — ker do(p).

Démonstration. (1) Nous savons que 1'on peut écrire localement M au
voisinage de p comme image d'un plongement v de rang k. Notons
p = ¥(z). Puisque ¢ o1 = 0 on obtient d¢(p) o di(x) = 0, de sorte
que im dip(x) C ker dp(p). Or nous savons que ces deux espaces vecto-
riels sont de méme dimension égale & k, d’ott imdi(z) = ker do(p).
Ce raisonnement vaut pour tout choix de ¢ & 1 fixé et démontre
I'indépendance de ker do(p) par rapport au choix de ¢.

(2) Soit ¢; : U; € M — R¥ une carte autour de p, avec ¢; * : RF — R”
plongement et ¢(p) = x. L’on définit une application linéaire

T,M = imdg;\(z) = kerdd(p),  [(1,€)] = do (@)¢.

Ceci est une application bien définie. Elle est injective puisque dgb;l(:v)
l'est. Les dimensions de T,M et imdg; ' (z) étant les mémes, égales &
k, on déduit que notre application linéaire réalise un isomorphisme. []

Lorsque M C R™ est une sous-variété, le noyau ker dg(p) décrit ci-
dessus s’appelle aussi direction de [’espace tangent géométrique. On
le note désormais aussi T,M. L’espace tangent géométrique est par
définition 'espace affine passant par p et ayant comme direction 7,,M ;
on le notera simplement p+7, M. En fonction du contexte, on regardera
T,M ou bien comme un sous-espace vectoriel de R", ou bien comme
un espace vectoriel abstrait.
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Exemple. Soit S" = {z € R"™ : ||z| =1} = ¢7'(1), avec ¢ : R"*! —
R, z — ||z||* submersion au-dessus de 1. Puisque d¢(z) = 2(z,-) on
obtient I'identification canonique

T,8" = ot = {£ € R™™ : (3,€) = 0}.

Exercice 14. (1) Montrer que pour tout espace vectoriel V' de di-
mension finie et tout point p € V on a un isomorphisme canonique

V=V
En particulier I'on a un isomorphisme canonique
T,R" = R".

(2) Soit M* C R™ une sous-variété. Montrer que l'inclusion i : M —
R™ est une application lisse et que sa différentielle

di(p) : T,M — T,R"
est I'inclusion 7, M — R".

(3) Soit V' un espace vectoriel et A C V un sous-espace affine de
direction W C V. Montrer que A est une sous-variété lisse de
dimension égale a dim W. Montrer que I'on a un isomorphisme
canonique 7,A = W pour tout p € A.

(4) Soit U C V un ouvert dans un espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que I'on a un isomorphisme canonique

T,U V.

(5) Soit f: U C R™ — R™ une application lisse définie sur un ouvert
U dans R™. Vérifier que la différentielle classique df (p) : R" —
R™, p € U coincide avec la différentielle df (p) : T,U — Ty R™
définie ci-dessus.

Voici maintenant une caractérisation intrinseque de l’espace tangent
géométrique en un point p a une sous-variété M* C R”.

Proposition 1.27. Soit M* C R™ une sous-variété. L’ espace tangent
géométrique p+1T,M en un point p € M est l'unique sous-espace affine
A de dimension k passant par p et ayant la propriété suivante : il
existe des paramétrisations 1 : Q0 — R"™ d’un voisinage de p dans M et
Yy 2 QO — R™ d’un voisinage de p dans A, qui coincident a ['ordre 1
aux points qui sont préimages de p :

d(z) = dpaly),  z=v""(p), y=1,"(p).

Démonstration. 11 est clair que p + T,M vérifie la condition décrite :
sip: Q C RF = M est une paramétrisation arbitraire au voisinage
de p avec ¢(z) = p, on prend @ = RF et ¢ = p+ dio(z), la
paramétrisation linéaire de A donnée par la différentielle de ).
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Pour "unicité, I'exercice 14 nous assure que la direction de A est T}, A.

Or T,A = imdi4(y) = imdy(z) = T,M, donc A =p+T,M. O

Remarque 1.28 (contact de deux sous-variétés de dimension k). On
dit que deux sous-variétés ont un contact d’ordre au moins ¢ > 1 en
un point d’intersection p, ou encore qu’elles sont tangentes a l'ordre
au moins ¢ > 1 en p, si elles admettent au voisinage de p des pa-
ramétrisations ayant le méme jet d’ordre {, i.e. les mémes dérivées
partielles d’ordre < 0, auz points qui sont préimages de p. La propo-
sition précédente peut étre reformulée en disant que le plan tangent
géométrique en p o une sous-variété M* C R™ est l'unique espace af-
fine de dimension k qui a un contact d’ordre au moins 1 avec M en p.
C’est la formulation mathématiquement rigoureuse du fait que [’espace
tangent géométrique est l’espace affine de dimension k qui approrime
le mieux la sous-variété au voisinage de p.

Ceci est a mettre en lien avec notre identification de la direction de
I’espace tangent géométrique avec [’espace tangent abstrait, qui est la
source naturelle des différentielles d’applications lisses définies sur M :
pour étudier des phénomenes de nature linéaire en p on peut tout sim-
plement remplacer la variété par son espace tangent et les applications
linéaires par leur différentielle.

II. LE POINT DE VUE DES COURBES. Le point de vue que nous
présentons maintenant a deux avantages : d'un coté il ne fait pas
référence explicite aux cartes locales, d’'un autre coté il met en avant
I'intuition que nous avons dans R™ d'un vecteur tangent comme étant
une direction de mouvement infinitésimale. Il est a mettre en relation
avec la définition 1.5 des sous-variétés de R™ comme images locales de
plongements.

Soit ¢ : I — M une courbe lisse définie sur un intervalle ouvert
I C R. La différentielle dc(t) : T, — T.)M, t € I est une application
linéaire que l'on peut identifier & une application linéaire de(t) : R —
T.yM en vue de I'isomorphisme canonique 731 = R. Si I'on note

d
é(t) == @C(t) =dc(t) -1 € TyyM,

I'on a nécessairement de(t)A = Aé(t), A € R. On appelle ¢(t) vecteur
vitesse de la courbe ¢ a l'instant t, ou vecteur tangent a ¢ a l'instant
t. Le vecteur vitesse détermine donc la différentielle dc(t) et 'on a
im dc(t) = Ré(t) C Toy M. La courbe c est un plongement local en ¢ si
et seulement si ¢(t) # 0.

Proposition-Définition 1.29. Soit M une variété et p € M. Il existe
une bijection canonique entre T,M et [’ensemble des classes d’équiva-
lence de courbes lisses

c: 1 — M, 0elICR, ¢(0)=np,
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FI1GURE 1. Espace tangent comme ensemble de classes
d’équivalence de courbes.

pour la relation d’équivalence

c~d < ¢0)=7(0).

Démonstration. Notons C, I'ensemble des classes d’équivalence [c] de
courbes ¢ comme dans 1’énoncé. Montrons que 1’application

C, — T,M, [c] — ¢(0)

est une bijection. La bonne définition et l'injectivité sont une consé-
quence directe de la définition de la relation d’équivalence ~. Pour la
surjectivité, soit (U;, ¢;) une carte autour de p telle que ¢;(p) = 0 et
soit [(7,&)] € T,M un vecteur tangent. La courbe

ce(t) := ¢; ' (t8),

définie sur un voisinage ouvert I de 0 tel que 1§ € ¢;(U;), est lisse et
vérifie ¢¢(0) = [(7,€)] (Figure 1). O

L’on remarquera que ’ensemble des classes d’équivalence de courbes
passant par un point p € M ne possede pas de structure d’espace
vectoriel évidente, quoique 1'on peut le munir d’une telle structure en
transportant celle de 7,,M. Cette description géométrique de I'espace
tangent occulte en quelque sorte I’algebre. Il ne faut pas y voir un in-
convénient, mais plutot la manifestation d'un fait général : la géométrie
et I'algébre s’éclairent mutuellement.

Proposition-Définition 1.30. Soit f : M — N une application lisse
et [c] un vecteur tangent en p € M représenté par la classe d’équivalence
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FiGure 2. Différentielle d'une application agissant sur
une clase d’équivalence de courbes.

d’une courbe c. Alors

df (p)lc] = [f o c].

Démonstration. Le vecteur tangent représenté par [c] est précisément
¢(0) = dec(0) - 1. En appliquant la regle de dérivation des fonctions
composées on obtient (Figure 2)

df (p)lc] = df (p)é(0) = df (p)dc(0)-1 = d(foc)(0)-1 = F 0 c(0) = [fod].
]

Ce dernier résultat est tres intuitif : pour connaitre I'image par df
d'un vecteur tangent représenté par une courbe on doit simplement
transporter la courbe par 'application f.

Remarque 1.31 (espace tangent et applications lisses entre espaces
euclidiens). La remarque suivante concerne le dernier point de [’exer-
cice 14. Dans la définition classique de la différentielle d’une applica-
tion linéaire f : U C R™ — R™, qui agit comme df (p) : R" — R™, la
source est ’espace vectoriel R™ et est indépendante du point p. Le point
de vue de la géométrie différentielle est [égérement différent et plus in-
tuitif : la source est T,U, l'espace vectoriel des directions de variation
infinitésimale du point p € U. Il se trouve que, pour U C R"™, celui-
ci est canoniquement identifié a R™ et peut donc étre pensé comme
étant indépendant du point p, comme en calcul différentiel classique.
Mais moralement il dépend du point p. Lorsque 'on écrit T,U on se
souvient dans la notation de cette dépendance.

III. LE POINT DE VUE DES DERIVATIONS. Nous avons déja exploré
deux points de vue sur l'espace tangent : celui des vecteurs tangents
regardés comme vecteurs de R" a travers des cartes, étroitement lié
a l'idée d’approximation linéaire, et celui des courbes, li¢ a I'idée de
direction infinitésimale de mouvement. Nous expliquons maintenant
un troisieme point de vue, lié au concept de dérivée directionnelle des
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fonctions définies sur des ouverts de R"™. Ce point de vue est a rappro-
cher de la définition 1.3 des sous-variétés comme fibres locales de sub-
mersions. Les énoncés-clé pour cette discussion sont les Propositions-
Définitions 1.34 et 1.37 plus bas.

Définition 1.32. Soit M wune variété et p € M un point fixé. On
appelle germe de fonction lisse en p une classe d’équivalence de fonc-
tions lisses définies au voisinage de p, pour la relation d’équivalence
sutvante :

f~g<s f=g surun voisinage ouvert de p

On note F, l'ensemble des germes de fonctions lisses en p.

L’ensemble F, porte une structure naturelle d’algebre commutative
sur R. Ceci signifie qu’il possede une structure d’espace espace vectoriel
réel, une structure d’anneau commutatif, et que ces deux structures
sont compatibles au sens ou le produit est distributif par rapport a
la somme et commute avec la multiplication par des scalaires. A titre
d’exemple, si f, et g, sont deux germes représentés par des fonctions
lisses f: U = Ret g:V — R, le germe produit f, - g, est représenté
par la fonction produit fg: UNV — R. A noter que F, est un espace
vectoriel réel de dimension infinie.

Définition 1.33. On appelle dérivation de F, a valeurs dans R, ou
dérivation de F),, une application R-linéaire D : F,, — R qui vérifie la
regle de Leibniz

D(fy - 9p) = D(fp)g(p) + f(p)D(gp).

On note le R-espace vectoriel des dérivations de F, par Der(F,, R).

Remarque. Il existe une notion générale d’algébre sur un corps, définie
par les mémes axiomes. De méme, il existe une notion générale de
dérivation d’une algebre A a valeurs dans un A-bimodule M (module
a gauche et a droite, de fagon compatible), gouvernée par la relation
D(a-b) = D(a)b+ aD(b), a,b € A. Dans notre cas de figure, 'algebre
R est regardée comme un F,-bimodule via I'application d’évaluation

Fp = R, fp= f(p).

Exemple. Soit U C R" un ouvert et F, 'algebre des germes de fonc-
tions lisses définies au voisinage de p € U. Pour tout £ € R” la dérivée

directionnelle en p selon £ définit une dérivation de F, a valeurs dans
R :

de : Fy — R, def, == df (p)€.
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En effet,

dé(fpgp) = %
_d d
= 2o/ 0+ 19(p) + [ (p) 7| _o9(p + 16)
= de(fp)g(p) + f(p)degy.

En particulier les dérivées partielles par rapport aux coordonnées x
sur R™ définissent des dérivations

o (f9) (D +16)

4

0
@ . fp — R,
avec % = de,, ot ¢ = (0,...,1,...,0) et la coordonnée non-nulle
apparait en /-eme position.
Cet exemple peut bien-sur étre implanté sur une variété puisqu’il
est de nature locale. Etant donnée une variété, il est désormais utile
d’adopter la notation

b= (z' ... 2"
pour les composantes d'une carte ¢ : U C M — R*. Nous regardons
les composantes 2!, . .., z¥ de I'application ¢ comme des fonctions lisses

sur U. Cette notation est par ailleurs conforme a l'intuition que nous
avons d’une carte : elle identifie U & l'ouvert ¢(U) C R*, sur lequel

vivent les fonctions coordonnées naturelles z', ..., z*.

Exercice 15. Soit M une variété et p € M un point fixé. Etant donnée

une carte ¢ = (x',... %), Papplication
0
@ : .Fp — R
définie par
0 O(foo™!)
5t o) = = ()
est une dérivation.
On utilise aussi la notation
0
— F, =R
01’5 p P
pour désigner la dérivation %. Il faut bien prendre conscience du fait

que, meme si la carte ¢ n’est pas mentionnée explicitement dans la
notation, cette dérivation dépend du choix de carte. Cette dépendance
est rendue explicite plus bas.

Exercice 16. Soit C' € F, le germe de la fonction constante égale a
C' € R au voisinage de p. Montrer que toute dérivation de F, vérifie
nécessairement D(C') = 0.
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Exercice 17. Etant donnée une carte ¢ = (2%, ..., 2%), montrer I'iden-
tité

oz’ 5

oxt ¢

Proposition-Définition 1.34. Soit M une variété munie d’un atlas
{(Ui, ¢;)}. Soit p € M un point fizé. Il existe un isomorphisme cano-
nique d’espaces vectoriels

D : T,M — Der(F,,R),

[0, )] = (fy = d(fodi)(@)E), = =¢ilp).

Le contenu de la proposition est le suivant : ’'on associe au vecteur
tangent représenté par £ € R" dans la carte ¢; la dérivation donnée par
la dérivée directionnelle selon &.

Démonstration. L’application D est bien définie et R-linéaire.

Montrons qu’elle est injective. Fixons une carte (U;, ¢;), notons =
®i(p) et considérons deux vecteurs &, € R" tels que D[(7,&)] = D[(i,n)].
L’on veut montrer que £ = 1. On peut supposer sans perte de généralité
¢ # 0. Considérons le germe f, tel que fog; ' (y) = (y—z,&). On trouve

I€11* = DI(i, O)1f, = DI, M1 fp = (0. )-

En considérant le germe associé a y — (y — x,n) on trouve par ailleurs

Inll* = (&,n).

Finalement, les deux égalités ||€]|> = |[n]]* = (n,&) impliquent n = £
(on peut par exemple argumenter par le fait que la fonction 7 — (1, £)
définie sur la sphere de rayon ||¢|| admet un unique maximum en 1 = &,
ott elle vaut ||¢]]?).

Pour conclure que D est un isomorphisme il suffit de montrer que
dim Der(F,, R) < dim 7, M. Ceci découle du lemme de Hadamard 1.36
ci-dessous : étant donnée une carte ¢ = (z!,...,2%) autour de p avec
¢(p) = 0, tout germe de fonction en p s'écrit comme f, = f(p) +

Z?Zl 2t avec gy des germes de fonction en p tels que

o) = | (g = AL )

SL’gp
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Soit D € Der(F,, R). En utilisant 'exercice 16 et le fait que z‘(p) = 0
pour tout ¢ on obtient

D(f,) = D(f(p))+ > _ D(z'g)

¢
— Ox
Ainsi
: )
D= D(")—.
> D)z
=1
Les dérivations %, ¢ =1,...,k forment donc un systeme générateur
pour Der(F,, R), de sorte que dim Der(F,,R) < k = dim T, M. O
Corollaire 1.35. Les dérivations
0
—, l=1,...k
al’e ) ) )
associées a une carte ¢ = (x',...,2%) définie au voisinage d’un point

p forment une base de Der(F,,R).

Démonstration. Nous avons déja montré au courant de la preuve de la
proposition 1.34 que les dérivées partielles %, ¢ =1,...,k forment
un systeme de générateurs pour Der(F,, R). Montrons qu’elles sont
linéairement indépendantes. Soit D =), )\g% une combinaison liné-
aire avec Ay € R. Supposons que D = 0 et montrons que tous les

coefficients A\, sont nuls.

En effet, pour tout i =1,...,k l'on a

0=D(x') =) Mg = > A=A
J4 J4

Nous avons utilisé l'identité fort utile

ot
ot ¢
O
Nous avons déja mentionné le fait que les dérivations %, (=1,...,k

dépendent du choix de carte ¢ = (x!,..., 2%). Il est temps de rendre

explicite cette dépendance. Soit ¢ = (y!,...,y*) une autre carte, qui
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détermine une autre base de dérivations 8%4, ¢ =1,...,k au point p.
Nous avons alors

Z 8?/[ &r’ :
En effet, puisque les W? it =1,...,k forment un systeme générateur
I'on peut écrire 8%[ => .\ azw )\ € R. On obtient

Z)\ ZMJ—AJ,

ce qui démontre la formule souhaitée.

CONVENTION DE SOMMATION D’EINSTEIN. Nous venons de rencon-
trer a plusieurs reprises des sommes du type >, )\i%. Bientot nous
rencontrerons des sommes impliquant plusieurs indices de sommation.
La convention d’Einstein consiste a supprimer le signe somme dans une
expression afin d’alléger 1’écriture, en sous-entendant que l'on somme
sur les indices qui apparaissent deux fois. Ainsi

Z 8y€ axl

s’écrirait
0 ox' 0

oyt Oyt oxt

A des fins pédagogiques, dans ce cours nous n’allons utiliser la conven-
tion de sommation d’Einstein que tres rarement, et toujours en y fai-
sant mention explicite.

Pour achever la preuve de la proposition 1.34 nous démontrons main-
tenant le lemme de Hadamard.

Lemme 1.36 (Hadamard). Soit M une variété et p € M. Soit ¢ =
(xt,...,2%) une carte au voisinage de p. Pour tout germe de fonction
lisse f, € F, il existe des germes de fonctions go, £ = 1,...,k définis

au voisinage de p tels que

k
+ Z .I‘Zgg.
=1

L’on a alors nécessairement

0
9e(p) = 8—;;’2-
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Démonstration. Regardons d’abord le cas d'une application lisse f :
B%(1) — R, avec p = 0. L’on a successivement

fla) = JO)+ [ ft)a

— f(0)+/0 Zx’f%(m)dt

(=1

= f(0)+ ) a'gx),

ou gy(x) = fol g—jl(tx) est lisse. (L’on remarque par ailleurs que g,(0) =

A1 (0).

Dans le cas d'un germe f,, quitte a restreindre le domaine U de la
carte et & composer par une homothétie dans R* I'on peut supposer
que ¢(U) = B™(1). L’on applique le raisonnement ci-dessus avec f :=
foo~! et l'on retrouve la premiere partie de 1'énoncé, avec g, = gy o ¢.

La deuxieme partie du lemme découle en appliquant % a f, et en
utilisant le fait que % =9,. O

Proposition-Définition 1.37. Soit f : M — N wune application lisse
entre variétés et p € M fizé. A travers les isomorphismes canoniques
T,M = Der(F,,R) et Ty N = Der(Fyp), R), la différentielle

df (p) : T,M — Ty N
s’écrit

(df(p)X)h = X(h, o f), h € Ff(p)-

Démonstration. Choisissons des cartes (U;, ¢) autour de p et (V},v)
autour de f(p). Fixons X € Der(F,, R). Soit [(,&)] € T,M tel que

X(g) =d(go¢™h)¢. Alors df (p)[(i,€)] = [(j,d(v o f 0 ¢71)E)] € Ty N
et ce vecteur tangent correspond a la dérivation
his d(hoy™)d(Wo fod ) =d((ho f)o¢™")§ =X (ho f).
O

Finalement, pour clore la section rendons explicite la bijection cano-
nique
C, = Der(F,, R)
obtenue comme composée des bijections canoniques T,M = C, et
T,M = Der(F,,R). Etant donnée une classe de courbe [¢] € C, et
un représentant ¢ : [ — M avec 0 € [ et ¢(0) = p, on lui associe la
dérivation

d
fosl (Foo.
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En effet, étant donnée une carte (U;, ¢) autour de p, la classe || corres-
pond au vecteur tangent [(7,&)] avec £ = %}tzo(gb oc)(t) =d(¢poc)(0)1.

A son tour, ce vecteur tangent correspond a la dérivation

f i d(Fod™E = d(Food(6oc) 0)1 = d(Foc)O)1 = T, (Foc)(t).



