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Prérequis

Je vous encourage vivement à revoir la partie du cours de calcul
différentiel concernant le théorème des fonctions implicites et
le théorème d’inversion locale (les énoncés, les exemples, les exer-
cices). Ce sont des théorèmes qui jouent un rôle important en géométrie
différentielle. Nous les expliquerons à nouveau en cours, mais il est tou-
tefois utile de réviser.

Conventions

Pour alléger les notations, on désigne par application lisse une ap-
plication différentiable de classe C∞. Dans la première partie du texte,
la source et le but d’une telle application sont (des ouverts dans) des
espaces de Banach de dimension finie. Par la suite, la source et le but
de telles applications seront des ouverts, ou encore des ensembles plus
généraux, dans des variétés lisses, que nous définirons.

De la même manière, l’on désigne simplement par difféomorphisme
un difféomorphisme lisse, c’est-à-dire une application bijective qui est
lisse et dont l’inverse est lisse.

Lorsque l’on voudra insister sur le caractère non-lisse d’une variété
ou d’une application entre variétés, l’on spécifiera le cas échéant sa
classe de différentiabilité ou bien son caractère continu.

L’on notera un isomorphisme canonique entre deux objets par le
symbole

∼= .

Pour désigner l’identification de deux objets par un isomorphisme ca-
nonique (en général sous-entendu) on utilisera le symbole

≡ .

Exemple : soit V un espace vectoriel de dimension finie. V ∼= V ∗∗

signifie que V est canoniquement isomorphe à son bi-dual. V ≡ V ∗∗

signifie que l’on regarde les éléments de V comme des éléments du
bi-dual dans une situation géométrique donnée.

L’on note un isomorphisme quelconque, éventuellement non-canonique,
entre deux objets par le symbole

≃ .

Exemple : si V est un espace vectoriel de dimension finie l’on a V ≃ V ∗.
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Bibliographie sélective

Les trois premiers livres, ainsi que le premier chapitre du quatrième,
contiennent à peu de choses près le matériel que nous allons couvrir en
cours. Il faut les feuilleter tous et en choisir un, selon votre goût.

Les livres qui suivent dans la liste sont de beaux livres que vous pou-
vez lire. Le M1 est le moment où vous pouvez commencer à lire de vrais
livres de maths, si vous ne l’avez pas encore fait. Ce n’est que de cette
manière que vous pourrez acquérir la culture mathématique qui vous
permettra de former votre propre perspective sur les mathématiques.
Le fait d’acquérir une perspective personnelle sur les mathématiques
que vous apprenez est sans doute l’un des buts à long terme que vous
devez vous fixer.

(1) J. Lafontaine, Introduction aux variétés différentielles, EDP Sciences,
2010.

(2) F. Paulin, Géométrie différentielle élémentaire, notes de cours de
niveau M1, FIMFA, ENS Ulm, 2006-2007, disponible en ligne :

http://www.math.u-psud.fr/ paulin/notescours/cours geodiff.pdf

(3) C. Viterbo, Notes de cours de Géométrie Différentielle, notes de
cours de niveau M1, FIMFA, ENS Ulm, 2013, disponible en ligne :

http://www.math.ens.fr/ viterbo/Cours-Geo-Diff-2012/Poly-Geodiff-2013.pdf

(4) S. Gallot, D. Hulin, J. Lafontaine,Géométrie riemannienne, Sprin-
ger, 1987, Chapitre 1.

(5) F. Warner, Foundations of differentiable manifolds and Lie groups,
Springer, GTM, 1983.

(6) J. Milnor, Topology from the differentiable viewpoint, Princeton
Univ. Press, 1997 (1965).

(7) M. do Carmo,Differential geometry of curves and surfaces, Prentice-
Hall, 1976.

(8) J. Milnor, Morse theory, Princeton Univ. Press, 1963.

(9) G. Bredon, Topology and geometry, Springer, GTM, 1994.

(10) M. Spivak, Differential geometry, Publish or Perish, 1979, 5 vo-
lumes.

(11) B. Dubrovin, A. Fomenko, S. Novikov, Modern geometry, Sprin-
ger, GTM, 3 volumes.

La dernière référence est un ouvrage panoramique. Il est utile pour
obtenir une vue d’ensemble, mais il n’y a que peu ou pas de démonstrations.
Sa lecture doit être complétée par d’autres références.
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1. Des sous-variétés de Rn aux variétés abstraites

1.1. Quelques notions de calcul différentiel revisitées. Dans cette
section je ne donne pas de définitions formelles, vous les avez tous vues
en cours de calcul différentiel. Je donne plutôt quelques interprétations
informelles, nécessairement subjectives.

Différentiabilité. Soit U ⊂ Rn un ouvert. Une application f :
U → Rm est différentiable en un point p ∈ U lorsqu’elle peut être
“bien approchée” par une application linéaire au voisinage de p. “Bien”
signifie ici que, localement près de p, notre application diffère d’une
certaine application linéaire df(p) : Rn → Rm par un terme à variation
sous-linéaire :

(1.1) f(p+ h) = f(p) + df(p) · h+ o(|h|).

Pourquoi est-ce utile ? Parce-que les applications linéaires sont les
plus simples (après les applications constantes) et donc, lorsque l’on
veut comprendre une certaine application non-linéaire, il est utile de la
comparer (localement) à celles-ci.

Cette démarche est centrale en analyse mathématique : certains ob-
jets “idéaux” sont plus simples à comprendre (n’est-ce pas ?). Dans
l’étude d’un phénomène réaliste on procède par étapes : l’on étudie
d’abord ces objets idéaux (les applications linéaires, ou bien les appli-
cations multi-linéaires), et l’on développe ensuite une “théorie d’ap-
proximation”. C’est ce que vous avez fait durant une bonne partie de
vos études de Licence : l’étude des applications linéaires entre espaces
vectoriels constituait le sujet de l’Algèbre linéaire. L’étude des applica-
tions bilinéaires vous occupe encore en M1 (voir par exemple le cours
d’Algèbre Géométrique). La théorie d’approximation correspondante
était le sujet du cours de Calcul différentiel.

L’un des buts du cours de Géométrie différentielle est de
vous apprendre à visualiser de manière avisée les objets et
phénomènes que vous avez déjà rencontrés en cours de Calcul
différentiel, en cours d’Equations différentielles, ou en cours
d’Intégration.

D’un certain point de vue, aucune des notions que nous allons discu-
ter dans ce cours n’est vraiment nouvelle. Que ça soit en cours de Calcul
différentiel, ou bien d’Equations différentielles, ou bien d’Intégration,
vous les avez toutes déjà rencontrées, parfois sous une forme dissimulée.
Vous apprendrez seulement à regarder avec un œil éduqué ces objets
que vous avez déjà rencontrés. Mais pour cela il faut apprendre un lan-
gage nouveau. Comme tout nouveau langage, celui-ci vous ouvrira les
portes d’un monde très riche, et peut-être insoupçonné.
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Difféomorphisme. La notion de difféomorphisme est subtile, mais
nécessaire. Vous avez eu l’occasion de l’apprécier concrètement lorsque
vous avez eu à calculer des intégrales ou bien lorsque vous avez eu à
résoudre des équations différentielles. Le fait déroutant est que, pour
des raisons historiques, on l’appelle dans ces situations communément
changement de variables, ou encore changement de coordonnées. Mais
c’est la même chose !

Voici un exemple classique en intégration : redémontrons l’égalité
∫∞

0
e−σt2/2dt =

√

π/2σ pour tout σ > 0. Notons I =
∫∞

0
e−σt2/2dt. En

utilisant le théorème de Fubini et ensuite le théorème de changement
de variable dans une intégrale double on obtient

I2 =

∫∫

R+×R+

e−σ(x2+y2)/2dxdy =

∫ π/2

0

∫ ∞

0

re−σr2/2drdθ = π/2σ.

Une fonction peut parâıtre compliquée dans un système de coor-
données, mais elle prend une forme simple dans un autre système de
coordonnées. Exemple : f : R2 → R, f(x, y) =

√

x2 + y2. En coor-
données polaires cette fonction prend la forme simple (r, θ) 7→ r. Elle
a l’air bien différente, mais c’est la même fonction ! Rendons explicite
ce qui s’est passé : l’application φ :]0,∞[×]0, 2π[→ R2 \ [0,∞[×{0},
(r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ) est un difféomorphisme et f ◦φ(r, θ) = r. Ainsi,
la fonction non-linéaire f devient linéaire après composition par un
difféomorphisme (nécessairement non-linéaire). Nous verrons d’autres
tels exemples de redressement, ou de forme normale.

Lorsque nous les regardons en tant que changements de va-
riables, les difféomorphismes sont des outils pour simplifier les
calculs. Lorsque l’on essaie de comprendre certains objets à

difféomorphisme près, l’on s’affranchit de formules explicites
et les difféomorphismes deviennent un filtre qui fait ressortir
leurs propriétés calitatives.

Un autre point de vue, moins intuitif, est catégorique. L’on définit
plus bas la catégorie VarDiff des variétés lisses, avec morphismes donnés
par l’ensemble des applications lisses. Les difféomorphismes sont les
isomorphismes dans cette catégorie.

(3) Théorème d’inversion locale. Le théorème d’inversion locale est le
théorème clé du calcul différentiel. Peut-être que le seul autre résultat
qui le surpasse en importance est la règle de dérivation des fonctions
composées : d(f ◦ g)(p) = df(g(p)) ◦ dg(p). Il est emblématique pour
la philosophie du sujet : une information sur la différentielle en un
point est traduite en une information locale sur l’objet non-linéaire
sous-jacent.

(4) Local vs. global. On dit qu’une propriété est “locale” en un point si
elle est valable sur un voisinage ouvert (non-spécifié, pensé comme étant
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très petit) du point. L’étude des propriétés locales des applications
lisses est le sujet du calcul différentiel (voir aussi le commentaire sur le
théorème d’inversion locale). L’étude de leurs propriétés globales tient
plus à la topologie différentielle.

1.2. Sous-variétés de Rn.

Définition 1.1. Une sous-variété lisse de Rn est un sous-ensemble
M ⊂ Rn possédant la propriété suivante : pour tout point p ∈ M il
existe un voisinage ouvert p ∈ U ⊂ Rn, un entier 0 ≤ k ≤ n, et une
application différentiable φ : U → Rn qui est un difféomorphisme sur
son image, tels que

φ(M ∩ U) = (Rk × {0}) ∩ φ(U).

On regarde M comme espace topologique avec la topologie induite.

Exercice 1. Montrer que l’entier k est bien défini en tout point p, et
qu’il est constant au voisinage de p. On appelle cet entier dimension
de M en p.

Lorsque l’entier k est le même pour tout point p ∈ M on parle de
sous-variété de dimension k.

Notation : Mk ⊂ Rn désigne une sous-variété de dimension k de Rn.
Ne pas confondre cette notation avec le produit cartésienM × · · · ×M

︸ ︷︷ ︸

k fois

!

Réinterprétons la Définition 1.1 en termes d’équations. Soient

x1, . . . , xn : Rn → R

les fonctions coordonnées canoniques et notons φi := xi◦φ, i = 1, . . . , n.
Puisque Rk ×{0} ⊂ Rn peut être réécrit comme Rk ×{0} = {x ∈ Rn :
xk+1 = · · · = xn = 0}, on obtient que

M ∩ U = {p ∈ U : φk+1(p) = · · · = φn(p) = 0}.

On voit qu’une sous-variété lisse de dimension k dans Rn peut être ex-
primée localement comme lieu commun d’annulation de n−k fonctions
lisses. On dit encore que

φk+1 = · · · = φn = 0

est un système local d’équations pourM dans U . On observe par ailleurs
que la fonction φ̄ = (φk+1, . . . , φn) : U → Rn−k a une différentielle
surjective en tout point. Ceci nous amène à donner une définition
équivalente des sous-variétés.

Définition 1.2 (submersion). Une application φ̄ : U ⊂ Rn → Rn−k est
une submersion (en un point p ∈ U) si dφ̄ : Rn → Rn−k est surjective
en tout point de U (respectivement en p). Le rang de φ̄ est défini comme
étant n− k.
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Définition 1.3 (sous-variétés via submersions). Une sous-variété de
dimension k de Rn est un sous-ensemble Mk ⊂ Rn qui s’écrit locale-
ment comme lieu d’annulation d’une submersion de rang n− k.

Exercice 2. Montrez l’équivalence des définitions 1.1 et 1.3 en uti-
lisant le théorème d’inversion locale. (Nous venons de démontrer une
implication.)

Réinterprétons la Définition 1.1 en termes de paramétrisations. En
considérant φ−1|φ(U)∩(Rk×{0}) il en découle directement que toute sous-

variété Mk ⊂ Rn est localement paramétrée par un ouvert de Rk, à
savoir pour tout p ∈ M il existe un voisinage p ∈ V ⊂ M , un ouvert
Ω ⊂ Rk et une application lisse ψ : Ω → Rn à différentielle injective,
telle que ψ(Ω) = V et ψ : Ω → V soit un homéomorphisme (on dit
encore que ψ est un homéomorphisme sur image). Ceci nous amène à
donner une troisième définition équivalente des sous-variétés.

Définition 1.4 (immersion, plongement). Une application ψ : Ω ⊂
Rk → Rn est une immersion (en un point q ∈ Ω) si sa différentielle
dψ : Rk → Rn est injective en tout point de Ω (respectivement au point
q). Le rang de ψ est défini comme étant k.

Une application ψ : Ω ⊂ Rk → Rn est un plongement si c’est une
immersion injective qui est un homéomorphisme sur son image.

Noter que, alors que la notion d’immersion est locale, la notion de
plongement est globale.

Définition 1.5. Une sous-variété de dimension k de Rn est un sous-
ensemble Mk ⊂ Rn qui s’écrit localement comme image d’un plonge-
ment de rang k.

Exercice 3. Démontrer l’équivalence des définitions 1.1 et 1.5 en uti-
lisant le théorème d’inversion locale. (Nous venons de démontrer une
implication.)

Exercice 4. Montrer en utilisant les différentes définitions que le cercle
S1 := {z ∈ C : |z| = 1} ⊂ C est bien une sous-variété lisse de
dimension 1. De même, la sphère Sn := {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 :
(x1)2 + · · · + (xn+1)2 = 1} ⊂ Rn+1 est une sous-variété lisse de di-
mension n. L’ellipsöıde

En(a1, . . . , an+1) = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 :
(x1)2

a21
+· · ·+

(xn+1)2

a2n+1

= 1}

avec a1, . . . , an+1 > 0 est une sous-variété lisse de dimension n. Le cone

C := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = z2}

n’est pas une sous-variété lisse, mais C \ {0} est une sous-variété de
dimension 2. L’union de la boule ouverte de rayon 1 dans R3 avec
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le cercle unité dans R2 × {0} n’est pas une sous-variété de R3. La
boule unité fermée dans R3 n’est pas une sous-variété au sens des
définitions précédentes (mais elle est une sous-variété à bord, au sens
d’une définition plus générale que l’on donnera plus tard).

Exercice 5. Réinterpréter le théorème des fonctions implicites en termes
de sous-variétés. Expliquer le sens du nom “fonctions implicites”.

1.3. Trois digressions sur l’algèbre linéaire, les catégories, et
les propriétés d’universalité.

Digression : équations paramétriques vs. équations carté-

siennes pour des sous-espaces vectoriels. Les deux points de
vue précédents sur les sous-variétés de Rn sont des généralisations des
deux points de vue familiers suivants concernant les sous-espaces vec-
toriels d’un espace vectoriel V : ceux-ci peuvent être décrits ou bien par
des équations paramétriques, ou bien par des équations cartésiennes.

Étant donné un sous-espace Ek ⊂ V n (la notation signifie que E est
de dimension k et V est de dimension n), le point de vue des équations
paramétriques consiste à donner une application linéaire Ψ : RN →
V avec imΨ = E. Une telle “paramétrisation linéaire” est injective
précisément lorsque N = k = dim E, et dans ce cas Ψ : Rk → E est
un isomorphisme linéaire.

Le point de vue des équations cartésiennes consiste à se donner une
application linéaire Φ : V → RN avec ker Φ = E. Un tel “système
d’équations cartésiennes” est surjectif précisément lorsque N = n− k,
la codimension de E, notée aussi codim E. Dans ce cas l’application
induite Φ̄ : V/E → Rn−k est un isomorphisme linéaire.

Ces deux points de vue sont duaux en un sens très précis. Une pa-
ramétrisation linéaire injective équivaut à la donnée de k éléments
linéairement indépendants ǫ1, . . . , ǫk ∈ Hom(R, V ) tels que im ǫi ⊂ E
pour tout i. Via l’isomorphisme canonique

Hom(R, V )
∼
→ V, ǫ 7→ e := ǫ(1)

la condition im ǫi ⊂ E se traduit par ei ∈ E. En d’autres termes, se
donner une paramétrisation linéaire injective de E revient à se donner
une base (e1, . . . , ek) de E.

La donnée d’un sytème minimal d’équations cartésiennes équivaut à
la donnée de n− k éléments linéairement indépendants α1, . . . , αn−k ∈
Hom(V,R) tels que E ⊂ ker αi pour tout i. L’espace Hom(V,R) est
appelé le dual de V et il est noté

V ∗ := Hom(V,R).
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Soit π : V → V/E la projection canonique. Celle-ci induit un isomor-
phisme canonique

(V/E)∗
∼

−→ {α ∈ V ∗ : E ⊂ kerα}, a 7→ α := a ◦ π.

Via cet isomorphisme, la donnée d’un système minimal d’équations
cartésiennes équivaut à la donnée d’une base (a1, . . . , an−k) de (V/E)

∗.

Fin de la digression.

Digression : isomorphismes canoniques, catégories. Arrêtons-
nous un instant sur la notion d’isomorphisme canonique qui est apparue
à plusieurs reprises dans la discussion précédente.

Définition informelle. Soit C un “contexte mathématique”. Un objet
est dit canonique si sa construction ne fait pas intervenir de choix
extérieurs au contexte C.

Dans une première approximation, lorsque le contexte mathématique
auquel on fait référence est celui des espaces vectoriels, un objet est dit
“canonique” si sa construction ne nécessite pas le choix d’une base.
Nous rendrons rigoureuse cette définition plus bas, lorsque nous parle-
rons de catégories.

Exemple. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On a un
isomorphisme canonique

V
∼=

−→ V ∗∗, v 7→ (α 7→ α(v)) (α ∈ V ∗)

Exemple. Soit V est un espace vectoriel de dimension finie. Les espaces
V et V ∗ sont isomorphes (puisque de même dimension), mais pas de
manière canonique. Vous connaissez au moins un moyen de décrire un
isomorphisme : on choisit une base (ei) de V , on définit la base duale
(e∗i ) de V

∗ par e∗i (ej) = δij , avec

δij :=

{
1, i = j,
0, i 6= j

le symbole de Kronecker, et l’on définit l’isomorphisme linéaire V
≃

−→
V ∗ par ei 7→ e∗i .

Une meilleure manière de décrire un isomorphisme entre V et V ∗

est de se donner une forme bilinéaire non-dégénérée sur V . Une forme
bilinéaire B ∈ Bil(V × V,R) est dite non-dégénérée si B(v, ·) = 0
implique v = 0. En présence d’un tel élément B ∈ Bil(V × V,R) ∼=
V ∗ ⊗ V ∗, l’application V −→ V ∗, v 7→ B(v, ·) est une application
linéaire entre espaces de même dimension, et donc un isomorphisme
linéaire de V sur V ∗. L’isomorphisme entre V et V ∗ n’est pas canonique
dans la catégorie des espaces vectoriels réels, mais il est canonique dans
la catégorie des espaces vectoriels réels munis d’un produit scalaire.

Exercice 6. Démontrer que l’on a un isomorphisme canonique Bil(V ×
V,R) ∼= V ∗ ⊗ V ∗.
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La notion de catégorie, I.

Définition 1.6. Une catégorie C consiste en une collection d’objets,
notée Ob C, ainsi que de la donnée d’un ensemble de morphismes
C(x, y) entre chaque deux objets x et y de C. On requiert l’existence
d’un morphisme distingué 1lx ∈ C(x, x) pour tout objet x, appelé iden-
tité de x, et d’une application de composition

C(x, y)× C(y, z) → C(x, z),

notée (α, β) 7→ α ·β, ou encore β ◦α. On demande à ce que cette loi de
composition soit associative, et l’on demande à ce que la composition
à droite ou à gauche avec l’identité d’un objet soit l’identité.

Lorsque je parlais plus haut de “contexte mathématique”, ce qu’il
faut lire désormais est “catégorie”. Vous connaissez déjà de nombreux
exemples.

— La catégorie Set des ensembles, avec Set (x, y) = yx.
— La catégorie Top des espaces topologiques, avec Top(x, y) l’en-

semble des application continues de x vers y.
— La catégorie Vect des espaces vectoriels de dimension finie, avec

Vect(x, y) l’ensemble des applications linéaires de x vers y.
— La catégorie EuclVect des espaces vectoriels de dimension finie

munis d’un produit scalaire, avec EuclVect(x, y) l’ensemble des
application linéaires de x vers y qui préservent le produit scalaire.

— La catégorie Opn des ouverts de Rn, avec Opn(x, y) l’ensemble
des applications lisses définies sur x à valeurs dans y.

— La catégorie VarDiff des variétés différentielles lisses de dimension
finie, avec VarDiff(x, y) l’ensemble des applications lisses de x vers
y. Ce dernier exemple est le sujet du cours.

Nous pouvons reformuler la discussion précédente dans les termes
suivants : V est canoniquement isomorphe à V ∗∗ dans Vect, et V est
canoniquement isomorphe à V ∗ dans EuclVect.

Exercice 7. Préciser le dernier énoncé en indiquant quel produit sca-
laire on met sur V ∗.

Fin de la digression.

Digression : objets définis par des propriétés d’universa-

lité. Vous avez déjà rencontré de nombreux tels objets, même si vous
n’avez pas toujours formulé les propriétés d’universalité correspon-
dantes. Exemples dans la catégorie des espaces vectoriels : le quotient
d’un espace vectoriel par un sous-espace, la somme directe, le produit
direct, le produit tensoriel. L’idée de cette digression est que toute
construction “canonique” dans Vect produit un modèle pour un objet
défini par une propriété d’universalité (objet universel).
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Plutôt que de donner la définition précise de ce qu’est en général
une propriété d’universalité, nous allons illustrer cette notion par un
exemple détaillé. Nous donnons par ailleurs les propriétés d’universalité
de la somme directe, respectivement du produit direct d’une famille
d’espaces vectoriels.

Espace vectoriel quotient. Soit V un espace vectoriel et E ⊆ V un sous-
espace. Considérons sur V la relation d’équivalence x ∼ y ⇔ x − y ∈
E et notons V/E l’ensemble des classes d’équivalence. Celui-ci porte
une structure naturelle d’espace vectoriel, pour laquelle la projection
π : V → V/E qui associe à un élément x sa classe d’équivalence [x]
est une application linéaire. L’espace vectoriel V/E est appelé l’espace
vectoriel quotient de V par E. L’utilité de cette construction est donnée
par le fait suivant :

Propriété d’universalité du quotient.Pour tout espace vectorielW
et toute application linéaire f : V → W telle que ker f ⊇ E, il existe
une unique application linéaire f̄ : V/E →W telle que f̄ ◦ π = f .

V

π
��

f
// W

V/E
∃!f̄

77

Prenons maintenant un point de vue légérement différent. Appelons
un quotient de V par E une paire (Q, π), avec Q un espace vectoriel
et π : V → Q une application linéaire telle que ker π = E, qui vérifie
la propriété d’universalité suivante : pour tout espace vectoriel W et
toute application linéaire f : V →W telle que ker f ⊇ E, il existe une
unique application linéaire f̄ : Q →W telle que f = f̄ ◦ π.

V

π
��

f
// W

Q
∃!f̄

88

Évidemment, le quotient V/E vérifie cette propriété d’universalité.
Mais y aurait-il d’autres quotients ? La réponse est fournie par la propo-
sition suivante, qui montre que la construction est parfaitement déter-
minée.

Proposition 1.7. Un quotient de V par E est unique à isomorphisme
unique près, c’est-à-dire si (Q, π) et (Q′, π′) sont deux quotients de V

par E, il existe un isomorphisme canonique Q
∼=

−→ Q′.
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Démonstration. Appliquons la propriété universelle de (Q, π) avecW =
Q′ et f = π′. L’on trouve une unique application π̄′ : Q → Q′ telle que
π̄′ ◦ π = π′. Appliquons ensuite la propriété universelle de (Q′, π′) avec
W = Q et f = π. L’on trouve une unique application π̄ : Q′ → Q telle
que π̄ ◦ π′ = π. En particulier (π̄ ◦ π̄′) ◦ π = π. Puisque IdQ ◦ π = π,
l’unicité dans la propriété universelle de (Q, π) avec W = Q et f = π
montre que π̄ ◦ π̄′ = IdQ. De même l’on démontre que π̄′ ◦ π̄ = IdQ′ , de
sorte que π̄′ et π̄ sont des isomorphismes canoniquement déterminés,
inverses l’un de l’autre.

V

π
��

π′

// Q′

Q
∃!π̄′

88 V

π′

��

π // Q

Q′
∃!π̄

88 V

π
��

π // Q

Q
Id=π̄◦π̄′

88qqqqqqqqqqqqq

�

L’on lit la proposition précédente en disant que la propriété d’univer-
salité détermine le quotient à isomorphisme unique près. La construc-
tion du quotient V/E montre l’existence du quotient. La propriété
d’universalité met par ailleurs en avant la projection canonique π :
V → V/E, que nous avons par ailleurs déjà utilisée dans la digression
sur la dualité.

Somme directe et produit direct. Soit (Vi) une famille d’espaces vecto-
riels.

Propriété d’universalité de la somme directe. Une somme directe
des Vi est un espace vectoriel Q muni d’application linéaires incli :
Vi → Q qui satisfont la propriété suivante : pour tout espace vectoriel
W et toute collection d’applications linéaires fi : Vi →W , il existe une
unique application linéaire F : Q → W telle que F ◦ incli = fi pour
tout i.

Cette propriété d’universalité détermine Q à isomorphisme cano-
nique près. Un modèle explicite est donné par Q = ⊕iVi, dont les
éléments sont les sommes formelles finies d’éléments appartenant aux
Vi. Les applications incli sont les inclusions canoniques, et l’application
F déterminée par des fi : Vi →W est notée ⊕ifi.

Vi

incli
��

fi
// W

⊕iVi

⊕ifi

77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦

Propriété d’universalité du produit direct. Un produit direct des
Vi est un espace vectorielQmuni d’applications linéaires proji : Q → Vi
qui satisfont la propriété suivante : pour tout espace vectoriel W et



13

toute collection d’applications linéaires gi : W → Vi, il existe une
unique application linéaire G : W → Q telle que proji ◦ G = gi pour
tout i.

Comme nous avons désormais l’habitude, cette propriété d’universa-
lité détermine Q à isomorphisme canonique près. Un modèle explicite
est donné par Q =

∏

i Vi, dont l’ensemble sous-jacent est le produit
cartésien des Vi. Les applications proji sont les projections canoniques,
et l’application G déterminée par des gi :W → Vi est notée

∏

i gi.

W

∏
i gi //

gi
''◆◆

◆◆
◆◆

◆◆
◆◆

◆◆
◆◆

◆

∏

i Vi

proji
��
Vi

Remarque. Les opérations de somme directe et celle de produit di-
rect peuvent être interprétées comme étant duales l’une de l’autre. La
somme directe est un espace depuis lequel on peut définir des mor-
phismes, le produit direct est un espace vers lequel on peut définir
des morphismes. Un autre point de vue est celui des isomorphismes
canoniques

Hom(
⊕

i

Vi,W ) ∼=
∏

i

Hom(Vi,W ),

et en particulier
(⊕

i

Vi
)∗ ∼=

∏

i

V ∗
i .

Fin de la digression.

1.4. Immersions et submersions. Dans cette section nous donnons
deux théorèmes de forme normale qui sont emblématiques de l’utilisa-
tion des difféomorphismes, et du théorème d’inversion locale.

Théorème 1.8 (Forme normale locale pour les immersions). Soit

ψ : Ω ⊆ Rk → Rn

une immersion. Modulo composition par un difféomorphisme local au
but, l’immersion s’écrit localement

ψ : x 7→ (x, 0).

Démonstration. Détaillons l’énoncé du théorème. Nous souhaitons dé-
montrer l’énoncé suivant : pour tout x0 ∈ Ω, il existe un ouvert x0 ∈
Ω′ ⊆ Ω et un difféomorphisme f : U

≃
→ f(U) défini sur un voisinage

ouvert U de p0 = ψ(x0), tels que f ◦ ψ(x) = (x, 0) pour tout x ∈ Ω′.

Soit ψ = (ψ1, . . . , ψn). Par hypothèse dψ(x0) est injective, et l’on
peut supposer sans perte de généralité que les dérivées (dψ1, . . . , dψk)
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sont linéairement indépendantes au point x0 (dans le cas contraire on
compose par une permutation des coordonnées au but). La fonction
F : Ω′ × Rn−k → Rn définie par

F (x, y) := ψ(x) + (0, y)

a une dérivée inversible en (x0, 0). C’est donc un difféomorphisme lo-
cal. Le difféomorphisme local f := F−1 est le changement de variable
recherché. �

Théorème 1.9 (Forme normale locale pour les submersions). Soit

φ̄ : U ⊂ Rn → Rn−k

une submersion. Modulo composition par un difféomorphisme local à la
source, la submersion s’écrit localement

φ̄ : (x, y) 7→ y.

Démonstration. Supposons sans perte de généralité que les dérivées
partielles (∂φ̄/∂xk+1, . . . , ∂φ̄/∂xn) sont linéairement indépendantes au
point (x0, y0). L’application F : U → Rk × Rn−k définie par

F (x, y) := (x− x0, 0) + φ̄(x, y)

a une différentielle inversible en (x0, y0). C’est donc un difféomorphisme
local et son inverse satisfait aux conclusions du théorème. �

Alors que nous les avons caractérisées en termes de submersions lo-
cales, les sous-variétés apparaissent souvent comme fibres de submer-
sions globales.

Définition 1.10. Soit f : U ⊆ Rn → Rm une application lisse.
— Un point y ∈ Rm est dit valeur régulière si f est une submer-
sion en tout point de la fibre f−1(y). (Ceci vaut en particulier si
f−1(y) = ∅.)
— Un point y ∈ Rm est dit valeur critique si ce n’est pas une
valeur régulière, ou encore s’il existe un point x ∈ f−1(y) tel que
df(x) : Rn → Rm ne soit pas surjective.
— Un tel point x est appelé point critique.

L’on remarquera le fait que, lorsque n < m, l’image de f est nécessai-
rement constituée de valeurs critiques. Il découle de la discussion précé-
dente que la préimage f−1(y) d’une valeur régulière d’application lisse
f : Rn → Rm, n ≥ m est une sous-variété de dimension n−m.

Théorème 1.11 (Sard). Les valeurs critiques d’une application lisse
f : U ⊆ Rn → Rm forment un ensemble de mesure nulle. En particu-
lier, les valeurs régulières sont denses dans Rm. �
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Une fonction peut être comprise via l’étude de ses ensembles de ni-
veau. Pour une fonction lisse, un ensemble de niveau typique sera une
sous-variété. Ceci fournit une nouvelle motivation pour l’étude des sous-
variétés, en tant qu’objets géométriques qui permettent d’étudier les
fonctions. Cette idée a été incarnée par Marston Morse dans ce que
l’on appelle aujourd’hui théorie de Morse, avec un succès phénoménal
(voir le livre de Milnor, Morse Theory). L’on discutera plus tard les
premiers éléments de théorie de Morse, et l’on verra qu’elle est aussi
en lien avec l’idée de discrétisation des fonctions.

1.5. Variétés abstraites, ou non-plongées. Nous avons déjà établi
un parallèle entre les différentes manières de définir un sous-espace vec-
toriel et les différentes manières de définir une sous-variété. L’étude des
sous-variétés est en quelque sorte similaire à l’étude des sous-espaces
vectoriels de Rn. Tout comme en algèbre linéaire la vraie force de la
théorie ressort lorsque l’on utilise une définition qui nous affranchit de
l’espace ambient et des coordonnées, il en est de même pour les variétés.

La remarque suivante peut sembler inoffensive mais elle débouche
directement sur la définition d’une variété abstraite. Soit Mk ⊂ Rn

une sous-variété de dimension k. Soient φi : Ui ⊂ Rn → φi(Ui) ⊂
Rn, i = 1, 2 deux difféomorphismes de redressement comme dans la
Définition 1.1, définis au voisinage d’un point p ∈M . Alors

φ2 ◦ φ
−1
1 : φ1(U1 ∩ U2)

≃
→ φ2(U1 ∩ U2)

est un difféomorphisme, et en particulier

φ2|M∩U2
◦ φ1|

−1
M∩U1

: φ1((M ∩ U1) ∩ (M ∩ U2)) ⊆ Rk × {0}
≃

−→ φ2((M ∩ U1) ∩ (M ∩ U2)) ⊆ Rk × {0}

est un difféomorphisme. L’avantage de cette dernière formule est qu’elle
ne fait intervenir que des objets qui sont définis sur M , et non pas sur
(des ouverts de) l’espace ambiant.

Définition 1.12. Une variété de dimension k est un espace topologique
M muni d’une famille {(Ui, φi)}i∈I de paires (Ui, φi) telles que :

— la famille (Ui) est un recouvrement ouvert de M ;
— chaque φi : Ui → φi(Ui) ⊆ Rk est un homéomorphisme sur son
image, qui est un ouvert de Rk ;
— pour tous i, j ∈ I l’application

φj ◦ φ
−1
i : φi(Ui ∩ Uj)

≃
→ φj(Ui ∩ Uj)

est un difféomorphisme.

Définition 1.13. La famille (Ui, φi) est appelé atlas, et chaque paire
(Ui, φi) est appelée carte, ou carte locale. Les difféomorphismes φj ◦φ

−1
i

sont appelées applications de changement de carte, ou fonctions de
transition.
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L’exemple suivant justifie la terminologie cartographique.

Exemple 1.14. Soit

S2 := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1} ⊆ R3.

Soient N := (0, 0, 1) le pôle Nord et S := (0, 0,−1) le pôle Sud. On
définit deux cartes

φN : S2 \ {N} → R2, φS : S2 \ {S} → R2

par projection stéréographique : φN(p) est l’unique point d’intersection
de la demi-droite [N, p) avec le plan R2×{0} ≡ R2, et φS(q) est l’unique
point d’intersection de la demi-droite [Sq) avec R2×{0} ≡ R2. Montrer
que ces deux cartes définissent un atlas sur S2.

Le calcul différentiel peut être transféré aux variétés. Plus
précisément, toute notion de calcul différentiel à caractère
local peut être formulée sur les variétés. Par exemple, une ap-
plication continue f : M → N entre deux variétés est dite lisse si
l’application ψ ◦ f ◦ φ−1 est lisse pour toutes deux cartes φ et ψ sur M
et N respectivement !

Exercice 8. Une application continue f :M → N est lisse si et seule-
ment si pour tout point p ∈M il existe deux cartes φ et ψ définies au
voisinage de p et f(p) respectivement, telles que ψ ◦ f ◦ φ−1 soit lisse.

Puisque le caractère lisse d’une application est invariant par composi-
tion avec des difféomorphismes à la source et au but, il est souvent com-
mode de penser à un atlas donné {(Ui, φi)} comme ayant été élargi de
manière à contenir toutes les cartes (U, φ) compatibles simultanément
avec toutes les (Ui, φi). Un tel atlas est dit maximal. L’atlas maximal
associé à un atlas donné {(Ui, φi)} contient en particulier toutes les
restrictions des φi aux ouverts de Ui.

Exercice 9. Donner les définitions de submersion, immersion, difféo-
morphisme, point critique dans les contexte des variétés. Formuler et
démontrer des théorèmes d’inversion locale, de fonctions implicites, de
forme normale pour immersions et submersions.

Les variétés sont un exemple d’objet mathématique défini à partir
d’un modèle local. Vous rencontrerez ce genre de construction dans de
nombreux contextes, dont voici une première liste. Les variétés com-
plexes, qui sont des objets centraux en analyse complexe, sont mo-
delées sur des ouverts de Cn en demandant que les applications de
changement de carte soient des biholomorphismes (applications bijec-
tives, dérivables au sens complexe, avec inverse dérivable au sens com-
plexe). Les variétés de Banach sont modelées sur des ouverts dans
des espaces de Banach, en demandant que les applications de chan-
gement de carte soient des difféomorphismes. Elles jouent un rôle clé
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dans l’analyse des équations aux dérivées partielles non-linéaires de
nature géométrique (Cauchy-Riemann, Yang-Mills, Yamabe, . . .). Les
schémas de la géométrie algébrique peuvent être pensés comme étant
des espaces modelés localement sur le spectre d’anneaux commutatifs.

1.6. Fonctions de troncature lisses. Plongements dans des es-
paces euclidiens. Le fait d’avoir dégagé une définition abstraite des
variétés différentielles représente certainement un gain conceptuel :
nous pourrons les reconnâıtre dans des situations qui n’ont a priori
rien à voir avec l’espace euclidien. Mais l’on doit aussi se demander si
la classe d’objets que l’on peut définir de cette manière est strictement
plus générale que celle des sous-variétés de Rn. Le but de cette section
est de montrer que la réponse est négative pourvu que l’on travaille
avec des espaces topologiques séparés et à base dénombrable.

Nous utiliserons la terminologie topologique suivante.

Nous dirons qu’un espace topologique est séparé si pour tous deux
points distincts x 6= y il existe des voisinages ouverts U ∋ x et V ∋ y
tels que U ∩ V = ∅. Nous dirons qu’un espace topologique est à base
dénombrable s’il existe une famille dénombrable d’ouverts (Ui)i∈N ayant
la propriété suivante : pour tout point x et tout ouvert V ∋ x, il existe
i avec x ∈ Ui ⊂ V . De manière équivalente, tout ouvert peut être
écrit comme réunion d’éléments de la famille (Ui). Nous dirons qu’un
espace topologique est compact si tout recouvrement ouvert admet un
sous-recouvrement fini. Nous dirons qu’un ouvert U ⊂ X d’un espace
topologique X est relativement compact si son adhérence est un en-
semble compact.

Exemple. L’espace euclidien Rn est à base dénombrable. En effet,
l’on peut choisir comme base l’ensemble des boules ouvertes de rayon
rationnel centrées aux points de Qn. Par conséquent, tout ouvert de Rn

est à base dénombrable.

Exemple. Une variété compacte M est à base dénombrable. En effet,
recouvrons M par un nombre fini d’ouverts de carte (Uk, φk). Choisis-
sons une base dénombrable pour chaque φk(Uk) ⊂ Rn et transportons-
là en une base dénombrable Bk pour Uk. Le lecteur vérifiera facile-
ment que

⋃

k Bk est une base dénombrable pour la topologie de M . De
manière similaire, une variété qui possède un atlas dénombrable est à
base dénombrable.

Exercice 10. (Re)démontrer les énoncés suivants :
— compact dans séparé est fermé ;
— fermé dans compact est compact.

Théorème 1.15 (Whitney, Annals of Math. (2) 37 (1936)). Une variété
de dimension n séparée et à base dénombrable admet un plongement
dans R2n+1.
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Exercice 11. Réciproquement, si une variété admet un plongement
dans un espace euclidien alors elle est séparée et à base dénombrable.

Convention : dans la suite du cours toutes les variétés se-

ront supposées séparées et, si elles sont non-compactes, à

base dénombrable. Pour alléger la lecture nous ne ferons

désormais plus mention explicite de ces hypothèses.

Comme nous le verrons plus bas, le fait d’imposer ces deux hy-
pothèses de nature topologique présente de multiples avantages, qui
vont bien au-delà du simple fait de pouvoir plonger les variétés dans
des espaces euclidiens : existence de fonctions de troncature, existence
de partitions de l’unité, possibilité de recoller des objets locaux en des
objets globaux, métrisabilité.

Nous allons démontrer plus tard dans le cours le théorème de Whit-
ney dans le cas des variétés compactes (séparées !) comme une applica-
tion du théorème de Sard. Dans cette section nous faisons un premier
pas dans cette direction en démontrant le résultat plus faible suivant.

Théorème 1.16. Toute variété compacte se plonge dans un espace
euclidien de dimension assez grande.

La preuve de ce résultat repose sur la construction de fonctions de
troncature. Étant donné un espace topologique X et une fonction conti-
nue f : X → R, le support de f est défini comme étant l’adhérence dans
X du lieu de non-annulation de f :

supp(f) := {x ∈ X : f(x) 6= 0}.

Lorsque X ⊂ Y est un sous-espace topologique, on note

suppY (f)

l’adhérence dans Y du lieu de non-annulation de f .

Lemme 1.17. Fixons 0 < r < R. Il existe une fonction lisse f = fr,R :
Rn → [0, 1] telle que

f |Bn(r) = 1, supp(f) ⊂ Bn(R).

Démonstration. Il suffit de construire une fonction lisse g : [0,∞[→
[0, 1] telle que g(t) = 1 pour t < r et supp(g) ⊂ [0, R[. Dans ce cas
f(x) := g(‖x‖) vérifie les conditions du lemme.

On commence par la fonction “test”

aR(t) :=

{

e
− 1

R2
−t2 , |t| < R,

0, |t| ≥ R.

Sa primitive normalisée AR(t) :=
∫ t

−∞
aR(τ) dτ/

∫∞

−∞
aR(τ) dτ vérifie

AR(t) = 0, t ≤ −R et AR(t) = 1, t ≥ R.
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La fonction BR(t) := 1− AR(t) vérifie

BR(t) = 1, t ≤ −R et BR(t) = 0, t ≥ R.

(Son graphe est symétrique au graphe de AR par rapport à la droite
y = 1/2.) Finalement on translate et on “comprime” ce graphe en

considérant Br,R(t) := BR(
R−r
2R
t− (R−r)r

2R
−R). Cette fonction vérifie

Br,R(t) = 1, t ≤ r et Br,R(t) = 0, t ≥ R.

Ainsi g := Br,R|[0,∞[ convient. �

Lemme 1.18. SoitM une variété et U ⊂M un ouvert. Soit f : U → R

une fonction lisse telle que

suppM(f) ⊂ U.

Alors l’extension de f par zéro, définie explicitement par

f̃ :M → R, p 7→

{
f(p), p ∈ U,
0, p /∈ U,

est une fonction lisse.

Démonstration. Il faut montrer que pour tout point p ∈ M il existe
une carte (V, φ) contenant p telle que f̃ ◦ φ−1 : φ(U) ⊆ Rn → R soit
lisse. Si p ∈ U on prend une carte quelconque (V, φ) avec p ∈ V ⊂ U ,

et f̃ |V = f |V est lisse. Si p /∈ U alors p ∈ suppM(f)c. Celui-ci est un

ouvert sur lequel f̃ est identiquement nulle, donc lisse. �

L’on a clairement égalité

supp(f) = suppM(f)

dès que supp(f) est fermé dans M . En particulier, lorsque la variété
ambianteM est séparée, comme nous l’avons désormais supposé, l’on a
égalité dès que supp(f) est compact dansM ou, de manière équivalente,
dans U . Nous avons donc démontré :

Corollaire 1.19. Soit M une variété (séparée !) et U ⊂M un ouvert.
Soit f : U → R une fonction lisse à support compact. Alors l’extension
de f à M par zéro est lisse. �

Ce résultat est faux dès que la variété M n’est pas séparée (cf. Exer-
cice 12 plus bas). Par conséquent, tous les énoncés du reste de cette
section sont également faux pour des variétés non-séparées.

Lemme 1.20. Soient K ⊂ U ⊆ M avec M variété, K compact et U
ouvert. Il existe une fonction lisse f :M → [0, 1] avec

f |K = 1, supp(f) ⊂ U.

De plus on peut choisir f à support compact.
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Démonstration. Soit (Ui, φi) une famille finie de cartes sur M qui re-
couvre K. L’on peut supposer sans perte de généralité que im (φi) =
Bn(1) et que les ouverts U ′

i := φ−1
i (Bn(1

2
)) recouvrent K (exercice !).

Posons
fi : Ui → [0, 1], fi := f 1

2
, 3
4

◦ φi.

Par le Corollaire 1.21 l’extension f̃i de fi àM par 0 est lisse. Finalement,
l’application

f := 1−
∏

i

(1− f̃i)

satisfait aux conditions du lemme. �

Corollaire 1.21 (Principe d’extension après restriction). Soit M une
variété, U ⊂ M un ouvert et V ⊂ U un ouvert relativement compact.
Soit f : U → R une fonction lisse. Il existe une fonction lisse H :M →
R telle que H|V = h.

Démonstration. Par le lemme 1.20 il existe une fonction lisse à support
compact f : U → [0, 1] telle que f |V = 1. La fonction f · h : U → R

cöıncide avec h sur V et son support est contenu dans celui de f . Il est
donc compact dans U et on peut donc étendre cette fonction par zéro
à une fonction lisse sur M . �

Le Lemme 1.20 et le Corollaire 1.21 admettent les généralisations sui-
vantes (pour lesquelles l’hypothèse de base dénombrable est essentielle).
Vous pourrez consulter le livre de Warner, Foundations of differentiable
manifolds and Lie groups pour les preuves.

Lemme 1.22. Soient A ⊂ U ⊆ M avec M variété, A fermé et U
ouvert. Il existe une fonction lisse f :M → [0, 1] avec

f |A = 1, supp(f) ⊂ U.

�

Corollaire 1.23. Soit M une variété et V ⊂ U ⊂ M deux ouverts
avec V ⊂ U . Soit f : U → R une fonction lisse. Il existe une fonction
lisse H :M → R telle que H|V = h. �

Preuve du théorème 1.16.

Idée de la preuve : la seule information dont nous disposons sur M
est l’existence d’un ensemble fini de cartes qui recouvrent M . En met-
tant toutes les cartes ensemble on obtient certainement une application
injective sur M à valeurs dans un espace euclidien. Mais il faut d’abord
étendre les cartes à des fonctions lisses sur M . À ce stade le principe
d’extension après restriction est fort utile.

Soit (Ui, φi), i = 1, . . . , N un atlas fini tel que im (φi) = Bn(1) et
les Vi := φ−1

i (Bn(1
2
)) recouvrent M . L’on trouve par le lemme 1.20 des
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fonctions lisses à support compact fi : Ui → [0, 1] telles que fi|Vi
= 1.

L’on peut alors regarder chaque application fiφi : Ui → Rn comme une
fonction lisse sur M , en l’étendant par 0. De même pour chaque fi. On
considère alors l’application

F :M → RnN+N , f = (f1φ1, . . . , fNφN , f1, . . . , fN).

C’est une application lisse. C’est aussi une immersion puisque tout
point appartient à un certain ouvert Vi, où la i-ème composante de F
vaut φi, qui est un difféomorphisme sur image. L’injectivité découle du
fait suivant : si p et q sont deux points tels que F (p) = F (q), on a en
particulier fi(p) = fi(q) pour tout i. Soit i tel que p ∈ Vi, de sorte que
fi(p) = 1. Alors fi(q) = 1, ce qui implique q ∈ Ui. Ainsi φi(p) = φi(q),
et par conséquent p = q puisque φi est injective sur son domaine de
définition. �

Exercice 12 (Exemple de variété non-séparée). Soient A1, A2 deux
copies de [0,∞[ et considérons

M :=]−∞, 0[∪A1 ∪A2.

Munir M d’une topologie telle que les identifications naturelles φi :

] − ∞, 0[∪Ai

∼=
−→ R, i = 1, 2 soient des homéomorphismes. Montrer

que φ1, φ2 définissent un atlas surM . Montrer que M n’est pas séparée
(plus précisément, les points qui ne peuvent pas être séparés sont les
deux copies de 0 dans A1 et A2). Donner un exemple de fonction lisse
à support compact dans ]−∞, 0[∪A1 dont l’extension par 0 à M n’est
pas lisse.

Remarque (à propos des partitions de l’unité). Il est coutu-
mier de parler de partitions lisses de l’unité lorsque l’on construit des
fonctions de troncature, puisque celles-ci constituent le point clé. Nous
allons remettre cette discussion à plus tard, lorsque nous aurons à dis-
position la notion d’espace tangent et de champ de vecteurs, afin de
pouvoir illustrer les partitions de l’unité en tant qu’outil de recollement
d’objets locaux en des objets définis globalement. Pour un aperçu avant
la lettre voir par exemple le livre de Warner, Foundations of differen-
tiable manifolds and Lie groups.

1.7. Espace tangent. Application tangente. Dans cette section
nous définissons l’espace tangent TpM à une variété M en un point
p ∈M , ainsi que la différentielle

df(p) : TpM → Tf(p)N

d’une application lisse f : M → N . Nous donnons trois points de vue
équivalents que nous relions aussi aux sous-variétés. Ces trois points
de vue sont à mettre en parallèle avec les trois définitions équivalentes
d’une sous-variété que nous avons abordé dans la section 1.2.
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I. Le point de vue des cartes. Un point de départ pour aboutir
à la notion d’espace tangent est le souhait de définir une notion de
différentielle pour une application lisse. Si l’on essaie de partir de la
définition de la lissité en termes de cartes, l’on rencontre tout de suite
le problème suivant : étant donnée une application lisse f :Mm → Nn

et des cartes (U, φ), (V, ψ) à la source et au but, la différentielle de
ψ◦f◦φ−1 est une application linéaire Rm → Rn qui dépend évidemment
du choix de cartes (à travers leurs différentielles) ! Pour récupérer un
objet intrinsèque nous sommes naturellement amenés à nous affranchir
des bases canoniques sur Rm et Rn.

Définition 1.24. Soit Mm une variété de dimension m munie d’un
atlas {(Ui, φi)}. Pour tout p ∈M on définit l’espace tangent en p àM ,
noté TpM , comme étant l’espace vectoriel réel de dimension m

TpM :=
∐

i :Ui∋p

{i} × Rm/ ∼

où

(i, ξ) ∼ (j, η) ⇔ d(φj ◦ φ
−1
i )(x)ξ = η, x = φi(p).

La structure d’espace vectoriel sur TpM est donnée par

λ · [(i, ξ)] := [(i, λξ)], λ ∈ R, ξ ∈ Rm,

[(i, ξ)] + [(j, ξ′)] := [(j, d(φj ◦ φ
−1
i )(x)ξ + ξ′)], x = φi(p),

= [(i, ξ + d(φi ◦ φ
−1
j )(y)ξ′)], y = φj(p).

Définition 1.25. Soit f : Mm → Nn une application lisse et p ∈
M . La différentielle de f en p, ou application tangente de f en p, est
l’application linéaire

df(p) : TpM → Tf(p)N, ou f∗p : TpM → Tf(p)N,

définie par

df(p)[(i, ξ)] := [(j, d(ψj ◦ f ◦ φ−1
i )(x)ξ)], x = φi(p),

où φi est une carte locale sur M au voisinage de p et ψj est une carte
locale sur N au voisinage de f(p).

Vous devez – et pouvez ! – vérifier que ces définitions sont cohérentes
(bonne définition de la structure d’espace vectoriel, indépendance de
la définition de la différentielle par rapport au choix de cartes etc.).
Ces définitions sont motivées par le souhait de définir l’espace tangent
en p à M comme un espace vectoriel de dimension m qui constitue la
source naturelle de la différentielle d’une application lisse. Celui-ci ne
possède pas de base privilégiée ; un choix de carte fournit une base qui
correspond à la base canonique de Rm, mais cette base dépend du choix
de carte.
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Exercice 13 (composition des différentielles). Soient M
f
→ N

g
→ P

des applications lisses et p ∈M . Montrer l’égalité

d(g ◦ f)(p) = dg(f(p)) ◦ df(p).

M

f   ❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇

g◦f
// P

N

g

>>⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦

TpM

df(p) $$❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍

d(g◦f)(p)
// Tg(f(p))P

Tf(p)N

dg(f(p))

99ssssssssss

Une première intuition géométrique sur l’espace tangent nous est
donnée lorsque M est une sous-variété d’un espace euclidien.

Proposition 1.26. Soit Mk ⊆ Rn une sous-variété. Étant donné p ∈
M on choisit un système submersif d’équations locales φ̄ : U → Rn−k

avec p ∈ U ⊆ Rn ouvert et M ∩ U = φ̄−1(0).

(1) Le sous-espace vectoriel

ker dφ̄(p) ⊆ Rn

ne dépend pas du choix de φ̄.

(2) Il existe un isomorphisme canonique

TpM
∼=

−→ ker dφ̄(p).

Démonstration. (1) Nous savons que l’on peut écrire localement M au
voisinage de p comme image d’un plongement ψ de rang k. Notons
p = ψ(x). Puisque φ̄ ◦ ψ ≡ 0 on obtient dφ̄(p) ◦ dψ(x) = 0, de sorte
que im dψ(x) ⊆ ker dφ̄(p). Or nous savons que ces deux espaces vecto-
riels sont de même dimension égale à k, d’où im dψ(x) = ker dφ̄(p).
Ce raisonnement vaut pour tout choix de φ̄ à ψ fixé et démontre
l’indépendance de ker dφ̄(p) par rapport au choix de φ̄.

(2) Soit φi : Ui ⊆M → Rk une carte autour de p, avec φ−1
i : Rk → Rn

plongement et φ(p) = x. L’on définit une application linéaire

TpM → im dφ−1
i (x) = ker dφ̄(p), [(i, ξ)] 7→ dφ−1

i (x)ξ.

Ceci est une application bien définie. Elle est injective puisque dφ−1
i (x)

l’est. Les dimensions de TpM et im dφ−1
i (x) étant les mêmes, égales à

k, on déduit que notre application linéaire réalise un isomorphisme. �

Lorsque M ⊆ Rn est une sous-variété, le noyau ker dφ̄(p) décrit ci-
dessus s’appelle aussi direction de l’espace tangent géométrique. On
le note désormais aussi TpM . L’espace tangent géométrique est par
définition l’espace affine passant par p et ayant comme direction TpM ;
on le notera simplement p+TpM . En fonction du contexte, on regardera
TpM ou bien comme un sous-espace vectoriel de Rn, ou bien comme
un espace vectoriel abstrait.
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Exemple. Soit Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1} = φ̄−1(1), avec φ̄ : Rn+1 →
R, x 7→ ‖x‖2 submersion au-dessus de 1. Puisque dφ̄(x) = 2〈x, ·〉 on
obtient l’identification canonique

TxS
n ∼= x⊥ := {ξ ∈ Rn+1 : 〈x, ξ〉 = 0}.

Exercice 14. (1) Montrer que pour tout espace vectoriel V de di-
mension finie et tout point p ∈ V on a un isomorphisme canonique

TpV ∼= V.

En particulier l’on a un isomorphisme canonique

TpR
n ∼= Rn.

(2) Soit Mk ⊆ Rn une sous-variété. Montrer que l’inclusion i : M →
Rn est une application lisse et que sa différentielle

di(p) : TpM → TpR
n

est l’inclusion TpM →֒ Rn.

(3) Soit V un espace vectoriel et A ⊆ V un sous-espace affine de
direction W ⊆ V . Montrer que A est une sous-variété lisse de
dimension égale à dim W . Montrer que l’on a un isomorphisme
canonique TpA ∼= W pour tout p ∈ A.

(4) Soit U ⊆ V un ouvert dans un espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que l’on a un isomorphisme canonique

TpU ∼= V.

(5) Soit f : U ⊆ Rn → Rm une application lisse définie sur un ouvert
U dans Rn. Vérifier que la différentielle classique df(p) : Rn →
Rm, p ∈ U cöıncide avec la différentielle df(p) : TpU → Tf(p)R

m

définie ci-dessus.

Voici maintenant une caractérisation intrinsèque de l’espace tangent
géométrique en un point p à une sous-variété Mk ⊂ Rn.

Proposition 1.27. Soit Mk ⊆ Rn une sous-variété. L’espace tangent
géométrique p+TpM en un point p ∈M est l’unique sous-espace affine
A de dimension k passant par p et ayant la propriété suivante : il
existe des paramétrisations ψ : Ω → Rn d’un voisinage de p dans M et
ψA : Ω′ → Rn d’un voisinage de p dans A, qui coincident à l’ordre 1
aux points qui sont préimages de p :

dψ(x) = dψA(y), x = ψ−1(p), y = ψ−1
A (p).

Démonstration. Il est clair que p + TpM vérifie la condition décrite :
si ψ : Ω ⊂ Rk → M est une paramétrisation arbitraire au voisinage
de p avec ψ(x) = p, on prend Ω′ = Rk et ψp+TpM := p + dψ(x), la
paramétrisation linéaire de A donnée par la différentielle de ψ.
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Pour l’unicité, l’exercice 14 nous assure que la direction de A est TpA.
Or TpA = im dψA(y) = im dψ(x) = TpM , donc A = p+ TpM . �

Remarque 1.28 (contact de deux sous-variétés de dimension k). On
dit que deux sous-variétés ont un contact d’ordre au moins ℓ ≥ 1 en
un point d’intersection p, ou encore qu’elles sont tangentes à l’ordre
au moins ℓ ≥ 1 en p, si elles admettent au voisinage de p des pa-
ramétrisations ayant le même jet d’ordre ℓ, i.e. les mêmes dérivées
partielles d’ordre ≤ ℓ, aux points qui sont préimages de p. La propo-
sition précédente peut être reformulée en disant que le plan tangent
géométrique en p à une sous-variété Mk ⊆ Rn est l’unique espace af-
fine de dimension k qui a un contact d’ordre au moins 1 avec M en p.
C’est la formulation mathématiquement rigoureuse du fait que l’espace
tangent géométrique est l’espace affine de dimension k qui approxime
le mieux la sous-variété au voisinage de p.

Ceci est à mettre en lien avec notre identification de la direction de
l’espace tangent géométrique avec l’espace tangent abstrait, qui est la
source naturelle des différentielles d’applications lisses définies sur M :
pour étudier des phénomènes de nature linéaire en p on peut tout sim-
plement remplacer la variété par son espace tangent et les applications
linéaires par leur différentielle.

II. Le point de vue des courbes. Le point de vue que nous
présentons maintenant a deux avantages : d’un côté il ne fait pas
référence explicite aux cartes locales, d’un autre côté il met en avant
l’intuition que nous avons dans Rn d’un vecteur tangent comme étant
une direction de mouvement infinitésimale. Il est à mettre en relation
avec la définition 1.5 des sous-variétés de Rn comme images locales de
plongements.

Soit c : I → M une courbe lisse définie sur un intervalle ouvert
I ⊆ R. La différentielle dc(t) : TtI → Tc(t)M , t ∈ I est une application
linéaire que l’on peut identifier à une application linéaire dc(t) : R →
Tc(t)M en vue de l’isomorphisme canonique TtI ∼= R. Si l’on note

ċ(t) :=
d

dt
c(t) := dc(t) · 1 ∈ Tc(t)M,

l’on a nécessairement dc(t)λ = λċ(t), λ ∈ R. On appelle ċ(t) vecteur
vitesse de la courbe c à l’instant t, ou vecteur tangent à c à l’instant
t. Le vecteur vitesse détermine donc la différentielle dc(t) et l’on a
im dc(t) = Rċ(t) ⊂ Tc(t)M . La courbe c est un plongement local en t si
et seulement si ċ(t) 6= 0.

Proposition-Définition 1.29. Soit M une variété et p ∈M . Il existe
une bijection canonique entre TpM et l’ensemble des classes d’équiva-
lence de courbes lisses

c : I → M, 0 ∈ I ⊆ R, c(0) = p,
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cξ(t)

Ui

0

ξ

φ−1
i

φi

M

Rk

p
TpM

Figure 1. Espace tangent comme ensemble de classes
d’équivalence de courbes.

pour la relation d’équivalence

c ∼ c′ ⇔ ċ(0) = ċ′(0).

Démonstration. Notons Cp l’ensemble des classes d’équivalence [c] de
courbes c comme dans l’énoncé. Montrons que l’application

Cp → TpM, [c] 7→ ċ(0)

est une bijection. La bonne définition et l’injectivité sont une consé-
quence directe de la définition de la relation d’équivalence ∼. Pour la
surjectivité, soit (Ui, φi) une carte autour de p telle que φi(p) = 0 et
soit [(i, ξ)] ∈ TpM un vecteur tangent. La courbe

cξ(t) := φ−1
i (tξ),

définie sur un voisinage ouvert I de 0 tel que Iξ ∈ φi(Ui), est lisse et
vérifie ċξ(0) = [(i, ξ)] (Figure 1). �

L’on remarquera que l’ensemble des classes d’équivalence de courbes
passant par un point p ∈ M ne possède pas de structure d’espace
vectoriel évidente, quoique l’on peut le munir d’une telle structure en
transportant celle de TpM . Cette description géométrique de l’espace
tangent occulte en quelque sorte l’algèbre. Il ne faut pas y voir un in-
convénient, mais plutôt la manifestation d’un fait général : la géométrie
et l’algébre s’éclairent mutuellement.

Proposition-Définition 1.30. Soit f :M → N une application lisse
et [c] un vecteur tangent en p ∈M représenté par la classe d’équivalence
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N

f

c

f ◦ c

p f(p)

M

Figure 2. Différentielle d’une application agissant sur
une clase d’équivalence de courbes.

d’une courbe c. Alors
df(p)[c] = [f ◦ c].

Démonstration. Le vecteur tangent représenté par [c] est précisément
ċ(0) = dc(0) · 1. En appliquant la règle de dérivation des fonctions
composées on obtient (Figure 2)

df(p)[c] = df(p)ċ(0) = df(p)dc(0) ·1 = d(f ◦c)(0) ·1 =

·
︷ ︷

f ◦ c(0) = [f ◦c].

�

Ce dernier résultat est très intuitif : pour connâıtre l’image par df
d’un vecteur tangent représenté par une courbe on doit simplement
transporter la courbe par l’application f .

Remarque 1.31 (espace tangent et applications lisses entre espaces
euclidiens). La remarque suivante concerne le dernier point de l’exer-
cice 14. Dans la définition classique de la différentielle d’une applica-
tion linéaire f : U ⊆ Rn → Rm, qui agit comme df(p) : Rn → Rm, la
source est l’espace vectoriel Rn et est indépendante du point p. Le point
de vue de la géométrie différentielle est légérement différent et plus in-
tuitif : la source est TpU , l’espace vectoriel des directions de variation
infinitésimale du point p ∈ U . Il se trouve que, pour U ⊂ Rn, celui-
ci est canoniquement identifié à Rn et peut donc être pensé comme
étant indépendant du point p, comme en calcul différentiel classique.
Mais moralement il dépend du point p. Lorsque l’on écrit TpU on se
souvient dans la notation de cette dépendance.

III. Le point de vue des dérivations. Nous avons déjà exploré
deux points de vue sur l’espace tangent : celui des vecteurs tangents
regardés comme vecteurs de Rn à travers des cartes, étroitement lié
à l’idée d’approximation linéaire, et celui des courbes, lié à l’idée de
direction infinitésimale de mouvement. Nous expliquons maintenant
un troisième point de vue, lié au concept de dérivée directionnelle des
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fonctions définies sur des ouverts de Rn. Ce point de vue est à rappro-
cher de la définition 1.3 des sous-variétés comme fibres locales de sub-
mersions. Les énoncés-clé pour cette discussion sont les Propositions-
Définitions 1.34 et 1.37 plus bas.

Définition 1.32. Soit M une variété et p ∈ M un point fixé. On
appelle germe de fonction lisse en p une classe d’équivalence de fonc-
tions lisses définies au voisinage de p, pour la relation d’équivalence
suivante :

f ∼ g ⇔ f = g sur un voisinage ouvert de p

On note Fp l’ensemble des germes de fonctions lisses en p.

L’ensemble Fp porte une structure naturelle d’algèbre commutative
sur R. Ceci signifie qu’il possède une structure d’espace espace vectoriel
réel, une structure d’anneau commutatif, et que ces deux structures
sont compatibles au sens où le produit est distributif par rapport à
la somme et commute avec la multiplication par des scalaires. À titre
d’exemple, si fp et gp sont deux germes représentés par des fonctions
lisses f : U → R et g : V → R, le germe produit fp · gp est représenté

par la fonction produit fg : U ∩ V → R. À noter que Fp est un espace
vectoriel réel de dimension infinie.

Définition 1.33. On appelle dérivation de Fp à valeurs dans R, ou
dérivation de Fp, une application R-linéaire D : Fp → R qui vérifie la
règle de Leibniz

D(fp · gp) = D(fp)g(p) + f(p)D(gp).

On note le R-espace vectoriel des dérivations de Fp par Der(Fp,R).

Remarque. Il existe une notion générale d’algèbre sur un corps, définie
par les mêmes axiomes. De même, il existe une notion générale de
dérivation d’une algèbre A à valeurs dans un A-bimodule M (module
à gauche et à droite, de façon compatible), gouvernée par la relation
D(a · b) = D(a)b+ aD(b), a, b ∈ A. Dans notre cas de figure, l’algèbre
R est regardée comme un Fp-bimodule via l’application d’évaluation
Fp → R, fp 7→ f(p).

Exemple. Soit U ⊆ Rn un ouvert et Fp l’algèbre des germes de fonc-
tions lisses définies au voisinage de p ∈ U . Pour tout ξ ∈ Rn la dérivée
directionnelle en p selon ξ définit une dérivation de Fp à valeurs dans
R :

dξ : Fp → R, dξfp := df(p)ξ.
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En effet,

dξ(fpgp) =
d

dt

∣
∣
t=0

(fg)(p+ tξ)

=
d

dt

∣
∣
t=0
f(p+ tξ)g(p) + f(p)

d

dt

∣
∣
t=0
g(p+ tξ)

= dξ(fp)g(p) + f(p)dξgp.

En particulier les dérivées partielles par rapport aux coordonnées xℓ

sur Rn définissent des dérivations

∂

∂xℓ
: Fp → R,

avec ∂
∂xℓ = deℓ, où eℓ = (0, . . . , 1, . . . , 0) et la coordonnée non-nulle

apparâıt en ℓ-ème position.

Cet exemple peut bien-sûr être implanté sur une variété puisqu’il
est de nature locale. Étant donnée une variété, il est désormais utile
d’adopter la notation

φ = (x1, . . . , xk)

pour les composantes d’une carte φ : U ⊆ M → Rk. Nous regardons
les composantes x1, . . . , xk de l’application φ comme des fonctions lisses
sur U . Cette notation est par ailleurs conforme à l’intuition que nous
avons d’une carte : elle identifie U à l’ouvert φ(U) ⊆ Rk, sur lequel
vivent les fonctions coordonnées naturelles x1, . . . , xk.

Exercice 15. SoitM une variété et p ∈M un point fixé. Étant donnée
une carte φ = (x1, . . . , xk), l’application

∂

∂xℓ
: Fp → R

définie par
∂

∂xℓ
(fp) :=

∂(f ◦ φ−1)

∂xℓ
(φ(p))

est une dérivation.

On utilise aussi la notation

∂

∂xℓ

∣
∣
∣
p
: Fp → R

pour désigner la dérivation ∂
∂xℓ . Il faut bien prendre conscience du fait

que, même si la carte φ n’est pas mentionnée explicitement dans la
notation, cette dérivation dépend du choix de carte. Cette dépendance
est rendue explicite plus bas.

Exercice 16. Soit C ∈ Fp le germe de la fonction constante égale à
C ∈ R au voisinage de p. Montrer que toute dérivation de Fp vérifie
nécessairement D(C) = 0.
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Exercice 17. Étant donnée une carte φ = (x1, . . . , xk), montrer l’iden-
tité

∂xi

∂xℓ
= δiℓ.

Proposition-Définition 1.34. Soit M une variété munie d’un atlas
{(Ui, φi)}. Soit p ∈ M un point fixé. Il existe un isomorphisme cano-
nique d’espaces vectoriels

D : TpM
∼=

−→ Der(Fp,R),

[(i, ξ)] 7→
(
fp 7→ d(f ◦ φ−1

i )(x)ξ
)
, x = φi(p).

Le contenu de la proposition est le suivant : l’on associe au vecteur
tangent représenté par ξ ∈ Rn dans la carte φi la dérivation donnée par
la dérivée directionnelle selon ξ.

Démonstration. L’application D est bien définie et R-linéaire.

Montrons qu’elle est injective. Fixons une carte (Ui, φi), notons x =
φi(p) et considérons deux vecteurs ξ, η ∈ Rn tels queD[(i, ξ)] = D[(i, η)].
L’on veut montrer que ξ = η. On peut supposer sans perte de généralité
ξ 6= 0. Considérons le germe fp tel que f ◦φ

−1
i (y) = 〈y−x, ξ〉. On trouve

‖ξ‖2 = D[(i, ξ)]fp = D[(i, η)]fp = 〈η, ξ〉.

En considérant le germe associé à y 7→ 〈y− x, η〉 on trouve par ailleurs

‖η‖2 = 〈ξ, η〉.

Finalement, les deux égalités ‖ξ‖2 = ‖η‖2 = 〈η, ξ〉 impliquent η = ξ
(on peut par exemple argumenter par le fait que la fonction η 7→ 〈η, ξ〉
définie sur la sphère de rayon ‖ξ‖ admet un unique maximum en η = ξ,
où elle vaut ‖ξ‖2).

Pour conclure que D est un isomorphisme il suffit de montrer que
dimDer(Fp,R) ≤ dimTpM . Ceci découle du lemme de Hadamard 1.36
ci-dessous : étant donnée une carte φ = (x1, . . . , xk) autour de p avec
φ(p) = 0, tout germe de fonction en p s’écrit comme fp = f(p) +
∑k

ℓ=1 x
ℓgℓ avec gℓ des germes de fonction en p tels que

gℓ(p) =
∂

∂xℓ

∣
∣
∣
p
(gℓ) =

∂(f ◦ φ−1)

∂xℓ
(0).
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Soit D ∈ Der(Fp,R). En utilisant l’exercice 16 et le fait que xℓ(p) = 0
pour tout ℓ on obtient

D(fp) = D(f(p)) +
k∑

ℓ=1

D(xℓgℓ)

=

k∑

ℓ=1

D(xℓ)gℓ(p) + xℓ(p)D(gℓ)

=
k∑

ℓ=1

D(xℓ)
∂(f ◦ φ−1)

∂xℓ
(0).

Ainsi

D =
k∑

ℓ=1

D(xℓ)
∂

∂xℓ
.

Les dérivations ∂
∂xℓ , ℓ = 1, . . . , k forment donc un système générateur

pour Der(Fp,R), de sorte que dimDer(Fp,R) ≤ k = dimTpM . �

Corollaire 1.35. Les dérivations

∂

∂xℓ
, ℓ = 1, . . . , k

associées à une carte φ = (x1, . . . , xk) définie au voisinage d’un point
p forment une base de Der(Fp,R).

Démonstration. Nous avons déjà montré au courant de la preuve de la
proposition 1.34 que les dérivées partielles ∂

∂xℓ , ℓ = 1, . . . , k forment
un système de générateurs pour Der(Fp,R). Montrons qu’elles sont
linéairement indépendantes. Soit D =

∑

ℓ λℓ
∂

∂xℓ une combinaison liné-
aire avec λℓ ∈ R. Supposons que D = 0 et montrons que tous les
coefficients λℓ sont nuls.

En effet, pour tout i = 1, . . . , k l’on a

0 = D(xi) =
∑

ℓ

λℓ
∂xi

∂xℓ
=

∑

ℓ

λℓδ
i
ℓ = λi.

Nous avons utilisé l’identité fort utile

∂xi

∂xℓ
= δiℓ.

�

Nous avons déjà mentionné le fait que les dérivations ∂
∂xℓ , ℓ = 1, . . . , k

dépendent du choix de carte φ = (x1, . . . , xℓ). Il est temps de rendre
explicite cette dépendance. Soit ψ = (y1, . . . , yk) une autre carte, qui
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détermine une autre base de dérivations ∂
∂yℓ

, ℓ = 1, . . . , k au point p.

Nous avons alors

∂

∂yℓ
=

∑

i

∂xi

∂yℓ
∂

∂xi
.

En effet, puisque les ∂
∂xi , i = 1, . . . , k forment un système générateur

l’on peut écrire ∂
∂yℓ

=
∑

i λi
∂
∂xi , λi ∈ R. On obtient

∂xj

∂yℓ
=

∑

i

λi
∂xj

∂xi
=

∑

i

λiδ
j
i = λj,

ce qui démontre la formule souhaitée.

Convention de sommation d’Einstein. Nous venons de rencon-
trer à plusieurs reprises des sommes du type

∑

i λi
∂
∂xi

. Bientôt nous
rencontrerons des sommes impliquant plusieurs indices de sommation.
La convention d’Einstein consiste à supprimer le signe somme dans une
expression afin d’alléger l’écriture, en sous-entendant que l’on somme
sur les indices qui apparaissent deux fois. Ainsi

∂

∂yℓ
=

∑

i

∂xi

∂yℓ
∂

∂xi

s’écrirait

∂

∂yℓ
=
∂xi

∂yℓ
∂

∂xi
.

À des fins pédagogiques, dans ce cours nous n’allons utiliser la conven-
tion de sommation d’Einstein que très rarement, et toujours en y fai-
sant mention explicite.

Pour achever la preuve de la proposition 1.34 nous démontrons main-
tenant le lemme de Hadamard.

Lemme 1.36 (Hadamard). Soit M une variété et p ∈ M . Soit φ =
(x1, . . . , xk) une carte au voisinage de p. Pour tout germe de fonction
lisse fp ∈ Fp il existe des germes de fonctions gℓ, ℓ = 1, . . . , k définis
au voisinage de p tels que

fp = f(p) +

k∑

ℓ=1

xℓgℓ.

L’on a alors nécessairement

gℓ(p) =
∂fp
∂xℓ

.
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Démonstration. Regardons d’abord le cas d’une application lisse f̄ :
Bk(1) → R, avec p = 0. L’on a successivement

f̄(x) = f̄(0) +

∫ 1

0

d

dt
f̄(tx) dt

= f̄(0) +

∫ 1

0

k∑

ℓ=1

xℓ
∂f̄

∂xℓ
(tx) dt

= f̄(0) +

k∑

ℓ=1

xℓḡℓ(x),

où ḡℓ(x) =
∫ 1

0
∂f̄
∂xℓ (tx) est lisse. (L’on remarque par ailleurs que ḡℓ(0) =

∂f̄
∂xℓ (0).

Dans le cas d’un germe fp, quitte à restreindre le domaine U de la
carte et à composer par une homothétie dans Rk l’on peut supposer
que φ(U) = Bn(1). L’on applique le raisonnement ci-dessus avec f̄ :=
f ◦φ−1 et l’on retrouve la première partie de l’énoncé, avec gℓ = ḡℓ ◦φ.

La deuxième partie du lemme découle en appliquant ∂
∂xℓ à fp et en

utilisant le fait que ∂xr

∂xℓ = δrℓ . �

Proposition-Définition 1.37. Soit f :M → N une application lisse
entre variétés et p ∈ M fixé. À travers les isomorphismes canoniques
TpM ∼= Der(Fp,R) et Tf(p)N ∼= Der(Ff(p),R), la différentielle

df(p) : TpM → Tf(p)N

s’écrit

(df(p)X)h := X(h ◦ f), h ∈ Ff(p).

Démonstration. Choisissons des cartes (Ui, φ) autour de p et (Vj, ψ)
autour de f(p). Fixons X ∈ Der(Fp,R). Soit [(i, ξ)] ∈ TpM tel que
X(g) = d(g ◦ φ−1)ξ. Alors df(p)[(i, ξ)] = [(j, d(ψ ◦ f ◦ φ−1)ξ)] ∈ Tf(p)N
et ce vecteur tangent correspond à la dérivation

h 7→ d(h ◦ ψ−1)d(ψ ◦ f ◦ φ−1)ξ = d((h ◦ f) ◦ φ−1)ξ = X(h ◦ f).

�

Finalement, pour clôre la section rendons explicite la bijection cano-
nique

Cp ∼= Der(Fp,R)

obtenue comme composée des bijections canoniques TpM ∼= Cp et

TpM ∼= Der(Fp,R). Étant donnée une classe de courbe [c] ∈ Cp et
un représentant c : I → M avec 0 ∈ I et c(0) = p, on lui associe la
dérivation

f 7→
d

dt

∣
∣
∣
t=0

(f ◦ c)(t).
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En effet, étant donnée une carte (Ui, φ) autour de p, la classe [c] corres-
pond au vecteur tangent [(i, ξ)] avec ξ = d

dt

∣
∣
t=0

(φ ◦ c)(t) = d(φ ◦ c)(0)1.

À son tour, ce vecteur tangent correspond à la dérivation

f 7→ d(f◦φ−1)ξ = d(f◦φ−1)d(φ◦c)(0)1 = d(f◦c)(0)1 =
d

dt

∣
∣
t=0

(f◦c)(t).


