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Prérequis

Je vous encourage vivement à revoir la partie du cours de calcul
différentiel concernant le théorème des fonctions implicites et
le théorème d’inversion locale (les énoncés, les exemples, les exer-
cices). Ce sont des théorèmes qui jouent un rôle important en géométrie
différentielle. Nous les expliquerons à nouveau en cours, mais il est tou-
tefois utile de réviser.

Conventions

Pour alléger les notations, on désigne par application lisse une ap-
plication différentiable de classe C8. Dans la première partie du texte,
la source et le but d’une telle application sont (des ouverts dans) des
espaces de Banach de dimension finie. Par la suite, la source et le but
de telles applications seront des ouverts, ou encore des ensembles plus
généraux, dans des variétés lisses, que nous définirons.

De la même manière, l’on désigne simplement par difféomorphisme
un difféomorphisme lisse, c’est-à-dire une application bijective qui est
lisse et dont l’inverse est lisse.

Lorsque l’on voudra insister sur le caractère non-lisse d’une variété
ou d’une application entre variétés, l’on spécifiera le cas échéant sa
classe de différentiabilité ou bien son caractère continu.

L’on notera un isomorphisme canonique entre deux objets par le
symbole

– .

Pour désigner l’identification de deux objets par un isomorphisme ca-
nonique (en général sous-entendu) on utilisera le symbole

” .

Exemple : soit V un espace vectoriel de dimension finie. V – V ˚˚

signifie que V est canoniquement isomorphe à son bi-dual. V ” V ˚˚

signifie que l’on regarde les éléments de V comme des éléments du
bi-dual dans une situation géométrique donnée.

L’on note un isomorphisme quelconque, éventuellement non-canonique,
entre deux objets par le symbole

» .

Exemple : si V est un espace vectoriel de dimension finie l’on a V » V ˚.
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Bibliographie sélective

Les trois premiers livres, ainsi que le premier chapitre du quatrième,
contiennent à peu de choses près le matériel que nous allons couvrir en
cours. Il faut les feuilleter tous et en choisir un, selon votre goût.

Les livres qui suivent dans la liste sont de beaux livres que vous pou-
vez lire. Le M1 est le moment où vous pouvez commencer à lire de vrais
livres de maths, si vous ne l’avez pas encore fait. Ce n’est que de cette
manière que vous pourrez acquérir la culture mathématique qui vous
permettra de former votre propre perspective sur les mathématiques.
Le fait d’acquérir une perspective personnelle sur les mathématiques
que vous apprenez est sans doute l’un des buts à long terme que vous
devez vous fixer.

(1) J. Lafontaine, Introduction aux variétés différentielles, EDP Sci-
ences, 2010.

(2) F. Paulin, Géométrie différentielle élémentaire, notes de cours de
niveau M1, FIMFA, ENS Ulm, 2006-2007, disponible en ligne :

http://www.math.u-psud.fr/„paulin/notescours/cours geodiff.pdf

(3) C. Viterbo, Notes de cours de Géométrie Différentielle, notes de
cours de niveau M1, FIMFA, ENS Ulm, 2013, disponible en ligne :

http://www.math.ens.fr/„viterbo/Cours-Geo-Diff-2012/Poly-Geodiff-2013.pdf

(4) S. Gallot, D. Hulin, J. Lafontaine,Géométrie riemannienne, Sprin-
ger, 1987, Chapitre 1.

(5) F. Warner, Foundations of differentiable manifolds and Lie groups,
Springer, GTM, 1983.

(6) J. Milnor, Topology from the differentiable viewpoint, Princeton
Univ. Press, 1997 (1965).

(7) M. do Carmo, Differential geometry of curves and surfaces,
Prentice-Hall, 1976.

(8) J. Milnor, Morse theory, Princeton Univ. Press, 1963.

(9) G. Bredon, Topology and geometry, Springer, GTM, 1994.

(10) M. Spivak, Differential geometry, Publish or Perish, 1979, 5 vo-
lumes.

(11) B. Dubrovin, A. Fomenko, S. Novikov, Modern geometry, Sprin-
ger, GTM, 3 volumes.

La dernière référence est un ouvrage panoramique. Il est utile pour
obtenir une vue d’ensemble, mais il n’y a que peu ou pas de démonstra-
tions. Sa lecture doit être complétée par d’autres références.
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1. Des sous-variétés de Rn aux variétés abstraites 5

1.1. Quelques notions de calcul différentiel revisitées 5

1.2. Sous-variétés de Rn 8
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1.4. Immersions et submersions 17

1.5. Variétés abstraites, ou non-plongées 19

1.6. Fonctions de troncature lisses. Plongements dans des espaces euclidiens 21
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5.6. Compléments sur la différentielle extérieure. Calcul de Lie 166

Annexe A. Courbes dans R2 173

Annexe B. Surfaces dans R3 182



5

1. Des sous-variétés de Rn aux variétés abstraites

1.1. Quelques notions de calcul différentiel revisitées. Dans cette
section je ne donne pas de définitions formelles, vous les avez tous vues
en cours de calcul différentiel. Je donne plutôt quelques interprétations
informelles, nécessairement subjectives.

Différentiabilité. Soit U Ă Rn un ouvert. Une application f :
U Ñ Rm est différentiable en un point p P U lorsqu’elle peut être
“bien approchée” par une application linéaire au voisinage de p. “Bien”
signifie ici que, localement près de p, notre application diffère d’une
certaine application linéaire dfppq : Rn Ñ Rm par un terme à variation
sous-linéaire :

(1.1) fpp ` hq “ fppq ` dfppq ¨ h` op|h|q.

Pourquoi est-ce utile ? Parce-que les applications linéaires sont les
plus simples (après les applications constantes) et donc, lorsque l’on
veut comprendre une certaine application non-linéaire, il est utile de la
comparer (localement) à celles-ci.

Cette démarche est centrale en analyse mathématique : certains ob-
jets “idéaux” sont plus simples à comprendre (n’est-ce pas ?). Dans
l’étude d’un phénomène réaliste on procède par étapes : l’on étudie
d’abord ces objets idéaux (les applications linéaires, ou bien les ap-
plications multilinéaires), et l’on développe ensuite une “théorie d’ap-
proximation”. C’est ce que vous avez fait durant une bonne partie de
vos études de Licence : l’étude des applications linéaires entre espaces
vectoriels constituait le sujet de l’Algèbre linéaire. L’étude des applica-
tions bilinéaires vous occupe encore en M1 (voir par exemple le cours
d’Algèbre Géométrique). La théorie d’approximation correspondante
était le sujet du cours de Calcul différentiel.

L’un des buts du cours de Géométrie différentielle est de
vous apprendre à visualiser de manière avisée les objets et
phénomènes que vous avez déjà rencontrés en cours de Calcul
différentiel, en cours d’Equations différentielles, ou en cours
d’Intégration.

D’un certain point de vue, aucune des notions que nous allons discu-
ter dans ce cours n’est vraiment nouvelle. Que ça soit en cours de Calcul
différentiel, ou bien d’Equations différentielles, ou bien d’Intégration,
vous les avez toutes déjà rencontrées, parfois sous une forme dissimulée.
Vous apprendrez seulement à regarder avec un œil éduqué ces objets
que vous avez déjà rencontrés. Mais pour cela il faut apprendre un lan-
gage nouveau. Comme tout nouveau langage, celui-ci vous ouvrira les
portes d’un monde très riche, insoupçonné.



6

Difféomorphisme. La notion de difféomorphisme est subtile, mais
nécessaire. Vous avez eu l’occasion de l’apprécier concrètement lorsque
vous avez eu à calculer des intégrales ou bien lorsque vous avez eu à
résoudre des équations différentielles. Le fait déroutant est que, pour
des raisons historiques, on l’appelle dans ces situations communément
changement de variables, ou encore changement de coordonnées. Mais
c’est la même chose !

Voici un exemple classique en intégration : redémontrons l’égalitéş8
0
e´σt2{2dt “

a
π{2σ pour tout σ ą 0. Notons I “

ş8
0
e´σt2{2dt. En

utilisant le théorème de Fubini et ensuite le théorème de changement
de variable dans une intégrale double on obtient

I2 “
ĳ

R`ˆR`

e´σpx2`y2q{2dxdy “
ż π{2

0

ż 8

0

re´σr2{2drdθ “ π{2σ.

Une fonction peut parâıtre compliquée dans un système de coor-
données, mais elle prend une forme simple dans un autre système de
coordonnées. Exemple : f : R2 Ñ R, fpx, yq “

a
x2 ` y2. En coor-

données polaires cette fonction prend la forme simple pr, θq ÞÑ r. Elle
a l’air bien différente, mais c’est la même fonction ! Rendons expli-
cite ce qui s’est passé : l’application φ :s0,8rˆs0, 2πrÑ R2zr0,8rˆt0u,
pr, θq ÞÑ pr cos θ, r sin θq est un difféomorphisme et f ˝φpr, θq “ r. Ainsi,
la fonction non-linéaire f devient linéaire après composition par un
difféomorphisme (nécessairement non-linéaire). Nous verrons d’autres
tels exemples de redressement, ou de forme normale.

Lorsque nous les regardons en tant que changements de va-
riables, les difféomorphismes sont des outils pour simplifier les
calculs. Lorsque l’on essaie de comprendre certains objets à

difféomorphisme près, l’on s’affranchit de formules explicites
et les difféomorphismes deviennent un filtre qui fait ressortir
leurs propriétés calitatives.

Un autre point de vue, moins intuitif, est catégorique. L’on définit
plus bas la catégorie VarDiff des variétés lisses, avec morphismes donnés
par l’ensemble des applications lisses. Les difféomorphismes sont les
isomorphismes dans cette catégorie.

(3) Théorème d’inversion locale. Le théorème d’inversion locale est le
théorème clé du calcul différentiel. Peut-être que le seul autre résultat
qui le surpasse en importance est la règle de dérivation des fonctions
composées : dpf ˝ gqppq “ dfpgppqq ˝ dgppq. Il est emblématique pour
la philosophie du sujet : une information sur la différentielle en un
point est traduite en une information locale sur l’objet non-linéaire
sous-jacent.
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(4) Local vs. global. On dit qu’une propriété est “locale” en un point si
elle est valable sur un voisinage ouvert (non-spécifié, pensé comme étant
très petit) du point. L’étude des propriétés locales des applications
lisses est le sujet du calcul différentiel (voir aussi le commentaire sur le
théorème d’inversion locale). L’étude de leurs propriétés globales est le
sujet de la “topologie différentielle”.
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1.2. Sous-variétés de Rn.

Définition 1.1. Une sous-variété lisse de Rn est un sous-ensemble
M Ă Rn possédant la propriété suivante : pour tout point p P M il
existe un voisinage ouvert p P U Ă Rn, un entier 0 ď k ď n, et une
application différentiable φ : U Ñ Rn qui est un difféomorphisme sur
son image, tels que

φpM X Uq “ pRk ˆ t0uq X φpUq.

On regarde M comme espace topologique avec la topologie induite.

Exercice 1. Montrer que l’entier k est bien défini en tout point p, et
qu’il est constant au voisinage de p. On appelle cet entier dimension
de M en p.

Lorsque l’entier k est le même pour tout point p P M on parle de
sous-variété de dimension k.

Notation : Mk Ă Rn désigne une sous-variété de dimension k de Rn.
Ne pas confondre cette notation avec le produit cartésienM ˆ . . .ˆ Mloooooomoooooon

k fois

!

Réinterprétons la Définition 1.1 en termes d’équations. Soient

x1, . . . , xn : Rn Ñ R

les fonctions coordonnées canoniques et notons φi :“ xi˝φ, i “ 1, . . . , n.
Puisque Rk ˆ t0u Ă Rn peut être réécrit comme Rk ˆ t0u “ tx P Rn :
xk`1 “ . . . “ xn “ 0u, on obtient que

M X U “ tp P U : φk`1ppq “ . . . “ φnppq “ 0u.
On voit qu’une sous-variété lisse de dimension k dans Rn peut être ex-
primée localement comme lieu commun d’annulation de n´k fonctions
lisses. On dit encore que

φk`1 “ . . . “ φn “ 0

est un système local d’équations pourM dans U . On observe par ailleurs
que la fonction φ̄ “ pφk`1, . . . , φnq : U Ñ Rn´k a une différentielle
surjective en tout point. Ceci nous amène à donner une définition
équivalente des sous-variétés.

Définition 1.2 (submersion). Une application φ̄ : U Ă Rn Ñ Rn´k est
une submersion (en un point p P U) si dφ̄ : Rn Ñ Rn´k est surjective
en tout point de U (respectivement en p). Le rang de φ̄ est défini comme
étant n´ k.

Définition 1.3 (sous-variétés via submersions). Une sous-variété de
dimension k de Rn est un sous-ensemble Mk Ă Rn qui s’écrit locale-
ment comme lieu d’annulation d’une submersion de rang n ´ k.
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Exercice 2. Montrez l’équivalence des définitions 1.1 et 1.3 en uti-
lisant le théorème d’inversion locale. (Nous venons de démontrer une
implication.)

Réinterprétons la Définition 1.1 en termes de paramétrisations. En
considérant φ´1|φpUqXpRkˆt0uq il en découle directement que toute sous-

variété Mk Ă Rn est localement paramétrée par un ouvert de Rk, à
savoir pour tout p P M il existe un voisinage p P V Ă M , un ouvert
Ω Ă Rk et une application lisse ψ : Ω Ñ Rn à différentielle injective,
telle que ψpΩq “ V et ψ : Ω Ñ V soit un homéomorphisme (on dit
encore que ψ est un homéomorphisme sur image). Ceci nous amène à
donner une troisième définition équivalente des sous-variétés.

Définition 1.4 (immersion, plongement). Une application ψ : Ω Ă
Rk Ñ Rn est une immersion (en un point q P Ω) si sa différentielle
dψ : Rk Ñ Rn est injective en tout point de Ω (respectivement au point
q). Le rang de ψ est défini comme étant k.

Une application ψ : Ω Ă Rk Ñ Rn est un plongement si c’est une
immersion injective qui est un homéomorphisme sur son image.

Noter que, alors que la notion d’immersion est locale, la notion de
plongement est globale.

Définition 1.5. Une sous-variété de dimension k de Rn est un sous-
ensemble Mk Ă Rn qui s’écrit localement comme image d’un plonge-
ment de rang k.

Exercice 3. Démontrer l’équivalence des définitions 1.1 et 1.5 en uti-
lisant le théorème d’inversion locale. (Nous venons de démontrer une
implication.)

Exercice 4. Montrer en utilisant les différentes définitions que le cercle
S1 :“ tz P C : |z| “ 1u Ă C est bien une sous-variété lisse de
dimension 1. De même, la sphère Sn :“ tpx1, . . . , xn`1q P Rn`1 :
px1q2 ` . . . ` pxn`1q2 “ 1u Ă Rn`1 est une sous-variété lisse de di-
mension n. L’ellipsöıde

Enpa1, . . . , an`1q “ tpx1, . . . , xn`1q P Rn`1 :
px1q2
a21

` . . .` pxn`1q2
a2n`1

“ 1u

avec a1, . . . , an`1 ą 0 est une sous-variété lisse de dimension n. Le cone

C :“ tpx, y, zq P R3 : x2 ` y2 “ z2u
n’est pas une sous-variété lisse, mais Czt0u est une sous-variété de
dimension 2. L’union de la boule ouverte de rayon 1 dans R3 avec
le cercle unité dans R2 ˆ t0u n’est pas une sous-variété de R3. La
boule unité fermée dans R3 n’est pas une sous-variété au sens des
définitions précédentes (mais elle est une sous-variété à bord, au sens
d’une définition plus générale que l’on donnera plus tard).
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Exercice 5. Réinterpréter le théorème des fonctions implicites en termes
de sous-variétés. Expliquer le sens du nom “fonctions implicites”.
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1.3. Trois digressions sur l’algèbre linéaire, les catégories, et
les propriétés d’universalité.

Digression : équations paramétriques vs. équations carté-
siennes pour des sous-espaces vectoriels. Les deux points de
vue précédents sur les sous-variétés de Rn sont des généralisations des
deux points de vue familiers suivants concernant les sous-espaces vec-
toriels d’un espace vectoriel V : ceux-ci peuvent être décrits ou bien par
des équations paramétriques, ou bien par des équations cartésiennes.

Étant donné un sous-espace Ek Ă V n (la notation signifie que E est
de dimension k et V est de dimension n), le point de vue des équations
paramétriques consiste à donner une application linéaire Ψ : RN Ñ
V avec imΨ “ E. Une telle “paramétrisation linéaire” est injective
précisément lorsque N “ k “ dim E, et dans ce cas Ψ : Rk Ñ E est
un isomorphisme linéaire.

Le point de vue des équations cartésiennes consiste à se donner une
application linéaire Φ : V Ñ RN avec ker Φ “ E. Un tel “système
d’équations cartésiennes” est surjectif précisément lorsque N “ n´ k,
la codimension de E, notée aussi codim E. Dans ce cas l’application
induite Φ̄ : V {E Ñ Rn´k est un isomorphisme linéaire.

Ces deux points de vue sont duaux en un sens très précis. Une pa-
ramétrisation linéaire injective équivaut à la donnée de k éléments
linéairement indépendants ǫ1, . . . , ǫk P HompR, V q tels que im ǫi Ă E

pour tout i. Via l’isomorphisme canonique

HompR, V q „Ñ V, ǫ ÞÑ e :“ ǫp1q

la condition im ǫi Ă E se traduit par ei P E. En d’autres termes, se
donner une paramétrisation linéaire injective de E revient à se donner
une base pe1, . . . , ekq de E.

La donnée d’un sytème minimal d’équations cartésiennes équivaut à
la donnée de n´ k éléments linéairement indépendants α1, . . . , αn´k P
HompV,Rq tels que E Ă ker αi pour tout i. L’espace HompV,Rq est
appelé le dual de V et il est noté

V ˚ :“ HompV,Rq.

Soit π : V Ñ V {E la projection canonique. Celle-ci induit un isomor-
phisme canonique

pV {Eq˚ „ÝÑ tα P V ˚ : E Ă kerαu, a ÞÑ α :“ a ˝ π.

Via cet isomorphisme, la donnée d’un système minimal d’équations
cartésiennes équivaut à la donnée d’une base pa1, . . . , an´kq de pV {Eq˚.

Fin de la digression.
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Digression : isomorphismes canoniques, catégories. Arrêtons-
nous un instant sur la notion d’isomorphisme canonique qui est apparue
à plusieurs reprises dans la discussion précédente.

Définition informelle. Soit C un “contexte mathématique”. Un objet
est dit canonique si sa construction ne fait pas intervenir de choix
extérieurs au contexte C.

Dans une première approximation, lorsque le contexte mathématique
auquel on fait référence est celui des espaces vectoriels, un objet est dit
“canonique” si sa construction ne nécessite pas le choix d’une base.
Nous rendrons rigoureuse cette définition plus bas, lorsque nous parle-
rons de catégories.

Exemple. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On a un
isomorphisme canonique

V
–ÝÑ V ˚˚, v ÞÑ pα ÞÑ αpvqq pα P V ˚q

Exemple. Soit V est un espace vectoriel de dimension finie. Les espaces
V et V ˚ sont isomorphes (puisque de même dimension), mais pas de
manière canonique. Vous connaissez au moins un moyen de décrire un
isomorphisme : on choisit une base peiq de V , on définit la base duale
pe˚
i q de V ˚ par e˚

i pejq “ δij , avec

δij :“
"

1, i “ j,

0, i ‰ j

le symbole de Kronecker, et l’on définit l’isomorphisme linéaire V
»ÝÑ

V ˚ par ei ÞÑ e˚
i .

Une meilleure manière de décrire un isomorphisme entre V et V ˚

est de se donner un produit scalaire, ou plus généralement une forme
bilinéaire non-dégénérée sur V . Une forme bilinéaire B P BilpV ˆ V,Rq
est dite non-dégénérée si Bpv, ¨q “ 0 implique v “ 0. Un produit scalaire
sur V est une forme bilinéaire non-dégénérée symétrique (Bpv, wq “
Bpw, vq pour tous v, w P V ) et définie positive (Bpv, vq ą 0 pour
tout v P V zt0u). En présence d’une forme bilinéaire non-dégénérée
B P BilpV ˆ V,Rq – V ˚ b V ˚, l’application V ÝÑ V ˚, v ÞÑ Bpv, ¨q est
une application linéaire entre espaces de même dimension, et donc un
isomorphisme linéaire de V sur V ˚. L’isomorphisme entre V et V ˚ n’est
pas canonique dans la catégorie des espaces vectoriels réels, mais il est
canonique dans la catégorie des espaces vectoriels réels munis d’une
forme bilinéaire non-dégénérée.

Exercice 6. Démontrer que l’on a un isomorphisme canonique BilpV ˆ
V,Rq – V ˚ b V ˚.
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La notion de catégorie, I.

Définition 1.6. Une catégorie C consiste en une collection d’objets,
notée Ob C, ainsi que de la donnée d’un ensemble de morphismes
Cpx, yq entre chaque deux objets x et y de C. On requiert l’existence
d’un morphisme distingué 1lx P Cpx, xq pour tout objet x, appelé iden-
tité de x, et d’une application de composition

Cpx, yq ˆ Cpy, zq Ñ Cpx, zq,
notée pα, βq ÞÑ α ¨β, ou encore β ˝α. On demande à ce que cette loi de
composition soit associative, et l’on demande à ce que la composition
à droite ou à gauche avec l’identité d’un objet soit l’identité.

Lorsque je parlais plus haut de “contexte mathématique”, ce qu’il
faut lire désormais est “catégorie”. Vous connaissez déjà de nombreux
exemples.

— La catégorie Set des ensembles, avec Set px, yq “ yx.
— La catégorie Top des espaces topologiques, avec Toppx, yq l’en-

semble des application continues de x vers y.
— La catégorie Vect des espaces vectoriels de dimension finie, avec

Vectpx, yq l’ensemble des applications linéaires de x vers y.
— La catégorie EuclVect des espaces vectoriels de dimension finie

munis d’un produit scalaire, avec EuclVectpx, yq l’ensemble des
application linéaires de x vers y qui préservent le produit scalaire.

— La catégorie Opn des ouverts de Rn, avec Opnpx, yq l’ensemble
des applications lisses définies sur x à valeurs dans y.

— La catégorie VarDiff des variétés différentielles lisses de dimension
finie, avec VarDiffpx, yq l’ensemble des applications lisses de x vers
y. Cette dernière catégorie fait l’objet de ce cours.

Nous pouvons reformuler la discussion précédente dans les termes
suivants : V est canoniquement isomorphe à V ˚˚ dans Vect, et V est
canoniquement isomorphe à V ˚ dans EuclVect.

Exercice 7. Préciser le dernier énoncé en indiquant quel produit sca-
laire on met sur V ˚.

Fin de la digression.

Digression : objets définis par des propriétés d’universa-
lité. Vous avez déjà rencontré de nombreux tels objets, même si vous
n’avez pas toujours formulé les propriétés d’universalité correspon-
dantes. Exemples dans la catégorie des espaces vectoriels : le quotient
d’un espace vectoriel par un sous-espace, la somme directe, le produit
direct, le produit tensoriel. L’idée de cette digression est que toute
construction “canonique” dans Vect produit un modèle pour un objet
défini par une propriété d’universalité (objet universel).
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Plutôt que de donner la définition précise de ce qu’est en général
une propriété d’universalité, nous allons illustrer cette notion par un
exemple détaillé. Nous donnons par ailleurs les propriétés d’universalité
de la somme directe, respectivement du produit direct d’une famille
d’espaces vectoriels.

Espace vectoriel quotient. Soit V un espace vectoriel et E Ď V un sous-
espace. Considérons sur V la relation d’équivalence x „ y ô x ´ y P
E et notons V {E l’ensemble des classes d’équivalence. Celui-ci porte
une structure naturelle d’espace vectoriel, pour laquelle la projection
π : V Ñ V {E qui associe à un élément x sa classe d’équivalence rxs
est une application linéaire. L’espace vectoriel V {E est appelé l’espace
vectoriel quotient de V par E. L’utilité de cette construction est donnée
par le fait suivant :

Propriété d’universalité du quotient.Pour tout espace vectorielW
et toute application linéaire f : V Ñ W telle que ker f Ě E, il existe
une unique application linéaire f̄ : V {E Ñ W telle que f̄ ˝ π “ f .

V

π
��

f // W

V {E
D!f̄

77

Prenons maintenant un point de vue légérement différent. Appelons
un quotient de V par E une paire pQ, πq, avec Q un espace vectoriel
et π : V Ñ Q une application linéaire telle que ker π “ E, qui vérifie
la propriété d’universalité suivante : pour tout espace vectoriel W et
toute application linéaire f : V Ñ W telle que ker f Ě E, il existe une
unique application linéaire f̄ : Q Ñ W telle que f “ f̄ ˝ π.

V

π

��

f // W

Q
D!f̄

88

Évidemment, le quotient V {E vérifie cette propriété d’universalité.
Mais y aurait-il d’autres quotients ? La réponse est fournie par la propo-
sition suivante, qui montre que la construction est parfaitement déter-
minée.

Proposition 1.7. Un quotient de V par E est unique à isomorphisme
unique près, c’est-à-dire si pQ, πq et pQ1, π1q sont deux quotients de V

par E, il existe un isomorphisme canonique Q
–ÝÑ Q1.
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Démonstration. Appliquons la propriété universelle de pQ, πq avecW “
Q1 et f “ π1. L’on trouve une unique application π̄1 : Q Ñ Q1 telle que
π̄1 ˝ π “ π1. Appliquons ensuite la propriété universelle de pQ1, π1q avec
W “ Q et f “ π. L’on trouve une unique application π̄ : Q1 Ñ Q telle
que π̄ ˝ π1 “ π. En particulier pπ̄ ˝ π̄1q ˝ π “ π. Puisque IdQ ˝ π “ π,
l’unicité dans la propriété universelle de pQ, πq avec W “ Q et f “ π

montre que π̄ ˝ π̄1 “ IdQ. De même l’on démontre que π̄1 ˝ π̄ “ IdQ1, de
sorte que π̄1 et π̄ sont des isomorphismes canoniquement déterminés,
inverses l’un de l’autre.

V

π

��

π1
// Q1

Q
D!π̄1

88 V

π1

��

π // Q

Q1
D!π̄

88 V

π

��

π // Q

Q
Id“π̄˝π̄1

88qqqqqqqqqqqqq

�

L’on lit la proposition précédente en disant que la propriété d’univer-
salité détermine le quotient à isomorphisme unique près. La construc-
tion du quotient V {E montre l’existence du quotient. La propriété
d’universalité met en avant la projection canonique π : V Ñ V {E, que
nous avons par ailleurs déjà utilisée dans la digression sur la dualité.

Somme directe et produit direct. Soit pViq une famille d’espaces vecto-
riels.

Propriété d’universalité de la somme directe. Une somme directe
des Vi est un espace vectoriel Qmuni d’application linéaires incli : Vi Ñ
Q qui satisfont la propriété d’universalité suivante : pour tout espace
vectoriel W et toute collection d’applications linéaires fi : Vi Ñ W , il
existe une unique application linéaire F : Q Ñ W telle que F ˝incli “ fi
pour tout i.

Cette propriété d’universalité détermine Q à isomorphisme cano-
nique près. Un modèle explicite est donné par Q “ ‘iVi, dont les
éléments sont les sommes formelles finies d’éléments appartenant aux
Vi. Les applications incli sont les inclusions canoniques, et l’application
F déterminée par une collection tfi : Vi Ñ W u est notée ‘ifi.

Vi

incli
��

fi // W

‘iVi

‘ifi

77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦

Propriété d’universalité du produit direct. Un produit direct des
Vi est un espace vectorielQmuni d’applications linéaires proji : Q Ñ Vi
qui satisfont la propriété suivante : pour tout espace vectoriel W et
toute collection d’applications linéaires gi : W Ñ Vi, il existe une
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unique application linéaire G : W Ñ Q telle que proji ˝ G “ gi pour
tout i.

Cette propriété d’universalité détermine Q à isomorphisme cano-
nique près. Un modèle explicite est donné par Q “ ś

i Vi, dont l’en-
semble sous-jacent est le produit cartésien des Vi. Les applications proji
sont les projections canoniques, et l’application G déterminée par une
collection tgi : W Ñ Viu est notée

ś
i gi.

W

ś
i gi //

gi
''❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖

ś
i Vi

proji

��
Vi

Remarque. Les opérations de somme directe et celle de produit di-
rect peuvent être interprétées comme étant duales l’une de l’autre. La
somme directe est un espace depuis lequel on peut définir des mor-
phismes, le produit direct est un espace vers lequel on peut définir
des morphismes. Un autre point de vue est celui des isomorphismes
canoniques

Homp
à
i

Vi,W q –
ź

i

HompVi,W q,

et en particulier ` à
i

Vi
˘˚ –

ź

i

V ˚
i .

Remarque. Le lecteur est invité à étudier la notion de produit tensoriel
d’espaces vectoriels, que nous développons au §5.5.2, pp. 138 sqq.

Fin de la digression.
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1.4. Immersions et submersions. Dans cette section nous donnons
deux théorèmes de forme normale qui sont emblématiques de l’utilisa-
tion des difféomorphismes, et du théorème d’inversion locale.

Théorème 1.8 (Forme normale locale pour les immersions). Soit

ψ : Ω Ď Rk Ñ Rn

une immersion. Modulo composition par un difféomorphisme local au
but, l’immersion s’écrit localement

ψ : x ÞÑ px, 0q.

Démonstration. Détaillons l’énoncé du théorème. Nous souhaitons dé-
montrer l’énoncé suivant : pour tout x0 P Ω, il existe un ouvert x0 P
Ω1 Ď Ω et un difféomorphisme f : U

»Ñ fpUq défini sur un voisinage
ouvert U de p0 “ ψpx0q, tels que f ˝ ψpxq “ px, 0q pour tout x P Ω1.

Soit ψ “ pψ1, . . . , ψnq. Par hypothèse dψpx0q est injective, et l’on
peut supposer sans perte de généralité que les dérivées pdψ1, . . . , dψkq
sont linéairement indépendantes au point x0 (dans le cas contraire on
compose par une permutation des coordonnées au but). La fonction
F : Ω ˆ Rn´k Ñ Rn définie par

F px, yq :“ ψpxq ` p0, yq
a une dérivée inversible en px0, 0q. C’est donc un difféomorphisme lo-
cal. Le difféomorphisme local f :“ F´1 est le changement de variable
recherché. En notant U le domaine de f , l’on choisit Ω1 Ď Ω tel que
ψpΩ1q Ď U . �

Théorème 1.9 (Forme normale locale pour les submersions). Soit

φ̄ : U Ă Rn Ñ Rn´k

une submersion. Modulo composition par un difféomorphisme local à la
source, la submersion s’écrit localement

φ̄ : px, yq ÞÑ y.

Démonstration. Supposons sans perte de généralité que les dérivées
partielles pBφ̄{Bxk`1, . . . , Bφ̄{Bxnq sont linéairement indépendantes au
point px0, y0q. L’application F : U Ñ Rk ˆ Rn´k définie par

F px, yq :“ px´ x0, φ̄px, yqq
a une différentielle inversible en px0, y0q. C’est donc un difféomorphisme
local et son inverse satisfait aux conclusions du théorème. �

Alors que nous les avons caractérisées en termes de submersions lo-
cales, les sous-variétés apparaissent souvent comme fibres de submer-
sions globales.

Définition 1.10. Soit f : U Ď Rn Ñ Rm une application lisse.
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— Un point y P Rm est dit valeur régulière si f est une submer-
sion en tout point de la fibre f´1pyq. (Ceci vaut en particulier si
f´1pyq “ H.)

— Un point y P Rm est dit valeur critique si ce n’est pas une valeur
régulière, ou encore s’il existe un point x P f´1pyq tel que dfpxq :
Rn Ñ Rm ne soit pas surjective.

— Un tel point x est appelé point critique.

L’on remarquera le fait que, lorsque n ă m, l’image de f est nécessai-
rement constituée de valeurs critiques. Il découle de la discussion précé-
dente que la préimage f´1pyq d’une valeur régulière d’application lisse
f : Rn Ñ Rm, n ě m est une sous-variété de dimension n´ m.

Théorème 1.11 (Sard). Les valeurs critiques d’une application lisse
f : U Ď Rn Ñ Rm forment un ensemble de mesure nulle. En particu-
lier, les valeurs régulières sont denses dans Rm. ˝

Une fonction peut être comprise via l’étude de ses ensembles de ni-
veau. Pour une fonction lisse, un ensemble de niveau typique sera une
sous-variété. Ceci fournit une nouvelle motivation pour l’étude des sous-
variétés, en tant qu’objets géométriques qui permettent d’étudier les
fonctions. Cette idée a été concrétisée avec un succès phénoménal par
Marston Morse dans ce que l’on appelle aujourd’hui théorie de Morse
(voir le livre de Milnor, Morse Theory). L’on discutera plus tard les
premiers éléments de théorie de Morse, et l’on verra que cette théorie
a aussi un lien avec l’idée de discrétisation des fonctions.
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1.5. Variétés abstraites, ou non-plongées. Nous avons déjà établi
un parallèle entre les différentes manières de définir un sous-espace vec-
toriel et les différentes manières de définir une sous-variété. L’étude des
sous-variétés est en quelque sorte similaire à l’étude des sous-espaces
vectoriels de Rn. Tout comme en algèbre linéaire la vraie force de la
théorie ressort lorsque l’on utilise une définition qui nous affranchit de
l’espace ambient et des coordonnées, il en est de même pour les variétés.

La remarque suivante peut sembler inoffensive mais elle débouche
directement sur la définition d’une variété abstraite. Soit Mk Ă Rn

une sous-variété de dimension k. Soient φi : Ui Ă Rn Ñ φipUiq Ă
Rn, i “ 1, 2 deux difféomorphismes de redressement comme dans la
Définition 1.1, définis au voisinage d’un point p P M . Alors

φ2 ˝ φ´1
1 : φ1pU1 X U2q »Ñ φ2pU1 X U2q

est un difféomorphisme, et en particulier

φ2|MXU2
˝ φ1|´1

MXU1
: φ1ppM X U1q X pM X U2qq Ď Rk ˆ t0u

»ÝÑ φ2ppM X U1q X pM X U2qq Ď Rk ˆ t0u
est un difféomorphisme. L’avantage de cette dernière formule est qu’elle
ne fait intervenir que des objets qui sont définis sur M , et non pas sur
(des ouverts de) l’espace ambiant.

Définition 1.12. Une variété de dimension k est un espace topologique
M muni d’une famille tpUi, φiquiPI de paires pUi, φiq telles que :
— la famille pUiq est un recouvrement ouvert de M ;
— chaque φi : Ui Ñ φipUiq Ď Rk est un homéomorphisme sur son

image, qui est un ouvert de Rk ;
— pour tous i, j P I l’application

φj ˝ φ´1
i : φipUi X Ujq »Ñ φjpUi X Ujq

est un difféomorphisme.

Définition 1.13. La famille pUi, φiq est appelé atlas, et chaque paire
pUi, φiq est appelée carte, ou carte locale. Les difféomorphismes φj ˝φ´1

i

sont appelées applications de changement de carte, ou fonctions de
transition.

L’exemple suivant justifie la terminologie cartographique.

Exemple 1.14. Soit

S2 :“ tpx, y, zq P R3 : x2 ` y2 ` z2 “ 1u Ď R3.

Soient N :“ p0, 0, 1q le pôle Nord et S :“ p0, 0,´1q le pôle Sud. On
définit deux cartes

φN : S2ztNu Ñ R2, φS : S2ztSu Ñ R2

par projection stéréographique : φNppq est l’unique point d’intersection
de la demi-droite rN, pq avec le plan R2ˆt0u ” R2, et φSpqq est l’unique
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point d’intersection de la demi-droite rSqq avec R2ˆt0u ” R2. Montrer
que ces deux cartes définissent un atlas sur S2.

Le calcul différentiel peut être transféré aux variétés. Plus
précisément, toute notion de calcul différentiel à caractère
local peut être formulée sur les variétés. Par exemple, une ap-
plication continue f : M Ñ N entre deux variétés est dite lisse si
l’application ψ ˝ f ˝ φ´1 est lisse pour toutes deux cartes φ et ψ sur M
et N respectivement !

Exercice 8. Une application continue f :M Ñ N est lisse si et seule-
ment si pour tout point p P M il existe deux cartes φ et ψ définies au
voisinage de p et fppq respectivement, telles que ψ ˝ f ˝ φ´1 soit lisse.

Puisque le caractère lisse d’une application est invariant par composi-
tion avec des difféomorphismes à la source et au but, il est souvent com-
mode de penser à un atlas donné tpUi, φiqu comme ayant été élargi de
manière à contenir toutes les cartes pU, φq compatibles simultanément
avec toutes les pUi, φiq. Un tel atlas est dit maximal. L’atlas maximal
associé à un atlas donné tpUi, φiqu contient en particulier toutes les
restrictions des φi aux ouverts de Ui.

Exercice 9. Donner les définitions de submersion, immersion, difféo-
morphisme, point critique dans les contexte des variétés. Formuler et
démontrer des théorèmes d’inversion locale, de fonctions implicites, de
forme normale pour immersions et submersions.

Les variétés sont un exemple d’objet mathématique défini à partir
d’un modèle local. Vous rencontrerez ce genre de construction dans de
nombreux contextes, dont voici une première liste. Les variétés com-
plexes, qui sont des objets centraux en analyse complexe, sont mo-
delées sur des ouverts de Cn en demandant que les applications de
changement de carte soient des biholomorphismes (applications bijec-
tives, dérivables au sens complexe, avec inverse dérivable au sens com-
plexe). Les variétés de Banach sont modelées sur des ouverts dans
des espaces de Banach, en demandant que les applications de chan-
gement de carte soient des difféomorphismes. Elles jouent un rôle clé
dans l’analyse des équations aux dérivées partielles non-linéaires de
nature géométrique (Cauchy-Riemann, Yang-Mills, Yamabe, . . . ). Les
schémas de la géométrie algébrique peuvent être pensés comme étant
des espaces modelés localement sur le spectre d’anneaux commutatifs.
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1.6. Fonctions de troncature lisses. Plongements dans des es-
paces euclidiens. Le fait d’avoir dégagé une définition abstraite des
variétés différentielles représente certainement un gain conceptuel :
nous pourrons les reconnâıtre dans des situations qui n’ont a priori
rien à voir avec l’espace euclidien. Mais l’on doit aussi se demander si
la classe d’objets que l’on peut définir de cette manière est strictement
plus générale que celle des sous-variétés de Rn. Le but de cette section
est de montrer que la réponse est négative pourvu que l’on travaille
avec des espaces topologiques séparés et à base dénombrable.

Nous utiliserons la terminologie topologique suivante.

Nous dirons qu’un espace topologique est séparé si pour tous deux
points distincts x ‰ y il existe des voisinages ouverts U Q x et V Q y

tels que U X V “ H. Nous dirons qu’un espace topologique est à base
dénombrable s’il existe une famille dénombrable d’ouverts pUiqiPN ayant
la propriété suivante : pour tout point x et tout ouvert V Q x, il existe
i avec x P Ui Ă V . De manière équivalente, tout ouvert peut être écrit
comme réunion d’éléments de la famille pUiq. Nous dirons qu’un es-
pace topologique est compact si tout recouvrement ouvert admet un
sous-recouvrement fini. Nous dirons qu’un ouvert U Ă X d’un espace
topologique X est relativement compact si son adhérence est un en-
semble compact.

Exemple. L’espace euclidien Rn est à base dénombrable. En effet,
l’on peut choisir comme base l’ensemble des boules ouvertes de rayon
rationnel centrées aux points de Qn. Par conséquent, tout ouvert de Rn

est à base dénombrable.

Exemple. Une variété compacte M est à base dénombrable. En effet,
recouvrons M par un nombre fini d’ouverts de carte pUk, φkq. Choisis-
sons une base dénombrable pour chaque φkpUkq Ă Rn et transportons-
là en une base dénombrable Bk pour Uk. Le lecteur vérifiera facile-
ment que

Ť
k Bk est une base dénombrable pour la topologie de M . De

manière similaire, une variété qui possède un atlas dénombrable est à
base dénombrable.

Exercice 10. (Re)démontrer les énoncés suivants :
— compact dans séparé est fermé ;
— fermé dans compact est compact.

Théorème 1.15 (Whitney, Annals of Math. (2) 37 (1936)). Une variété
de dimension n séparée et à base dénombrable admet un plongement
dans R2n`1.

Exercice 11. Réciproquement, si une variété admet un plongement
dans un espace euclidien alors elle est séparée et à base dénombrable.

Convention : dans la suite du cours toutes les variétés se-
ront supposées séparées et, si elles sont non-compactes, à
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base dénombrable. Pour alléger la lecture nous ne ferons
désormais plus mention explicite de ces hypothèses.

Comme nous le verrons plus bas, le fait d’imposer ces deux hy-
pothèses de nature topologique présente de multiples avantages, qui
vont bien au-delà du simple fait de pouvoir plonger les variétés dans
des espaces euclidiens : existence de fonctions de troncature, existence
de partitions de l’unité, possibilité de recoller des objets locaux en des
objets globaux, métrisabilité.

Nous allons démontrer plus tard dans le cours le théorème de Whit-
ney dans le cas des variétés compactes (séparées !) comme une applica-
tion du théorème de Sard. Dans cette section nous faisons un premier
pas dans cette direction en démontrant le résultat plus faible suivant.

Théorème 1.16. Toute variété compacte se plonge dans un espace
euclidien de dimension assez grande.

La preuve de ce résultat repose sur la construction de fonctions de
troncature. Étant donné un espace topologique X et une fonction conti-
nue f : X Ñ R, le support de f est défini comme étant l’adhérence dans
X du lieu de non-annulation de f :

supppfq :“ tx P X : fpxq ‰ 0u.
Lorsque X Ă Y est un sous-espace topologique, on note

suppY pfq
l’adhérence dans Y du lieu de non-annulation de f .

Lemme 1.17. Fixons 0 ă r ă R. Il existe une fonction lisse f “ fr,R :
Rn Ñ r0, 1s telle que

f |Bnprq “ 1, supppfq Ă BnpRq.

Démonstration. Il suffit de construire une fonction lisse g : r0,8rÑ
r0, 1s telle que gptq “ 1 pour t ă r et supppgq Ă r0, Rr. Dans ce cas
fpxq :“ gp}x}q vérifie les conditions du lemme.

On commence par la fonction “test”

aRptq :“
"
e

´ 1

R2´t2 , |t| ă R,

0, |t| ě R.

Sa primitive normalisée ARptq :“
şt

´8 aRpτq dτ{
ş8

´8 aRpτq dτ vérifie

ARptq “ 0, t ď ´R et ARptq “ 1, t ě R.

La fonction BRptq :“ 1 ´ ARptq vérifie

BRptq “ 1, t ď ´R et BRptq “ 0, t ě R.
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(Son graphe est symétrique au graphe de AR par rapport à la droite
y “ 1{2.) Finalement on translate et on “comprime” ce graphe en

considérant Br,Rptq :“ BRpR´r
2R
t´ pR´rqr

2R
´ Rq. Cette fonction vérifie

Br,Rptq “ 1, t ď r et Br,Rptq “ 0, t ě R.

Ainsi g :“ Br,R|r0,8r convient. �

Lemme 1.18. SoitM une variété et U Ă M un ouvert. Soit f : U Ñ R

une fonction lisse telle que

suppMpfq Ă U.

Alors l’extension de f par zéro, définie explicitement par

f̃ :M Ñ R, p ÞÑ
"
fppq, p P U,
0, p R U,

est une fonction lisse.

Démonstration. Il faut montrer que pour tout point p P M il existe
une carte pV, φq contenant p telle que f̃ ˝ φ´1 : φpUq Ď Rn Ñ R soit
lisse. Si p P U on prend une carte quelconque pV, φq avec p P V Ă U ,

et f̃ |V “ f |V est lisse. Si p R U alors p P suppMpfqc. Celui-ci est un

ouvert sur lequel f̃ est identiquement nulle, donc lisse. �

L’on a clairement égalité

supppfq “ suppMpfq
dès que supppfq est fermé dans M . En particulier, lorsque la variété
ambianteM est séparée, comme nous l’avons désormais supposé, l’on a
égalité dès que supppfq est compact dansM ou, de manière équivalente,
dans U . Nous avons donc démontré :

Corollaire 1.19. Soit M une variété (séparée !) et U Ă M un ouvert.
Soit f : U Ñ R une fonction lisse à support compact. Alors l’extension
de f à M par zéro est lisse. ˝

Ce résultat est faux dès que la variété M n’est pas séparée (cf. Exer-
cice 12 plus bas). Par conséquent, tous les énoncés du reste de cette
section sont également faux pour des variétés non-séparées.

Lemme 1.20. Soient K Ă U Ď M avec M variété, K compact et U
ouvert. Il existe une fonction lisse f :M Ñ r0, 1s avec

f |K “ 1, supppfq Ă U.

De plus on peut choisir f à support compact.

Démonstration. Soit pUi, φiq une famille finie de cartes sur M qui re-
couvre K. L’on peut supposer sans perte de généralité que im pφiq “
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Bnp1q et que les ouverts U 1
i :“ φ´1

i pBnp1
2
qq recouvrent K (exercice !).

Posons
fi : Ui Ñ r0, 1s, fi :“ f 1

2
, 3
4

˝ φi.
Par le Corollaire 1.21 l’extension f̃i de fi àM par 0 est lisse. Finalement,
l’application

f :“ 1 ´
ź

i

p1 ´ f̃iq

satisfait aux conditions du lemme. �

Corollaire 1.21 (Principe d’extension après restriction). Soit M une
variété, U Ă M un ouvert et V Ă U un ouvert relativement compact.
Soit f : U Ñ R une fonction lisse. Il existe une fonction lisse H :M Ñ
R telle que H |V “ h.

Démonstration. Par le lemme 1.20 il existe une fonction lisse à support
compact f : U Ñ r0, 1s telle que f |V “ 1. La fonction f ¨ h : U Ñ R

cöıncide avec h sur V et son support est contenu dans celui de f . Il est
donc compact dans U et on peut donc étendre cette fonction par zéro
à une fonction lisse sur M . �

Le Lemme 1.20 et le Corollaire 1.21 admettent les généralisations sui-
vantes (pour lesquelles l’hypothèse de base dénombrable est essentielle).
Vous pourrez consulter le livre de Warner, Foundations of differentiable
manifolds and Lie groups pour les preuves.

Lemme 1.22. Soient A Ă U Ď M avec M variété, A fermé et U
ouvert. Il existe une fonction lisse f :M Ñ r0, 1s avec

f |A “ 1, supppfq Ă U.

˝

Corollaire 1.23. Soit M une variété et V Ă U Ă M deux ouverts
avec V Ă U . Soit f : U Ñ R une fonction lisse. Il existe une fonction
lisse H :M Ñ R telle que H |V “ h. ˝

Preuve du théorème 1.16.

Idée de la preuve : la seule information dont nous disposons sur M
est l’existence d’un ensemble fini de cartes qui recouvrent M . En met-
tant toutes les cartes ensemble on obtient certainement une application
injective sur M à valeurs dans un espace euclidien. Mais il faut d’abord
étendre les cartes à des fonctions lisses sur M . À ce stade le principe
d’extension après restriction est fort utile.

Soit pUi, φiq, i “ 1, . . . , N un atlas fini tel que im pφiq “ Bnp1q et
les Vi :“ φ´1

i pBnp1
2
qq recouvrent M . L’on trouve par le lemme 1.20 des

fonctions lisses à support compact fi : Ui Ñ r0, 1s telles que fi|Vi “ 1.
L’on peut alors regarder chaque application fiφi : Ui Ñ Rn comme une
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fonction lisse sur M , en l’étendant par 0. De même pour chaque fi. On
considère alors l’application

F :M Ñ RnN`N , f “ pf1φ1, . . . , fNφN , f1, . . . , fNq.
C’est une application lisse. C’est aussi une immersion puisque tout
point appartient à un certain ouvert Vi, où la i-ème composante de F
vaut φi, qui est un difféomorphisme sur image. L’injectivité découle du
fait suivant : si p et q sont deux points tels que F ppq “ F pqq, on a en
particulier fippq “ fipqq pour tout i. Soit i tel que p P Vi, de sorte que
fippq “ 1. Alors fipqq “ 1, ce qui implique q P Ui. Ainsi φippq “ φipqq,
et par conséquent p “ q puisque φi est injective sur son domaine de
définition. �

Exercice 12 (Exemple de variété non-séparée). Soient A1, A2 deux
copies de r0,8r et considérons

M :“s ´ 8, 0rYA1 Y A2.

Munir M d’une topologie telle que les identifications naturelles φi :

s ´ 8, 0rYAi –ÝÑ R, i “ 1, 2 soient des homéomorphismes. Montrer
que φ1, φ2 définissent un atlas surM . Montrer que M n’est pas séparée
(plus précisément, les points qui ne peuvent pas être séparés sont les
deux copies de 0 dans A1 et A2). Donner un exemple de fonction lisse
à support compact dans s ´ 8, 0rYA1 dont l’extension par 0 à M n’est
pas lisse.

Remarque (à propos des partitions de l’unité). Il est coutu-
mier de parler de partitions lisses de l’unité lorsque l’on construit des
fonctions de troncature, puisque celles-ci constituent le point clé. Nous
allons remettre cette discussion à plus tard, lorsque nous aurons à dis-
position la notion d’espace tangent et de champ de vecteurs, afin de
pouvoir illustrer les partitions de l’unité en tant qu’outil de recollement
d’objets locaux en des objets définis globalement. Pour un aperçu avant
la lettre voir par exemple le livre de Warner, Foundations of differen-
tiable manifolds and Lie groups.
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2. Fibré tangent. Fibrés vectoriels

2.1. Espace tangent. Application tangente. Dans cette section
nous définissons l’espace tangent TpM à une variété M en un point
p P M , ainsi que la différentielle

dfppq : TpM Ñ TfppqN

d’une application lisse f : M Ñ N . Nous donnons trois points de vue
équivalents que nous relions aussi aux sous-variétés. Ces trois points
de vue sont à mettre en parallèle avec les trois définitions équivalentes
d’une sous-variété que nous avons abordé dans la section 1.2.

I. Le point de vue des cartes. Un point de départ pour aboutir
à la notion d’espace tangent est le souhait de définir une notion de
différentielle pour une application lisse. Si l’on essaie de partir de la
définition de la lissité en termes de cartes, l’on rencontre tout de suite
le problème suivant : étant donnée une application lisse f :Mm Ñ Nn

et des cartes pU, φq, pV, ψq à la source et au but, la différentielle de
ψ˝f˝φ´1 est une application linéaire Rm Ñ Rn qui dépend évidemment
du choix de cartes (à travers leurs différentielles) ! Pour récupérer un
objet intrinsèque nous sommes naturellement amenés à nous affranchir
des bases canoniques sur Rm et Rn.

Définition 2.1. Soit Mm une variété de dimension m munie d’un
atlas tpUi, φiqu. Pour tout p P M on définit l’espace tangent en p à M ,
noté TpM , comme étant l’espace vectoriel réel de dimension m

TpM :“
ž

i :UiQp
tiu ˆ Rm{ „

où
pi, ξq „ pj, ηq ô dpφj ˝ φ´1

i qpxqξ “ η, x “ φippq.
La structure d’espace vectoriel sur TpM est donnée par

λ ¨ rpi, ξqs :“ rpi, λξqs, λ P R, ξ P Rm,

rpi, ξqs ` rpj, ξ1qs :“ rpj, dpφj ˝ φ´1
i qpxqξ ` ξ1qs, x “ φippq,

“ rpi, ξ ` dpφi ˝ φ´1
j qpyqξ1qs, y “ φjppq.

Définition 2.2. Soit f :Mm Ñ Nn une application lisse et p P M . La
différentielle de f en p, ou application tangente de f en p, est l’appli-
cation linéaire

dfppq : TpM Ñ TfppqN, ou f˚p : TpM Ñ TfppqN,

définie par

dfppqrpi, ξqs :“ rpj, dpψj ˝ f ˝ φ´1
i qpxqξqs, x “ φippq,

où φi est une carte locale sur M au voisinage de p et ψj est une carte
locale sur N au voisinage de fppq.
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Vous devez – et pouvez ! – vérifier que ces définitions sont cohérentes
(bonne définition de la structure d’espace vectoriel, indépendance de
la définition de la différentielle par rapport au choix de cartes etc.).
Ces définitions sont motivées par le souhait de définir l’espace tangent
en p à M comme un espace vectoriel de dimension m qui constitue la
source naturelle de la différentielle d’une application lisse. Celui-ci ne
possède pas de base privilégiée ; un choix de carte fournit une base qui
correspond à la base canonique de Rm, mais cette base dépend du choix
de carte.

Exercice 13 (composition des différentielles). Soient M
fÑ N

gÑ P

des applications lisses et p P M . Montrer l’égalité

dpg ˝ fqppq “ dgpfppqq ˝ dfppq.

M

f   ❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇

g˝f // P

N

g

>>⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦

TpM

dfppq $$❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍

dpg˝fqppq
// TgpfppqqP

TfppqN
dgpfppqq

99ssssssssss

Une première intuition géométrique sur l’espace tangent nous est
donnée lorsque M est une sous-variété d’un espace euclidien.

Proposition 2.3. Soit Mk Ď Rn une sous-variété. Étant donné p P M
on choisit un système submersif d’équations locales φ̄ : U Ñ Rn´k avec
p P U Ď Rn ouvert et M X U “ φ̄´1p0q.
(1) Le sous-espace vectoriel

ker dφ̄ppq Ď Rn

ne dépend pas du choix de φ̄.

(2) Il existe un isomorphisme canonique

TpM
–ÝÑ ker dφ̄ppq.

Démonstration. (1) Nous savons que l’on peut écrire localement M au
voisinage de p comme image d’un plongement ψ de rang k. Notons
p “ ψpxq. Puisque φ̄ ˝ ψ ” 0 on obtient dφ̄ppq ˝ dψpxq “ 0, de sorte
que im dψpxq Ď ker dφ̄ppq. Or nous savons que ces deux espaces vecto-
riels sont de même dimension égale à k, d’où im dψpxq “ ker dφ̄ppq.
Ce raisonnement vaut pour tout choix de φ̄ à ψ fixé et démontre
l’indépendance de ker dφ̄ppq par rapport au choix de φ̄.

(2) Soit φi : Ui Ď M Ñ Rk une carte autour de p, avec φ´1
i : Rk Ñ Rn

plongement et φppq “ x. L’on définit une application linéaire

TpM Ñ im dφ´1
i pxq “ ker dφ̄ppq, rpi, ξqs ÞÑ dφ´1

i pxqξ.
Ceci est une application bien définie. Elle est injective puisque dφ´1

i pxq
l’est. Les dimensions de TpM et im dφ´1

i pxq étant les mêmes, égales à
k, on déduit que notre application linéaire réalise un isomorphisme. �
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Lorsque M Ď Rn est une sous-variété, le noyau ker dφ̄ppq décrit ci-
dessus s’appelle aussi direction de l’espace tangent géométrique. On
le note désormais aussi TpM . L’espace tangent géométrique est par
définition l’espace affine passant par p et ayant comme direction TpM ;
on le notera simplement p`TpM . En fonction du contexte, on regardera
TpM ou bien comme un sous-espace vectoriel de Rn, ou bien comme
un espace vectoriel abstrait.

Exemple. Soit Sn “ tx P Rn`1 : }x} “ 1u “ φ̄´1p1q, avec φ̄ : Rn`1 Ñ
R, x ÞÑ }x}2 submersion au-dessus de 1. Puisque dφ̄pxq “ 2xx, ¨y on
obtient l’identification canonique

TxS
n – xK :“ tξ P Rn`1 : xx, ξy “ 0u.

Exercice 14. (1) Montrer que pour tout espace vectoriel V de di-
mension finie et tout point p P V on a un isomorphisme canonique

TpV – V.

En particulier l’on a un isomorphisme canonique

TpR
n – Rn.

(2) Soit Mk Ď Rn une sous-variété. Montrer que l’inclusion i : M Ñ
Rn est une application lisse et que sa différentielle

dippq : TpM Ñ TpR
n

est l’inclusion TpM ãÑ Rn.

(3) Soit V un espace vectoriel et A Ď V un sous-espace affine de
direction W Ď V . Montrer que A est une sous-variété lisse de
dimension égale à dim W . Montrer que l’on a un isomorphisme
canonique TpA – W pour tout p P A.

(4) Soit U Ď V un ouvert dans un espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que l’on a un isomorphisme canonique

TpU – V.

(5) Soit f : U Ď Rn Ñ Rm une application lisse définie sur un ouvert
U dans Rn. Vérifier que la différentielle classique dfppq : Rn Ñ
Rm, p P U cöıncide avec la différentielle dfppq : TpU Ñ TfppqR

m

définie ci-dessus.

Voici maintenant une caractérisation intrinsèque de l’espace tangent
géométrique en un point p à une sous-variété Mk Ă Rn.

Proposition 2.4. Soit Mk Ď Rn une sous-variété. L’espace tangent
géométrique p`TpM en un point p P M est l’unique sous-espace affine
A de dimension k passant par p et ayant la propriété suivante : il
existe des paramétrisations ψ : Ω Ñ Rn d’un voisinage de p dans M et
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ψA : Ω1 Ñ Rn d’un voisinage de p dans A, qui coincident à l’ordre 1
aux points qui sont préimages de p :

dψpxq “ dψApyq, x “ ψ´1ppq, y “ ψ´1
A ppq.

Démonstration. Il est clair que p ` TpM vérifie la condition décrite :
si ψ : Ω Ă Rk Ñ M est une paramétrisation arbitraire au voisinage
de p avec ψpxq “ p, on prend Ω1 “ Rk et ψp`TpM :“ p ` dψpxq, la
paramétrisation linéaire de A donnée par la différentielle de ψ.

Pour l’unicité, l’exercice 14 nous assure que la direction de A est TpA.
Or TpA “ im dψApyq “ im dψpxq “ TpM , donc A “ p ` TpM . �

Remarque 2.5 (contact de deux sous-variétés de dimension k). On
dit que deux sous-variétés ont un contact d’ordre au moins ℓ ě 1 en
un point d’intersection p, ou encore qu’elles sont tangentes à l’ordre
au moins ℓ ě 1 en p, si elles admettent au voisinage de p des pa-
ramétrisations ayant le même jet d’ordre ℓ, i.e. les mêmes dérivées
partielles d’ordre ď ℓ, aux points qui sont préimages de p. La propo-
sition précédente peut être reformulée en disant que le plan tangent
géométrique en p à une sous-variété Mk Ď Rn est l’unique espace af-
fine de dimension k qui a un contact d’ordre au moins 1 avec M en p.
C’est la formulation mathématiquement rigoureuse du fait que l’espace
tangent géométrique est l’espace affine de dimension k qui approxime
le mieux la sous-variété au voisinage de p.

Ceci est à mettre en lien avec notre identification de la direction de
l’espace tangent géométrique avec l’espace tangent abstrait, qui est la
source naturelle des différentielles d’applications lisses définies sur M :
pour étudier des phénomènes de nature linéaire en p on peut tout sim-
plement remplacer la variété par son espace tangent et les applications
linéaires par leur différentielle.

II. Le point de vue des courbes. Le point de vue que nous
présentons maintenant a deux avantages : d’un côté il ne fait pas
référence explicite aux cartes locales, d’un autre côté il met en avant
l’intuition que nous avons dans Rn d’un vecteur tangent comme étant
une direction de mouvement infinitésimale. Il est à mettre en relation
avec la définition 1.5 des sous-variétés de Rn comme images locales de
plongements.

Soit c : I Ñ M une courbe lisse définie sur un intervalle ouvert I Ď R.
La différentielle dcptq : TtI Ñ TcptqM , t P I est une application linéaire
que l’on peut identifier à une application linéaire dcptq : R Ñ TcptqM
en vue de l’isomorphisme canonique TtI – R. Si l’on note

9cptq :“ d

dt
cptq :“ dcptq ¨ 1 P TcptqM,
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cξptq

Ui

0

ξ

φ´1
i

φi

M

Rk

p
TpM

Figure 1. Espace tangent comme ensemble de classes
d’équivalence de courbes.

l’on a nécessairement dcptqλ “ λ 9cptq, λ P R. On appelle 9cptq vecteur
vitesse de la courbe c à l’instant t, ou vecteur tangent à c à l’instant
t. Le vecteur vitesse détermine donc la différentielle dcptq et l’on a
im dcptq “ R 9cptq Ă TcptqM . La courbe c est un plongement local en t si
et seulement si 9cptq ‰ 0.

Proposition-Définition 2.6. Soit M une variété et p P M . Il existe
une bijection canonique entre TpM et l’ensemble des classes d’équiva-
lence de courbes lisses

c : I Ñ M, 0 P I Ď R, cp0q “ p,

pour la relation d’équivalence

c „ c1 ô 9cp0q “ 9c1p0q.

Démonstration. Notons Cp l’ensemble des classes d’équivalence rcs de
courbes c comme dans l’énoncé. Montrons que l’application

Cp Ñ TpM, rcs ÞÑ 9cp0q
est une bijection. La bonne définition et l’injectivité sont une consé-
quence directe de la définition de la relation d’équivalence „. Pour la
surjectivité, soit pUi, φiq une carte autour de p telle que φippq “ 0 et
soit rpi, ξqs P TpM un vecteur tangent. La courbe

cξptq :“ φ´1
i ptξq,

définie sur un voisinage ouvert I de 0 tel que Iξ P φipUiq, est lisse et
vérifie 9cξp0q “ rpi, ξqs (Figure 1). �
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N

f

c

f ˝ c
p fppq

M

Figure 2. Différentielle d’une application agissant sur
une clase d’équivalence de courbes.

L’on remarquera que l’ensemble des classes d’équivalence de courbes
passant par un point p P M ne possède pas de structure d’espace
vectoriel évidente, quoique l’on peut le munir d’une telle structure en
transportant celle de TpM . Cette description géométrique de l’espace
tangent occulte en quelque sorte l’algèbre. Il ne faut pas y voir un in-
convénient, mais plutôt la manifestation d’un fait général : la géométrie
et l’algébre s’éclairent mutuellement.

Proposition-Définition 2.7. Soit f :M Ñ N une application lisse et
rcs un vecteur tangent en p P M représenté par la classe d’équivalence
d’une courbe c. Alors

dfppqrcs “ rf ˝ cs.

Démonstration. Le vecteur tangent représenté par rcs est précisément
9cp0q “ dcp0q ¨ 1. En appliquant la règle de dérivation des fonctions
composées on obtient (Figure 2)

dfppqrcs “ dfppq 9cp0q “ dfppqdcp0q¨1 “ dpf˝cqp0q¨1 “
¨hkkikkj

f ˝ c p0q “ rf˝cs.
�

Ce dernier résultat est très intuitif : pour connâıtre l’image par df
d’un vecteur tangent représenté par une courbe on doit simplement
transporter la courbe par l’application f .

Remarque 2.8 (espace tangent et applications lisses entre espaces
euclidiens). La remarque suivante concerne le dernier point de l’exer-
cice 14. Dans la définition classique de la différentielle d’une applica-
tion linéaire f : U Ď Rn Ñ Rm, qui agit comme dfppq : Rn Ñ Rm, la
source est l’espace vectoriel Rn et est indépendante du point p. Le point
de vue de la géométrie différentielle est légérement différent et plus in-
tuitif : la source est TpU , l’espace vectoriel des directions de variation
infinitésimale du point p P U . Il se trouve que, pour U Ă Rn, celui-
ci est canoniquement identifié à Rn et peut donc être pensé comme
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étant indépendant du point p, comme en calcul différentiel classique.
Mais moralement il dépend du point p. Lorsque l’on écrit TpU on se
souvient dans la notation de cette dépendance.

III. Le point de vue des dérivations. Nous avons déjà exploré
deux points de vue sur l’espace tangent : celui des vecteurs tangents
regardés comme vecteurs de Rn à travers des cartes, étroitement lié
à l’idée d’approximation linéaire, et celui des courbes, lié à l’idée de
direction infinitésimale de mouvement. Nous expliquons maintenant
un troisième point de vue, lié au concept de dérivée directionnelle des
fonctions définies sur des ouverts de Rn. Ce point de vue est à rappro-
cher de la définition 1.3 des sous-variétés comme fibres locales de sub-
mersions. Les énoncés-clé pour cette discussion sont les Propositions-
Définitions 2.11 et 2.14 plus bas.

Définition 2.9. Soit M une variété et p P M un point fixé. On appelle
germe de fonction lisse en p une classe d’équivalence de fonctions lisses
définies au voisinage de p, pour la relation d’équivalence suivante :

f „ g ô f “ g sur un voisinage ouvert de p

On note Fp l’ensemble des germes de fonctions lisses en p.

L’ensemble Fp porte une structure naturelle d’algèbre commutative
sur R. Ceci signifie qu’il possède une structure d’espace espace vectoriel
réel, une structure d’anneau commutatif, et que ces deux structures
sont compatibles au sens où le produit est distributif par rapport à
la somme et commute avec la multiplication par des scalaires. À titre
d’exemple, si fp et gp sont deux germes représentés par des fonctions
lisses f : U Ñ R et g : V Ñ R, le germe produit fp ¨ gp est représenté

par la fonction produit fg : U X V Ñ R. À noter que Fp est un espace
vectoriel réel de dimension infinie.

Définition 2.10. On appelle dérivation de Fp à valeurs dans R, ou
dérivation de Fp, une application R-linéaire D : Fp Ñ R qui vérifie la
règle de Leibniz

Dpfp ¨ gpq “ Dpfpqgppq ` fppqDpgpq.
On note le R-espace vectoriel des dérivations de Fp par DerpFp,Rq.

Remarque. Il existe une notion générale d’algèbre sur un corps, définie
par les mêmes axiomes. De même, il existe une notion générale de
dérivation d’une algèbre A à valeurs dans un A-bimodule M (module
à gauche et à droite, de façon compatible), gouvernée par la relation
Dpa ¨ bq “ Dpaqb ` aDpbq, a, b P A. Dans notre cas de figure, l’algèbre
R est regardée comme un Fp-bimodule via l’application d’évaluation
Fp Ñ R, fp ÞÑ fppq.
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Exemple. Soit U Ď Rn un ouvert et Fp l’algèbre des germes de fonc-
tions lisses définies au voisinage de p P U . Pour tout ξ P Rn la dérivée
directionnelle en p selon ξ définit une dérivation de Fp à valeurs dans
R :

dξ : Fp Ñ R, dξfp :“ dfppqξ.
En effet,

dξpfpgpq “ d

dt

ˇ̌
t“0

pfgqpp` tξq

“ d

dt

ˇ̌
t“0
fpp ` tξqgppq ` fppq d

dt

ˇ̌
t“0
gpp ` tξq

“ dξpfpqgppq ` fppqdξgp.
En particulier les dérivées partielles par rapport aux coordonnées xℓ

sur Rn définissent des dérivations
B

Bxℓ : Fp Ñ R,

avec B
Bxℓ “ deℓ, où eℓ “ p0, . . . , 1, . . . , 0q et la coordonnée non-nulle

apparâıt en ℓ-ème position.

Cet exemple peut bien-sûr être implanté sur une variété puisqu’il
est de nature locale. Étant donnée une variété, il est désormais utile
d’adopter la notation

φ “ px1, . . . , xkq
pour les composantes d’une carte φ : U Ď M Ñ Rk. Nous regardons les
composantes x1, . . . , xk de l’application φ comme des fonctions lisses
sur U . Cette notation est par ailleurs conforme à l’intuition que nous
avons d’une carte : elle identifie U à l’ouvert φpUq Ď Rk, sur lequel
vivent les fonctions coordonnées naturelles x1, . . . , xk.

Exercice 15. SoitM une variété et p P M un point fixé. Étant donnée
une carte φ “ px1, . . . , xkq, l’application

B
Bxℓ : Fp Ñ R

définie par
B

Bxℓ pfpq :“
Bpf ˝ φ´1q

Bxℓ pφppqq
est une dérivation.

On utilise aussi la notation
B

Bxℓ
ˇ̌
ˇ
p
: Fp Ñ R

pour désigner la dérivation B
Bxℓ . Il faut bien prendre conscience du fait

que, même si la carte φ n’est pas mentionnée explicitement dans la
notation, cette dérivation dépend du choix de carte. Cette dépendance
est rendue explicite plus bas.
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Exercice 16. Soit C P Fp le germe de la fonction constante égale à
C P R au voisinage de p. Montrer que toute dérivation de Fp vérifie
nécessairement DpCq “ 0.

Exercice 17. Étant donnée une carte φ “ px1, . . . , xkq, montrer l’iden-
tité

Bxi
Bxℓ “ δiℓ.

Proposition-Définition 2.11. Soit M une variété munie d’un atlas
tpUi, φiqu. Soit p P M un point fixé. Il existe un isomorphisme cano-
nique d’espaces vectoriels

D : TpM
–ÝÑ DerpFp,Rq,

rpi, ξqs ÞÑ
`
fp ÞÑ dpf ˝ φ´1

i qpxqξ
˘
, x “ φippq.

Le contenu de la proposition est le suivant : l’on associe au vecteur
tangent représenté par ξ P Rn dans la carte φi la dérivation donnée par
la dérivée directionnelle selon ξ.

Démonstration. L’application D est bien définie et R-linéaire.

Montrons qu’elle est injective. Fixons une carte pUi, φiq, notons x “
φippq et considérons deux vecteurs ξ, η P Rn tels queDrpi, ξqs “ Drpi, ηqs.
L’on veut montrer que ξ “ η. On peut supposer sans perte de généralité
ξ ‰ 0. Considérons le germe fp tel que f ˝φ´1

i pyq “ xy´x, ξy. On trouve

}ξ}2 “ Drpi, ξqsfp “ Drpi, ηqsfp “ xη, ξy.

En considérant le germe associé à y ÞÑ xy´ x, ηy on trouve par ailleurs

}η}2 “ xξ, ηy.

Finalement, les deux égalités }ξ}2 “ }η}2 “ xη, ξy impliquent η “ ξ

(on peut par exemple argumenter par le fait que la fonction η ÞÑ xη, ξy
définie sur la sphère de rayon }ξ} admet un unique maximum en η “ ξ,
où elle vaut }ξ}2).

Pour conclure que D est un isomorphisme il suffit de montrer que
dimDerpFp,Rq ď dimTpM . Ceci découle du lemme de Hadamard 2.13
ci-dessous : étant donnée une carte φ “ px1, . . . , xkq autour de p avec
φppq “ 0, tout germe de fonction en p s’écrit comme fp “ fppq `řk
ℓ“1 x

ℓgℓ avec gℓ des germes de fonction en p tels que

gℓppq “ B
Bxℓ

ˇ̌
ˇ
p
pgℓq “ Bpf ˝ φ´1q

Bxℓ p0q.
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Soit D P DerpFp,Rq. En utilisant l’exercice 16 et le fait que xℓppq “ 0
pour tout ℓ on obtient

Dpfpq “ Dpfppqq `
kÿ

ℓ“1

Dpxℓgℓq

“
kÿ

ℓ“1

Dpxℓqgℓppq ` xℓppqDpgℓq

“
kÿ

ℓ“1

DpxℓqBpf ˝ φ´1q
Bxℓ p0q.

Ainsi

D “
kÿ

ℓ“1

Dpxℓq B
Bxℓ .

Les dérivations B
Bxℓ , ℓ “ 1, . . . , k forment donc un système générateur

pour DerpFp,Rq, de sorte que dimDerpFp,Rq ď k “ dimTpM . �

Corollaire 2.12. Les dérivations

B
Bxℓ , ℓ “ 1, . . . , k

associées à une carte φ “ px1, . . . , xkq définie au voisinage d’un point
p forment une base de DerpFp,Rq.

Démonstration. Nous avons déjà montré au courant de la preuve de
la proposition 2.11 que les dérivées partielles B

Bxℓ , ℓ “ 1, . . . , k forment
un système de générateurs pour DerpFp,Rq. Montrons qu’elles sont
linéairement indépendantes. Soit D “ ř

ℓ λℓ
B

Bxℓ une combinaison liné-
aire avec λℓ P R. Supposons que D “ 0 et montrons que tous les
coefficients λℓ sont nuls.

En effet, pour tout i “ 1, . . . , k l’on a

0 “ Dpxiq “
ÿ

ℓ

λℓ
Bxi
Bxℓ “

ÿ

ℓ

λℓδ
i
ℓ “ λi.

Nous avons utilisé l’identité fort utile

Bxi
Bxℓ “ δiℓ.

�

Nous avons déjà mentionné le fait que les dérivations B
Bxℓ , ℓ “ 1, . . . , k

dépendent du choix de carte φ “ px1, . . . , xℓq. Il est temps de rendre
explicite cette dépendance. Soit ψ “ py1, . . . , ykq une autre carte, qui
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détermine une autre base de dérivations B
Byℓ , ℓ “ 1, . . . , k au point p.

Nous avons alors

B
Byℓ “

ÿ

i

Bxi
Byℓ

B
Bxi .

En effet, puisque les B
Bxi , i “ 1, . . . , k forment un système générateur

l’on peut écrire B
Byℓ “ ř

i λi
B

Bxi , λi P R. On obtient

Bxj
Byℓ “

ÿ

i

λi
Bxj
Bxi “

ÿ

i

λiδ
j
i “ λj ,

ce qui démontre la formule souhaitée.

Convention de sommation d’Einstein. Nous venons de rencon-
trer à plusieurs reprises des sommes du type

ř
i λi

B
Bxi . Bientôt nous

rencontrerons des sommes impliquant plusieurs indices de sommation.
La convention d’Einstein consiste à supprimer le signe somme dans une
expression afin d’alléger l’écriture, en sous-entendant que l’on somme
sur les indices qui apparaissent deux fois. Ainsi

B
Byℓ “

ÿ

i

Bxi
Byℓ

B
Bxi

s’écrirait

B
Byℓ “ Bxi

Byℓ
B

Bxi .

Cette formule est facile à retenir (“les Bxi se simplifient” !).

À des fins pédagogiques, dans ce cours nous n’allons utiliser la conven-
tion de sommation d’Einstein que très rarement, et toujours en y fai-
sant mention explicite.

Pour achever la preuve de la proposition 2.11 nous démontrons main-
tenant le lemme de Hadamard.

Lemme 2.13 (Hadamard). Soit M une variété et p P M . Soit φ “
px1, . . . , xkq une carte au voisinage de p. Pour tout germe de fonction
lisse fp P Fp il existe des germes de fonctions gℓ, ℓ “ 1, . . . , k définis
au voisinage de p tels que

fp “ fppq `
kÿ

ℓ“1

xℓgℓ.

L’on a alors nécessairement

gℓppq “ Bfp
Bxℓ .
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Démonstration. Regardons d’abord le cas d’une application lisse f̄ :
Bkp1q Ñ R, avec p “ 0. L’on a successivement

f̄pxq “ f̄p0q `
ż 1

0

d

dt
f̄ptxq dt

“ f̄p0q `
ż 1

0

kÿ

ℓ“1

xℓ
Bf̄
Bxℓ ptxq dt

“ f̄p0q `
kÿ

ℓ“1

xℓḡℓpxq,

où ḡℓpxq “
ş1
0

Bf̄
Bxℓ ptxq est lisse. (L’on remarque par ailleurs que ḡℓp0q “

Bf̄
Bxℓ p0q.
Dans le cas d’un germe fp, quitte à restreindre le domaine U de la

carte et à composer par une homothétie dans Rk l’on peut supposer que
φpUq “ Bnp1q. L’on applique le raisonnement ci-dessus avec f̄ :“ f˝φ´1

et l’on retrouve la première partie de l’énoncé, avec gℓ “ ḡℓ ˝ φ.
La deuxième partie du lemme découle en appliquant B

Bxℓ à fp et en

utilisant le fait que Bxr
Bxℓ “ δrℓ . �

Proposition-Définition 2.14. Soit f : M Ñ N une application lisse
entre variétés et p P M fixé. À travers les isomorphismes canoniques
TpM – DerpFp,Rq et TfppqN – DerpFfppq,Rq, la différentielle

dfppq : TpM Ñ TfppqN

s’écrit

pdfppqXqh :“ Xph ˝ fq, h P Ffppq.

Démonstration. Choisissons des cartes pUi, φq autour de p et pVj, ψq
autour de fppq. Fixons X P DerpFp,Rq. Soit rpi, ξqs P TpM tel que
Xpgq “ dpg ˝ φ´1qξ. Alors dfppqrpi, ξqs “ rpj, dpψ ˝ f ˝ φ´1qξqs P TfppqN
et ce vecteur tangent correspond à la dérivation

h ÞÑ dph ˝ ψ´1qdpψ ˝ f ˝ φ´1qξ “ dpph ˝ fq ˝ φ´1qξ “ Xph ˝ fq.
�

Finalement, pour clôre la section rendons explicite la bijection cano-
nique

Cp – DerpFp,Rq
obtenue comme composée des bijections canoniques TpM – Cp et TpM –
DerpFp,Rq. Étant donnée une classe de courbe rcs P Cp et un représentant
c : I Ñ M avec 0 P I et cp0q “ p, on lui associe la dérivation

f ÞÑ d

dt

ˇ̌
ˇ
t“0

pf ˝ cqptq.
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En effet, étant donnée une carte pUi, φq autour de p, la classe rcs corres-
pond au vecteur tangent rpi, ξqs avec ξ “ d

dt

ˇ̌
t“0

pφ ˝ cqptq “ dpφ ˝ cqp0q1.
À son tour, ce vecteur tangent correspond à la dérivation

f ÞÑ dpf ˝φ´1qξ “ dpf ˝φ´1qdpφ˝cqp0q1 “ dpf ˝cqp0q1 “ d

dt

ˇ̌
t“0

pf ˝cqptq.
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2.2. Fibré tangent. Champs de vecteurs. Dans la section qui pré-
cède nous avons décrit en détail l’espace tangent en un point. La vraie
force de la notion de vecteur tangent devient visible lorsque l’on consi-
dère des familles lisses. Pour donner sens à cette notion il faut “recoller”
tous les espaces tangents ponctuels en un unique objet de nature lisse.

Proposition-Définition 2.15. Soit M une variété lisse de dimension
n. L’union disjointe

TM :“ \pPMTpM “ YpPMtpu ˆ TpM

porte une structure naturelle de variété lisse de dimension 2n ayant la
propriété que la projection canonique

π : TM Ñ M, pp, vq ÞÑ p, v P TpM
est une submersion lisse.

On appelle TM muni de la structure lisse donnée par la proposition
le fibré tangent de M . Les espaces vectoriels TpM , p P M s’appellent
fibres du fibré tangent.

Démonstration. Soit pUi, φiq un atlas pour M . On définit un atlas

pŨi, φ̃iq pour TM de la manière suivante :

Ũi :“ π´1pUiq “ \pPUiTpM,

φ̃i : Ũi Ñ φipUiq ˆ Rn, pp, rpi, ξqsq ÞÑ pφippq, ξq.
Le sens de la dernière formule est le suivant : un vecteur tangent en
un point p P Ui admet un unique représentant ξ P Rn dans la carte Ui.
L’application φ̃i associe au couple constitué de p et de ce vecteur tan-
gent le couple pφippq, ξq P Ui ˆ Rn. Chaque φ̃i est clairement injective,

et φ̃ipŨi X Ũjq “ φipUi X Ujq ˆ Rn est un ouvert de R2n.

Les applications de changement de carte

φ̃j ˝ φ̃´1
i : Ũi X Ũj “ φipUi X Ujq ˆ Rn Ñ φjpUi X Ujq ˆ Rn

sont données par la formule suivante : (exercice !)

px, ξq ÞÑ pφj ˝ φ´1
i pxq, dpφj ˝ φ´1

i qpxqξq.
Ce sont par conséquent des difféomorphismes (lisses, avec inverse lisse
donnée par la formule analogue dans laquelle on échange les rôles de i
et j).

Si l’on munit TM de la plus petite topologie telle que toutes les ap-
plications φ̃i soient des homéomorphismes, la collection pŨi, φ̃iq devient
un atlas qui munit TM d’une structure de variété.

Montrons que la projection π : TM Ñ M est une submersion
(surjective, par définition). Choisissons une carte pUi, φiq sur M et

considérons la carte associée pŨi, φ̃iq sur TM . Il suffit de montrer que
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φi ˝π ˝ φ̃´1
i : φipUiq ˆRn Ñ φipUiq est une submersion. Or cette compo-

sition n’est rien d’autre que la projection sur la première composante
px, ξq ÞÑ x. �

Remarque-exercice (la topologie est déterminée par l’atlas).
Dans la preuve précédente nous sommes partis de TM en tant qu’en-
semble abstrait et nous avons construit à la fois un atlas et une topo-
logie dessus ! La situation est générale : soit X un ensemble abstrait,
pUiq une collection de parties de X telle que

X “ YiUi,

et soient

φi : Ui Ñ Rn

des applications injectives telles que φipUiXUjq Ď Rn soient des ouverts
de Rn pour tous i, j. Supposons que les applications de transition φj ˝
φ´1
i : φipUi X Ujq Ñ φjpUi X Ujq sont des difféomorphismes lisses.

Il existe alors une unique topologie sur X telle que les φi soient des
homéomorphismes sur image et telle que U Ď X est un ouvert si et
seulement si U X Ui est un ouvert pour tout i. En munissant X de
cette topologie, la famille tpUi, φiqu forme un atlas et munit X d’une
structure de variété.

Exercice 18. Regardons les vecteurs tangents comme des dérivations
ponctuelles. Étant donné l’atlas pUi, φiq avec φi “ px1i , . . . , xni q on
déduit pour chaque i et chaque point p P Ui la base B

Bxℓ
i

, ℓ “ 1, . . . , n

de DerpFp,Rq. Toute dérivation X P DerpFp,Rq s’écrit dans la carte

Ui de manière unique comme X “ ř
ℓX

ℓ
i

B
Bxℓi

. Montrer que la carte φ̃i
agit comme

φ̃i : X P DerpFp,Rq ÞÝÑ px1i ppq, . . . , xni ppq, X1
i ppq, . . . , Xn

i ppqq.
Définition 2.16. Un champ de vecteurs lisse sur une variété M est
une application lisse X :M Ñ TM telle que

π ˝ X “ IdM .

On dit aussi que X est une section lisse de la projection π.

On note

X pMq
l’espace vectoriel des champs de vecteurs lisses surM , avec les opérations
d’addition et de multiplication par des scalaires définies point par point.

Exercice 19. Montrer qu’un champ de vecteurs lisse sur une variété
M équivaut à la donnée d’une collection de vecteurs tangents

Xppq P TpM, p P M
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telle que, pour toute carte pU, φ “ px1, . . . , xnqq sur M , en écrivant

Xppq “
ÿ

ℓ

Xℓppq B
Bxℓ

les applications Xℓ : Ui Ñ R soient lisses.

Exercice 20. Soit X P X pMq un champ de vecteurs lisse sur une
variété M . Soient

X1, . . . , Xn

les composantes de X dans une carte locale φ “ px1, . . . , xnq, de sorte
que X “ ř

iX
i B

Bxi . Montrer que les composantes de X dans une autre
carte locale ψ “ py1, . . . , ynq sont

X̃ℓ “
ÿ

i

X iByℓ
Bxi , ℓ “ 1, . . . , n,

de sorte que X “ ř
ℓ X̃

ℓ B
Byℓ .

Le fibré tangent TM se projette sur M , mais il contient aussi la
variété M de manière canonique. En effet, le lecteur pourra vérifier
que l’application

M Ñ TM, p ÞÑ pp, 0q
est bien définie et est un plongement. L’image de cette application est
appelée la section nulle du fibré tangent et est notée parfois 0M .



42

2.3. La notion de fibré vectoriel. Nous venons de définir une struc-
ture de variété sur le fibré tangent TM . Néanmoins, celui-ci possède
une structure plus riche : chaque fibre possède une structure d’espace
vectoriel qui varie de manière lisse d’une fibre à l’autre. Le sens précis
de cette affirmation est le suivant : toute fibre possède un voisinage
saturé Ũi qui est difféomorphe à φipUiq ˆ Rn par un difféomorphisme

φ̃i qui envoie les fibres dans TM sur les fibres tptu ˆRn de la première
projection, la structure d’espace vectoriel sur les fibres voisines étant in-
duite par la structure d’espace vectoriel de Rn via ce difféomorphisme.
Par voisinage saturé on entend un voisinage qui contient la fibre pas-
sant par chacun de ses points. Le fait que la structure d’espace vectoriel
induite sur un même espace tangent TpM est indépendant du choix de

carte φ̃i, p P Ui est une conséquence du fait que les applications de
changement de carte

φ̃j ˝ φ̃´1
i : φipUi X Ujq ˆ Rn Ñ φjpUi X Ujq ˆ Rn,

px, ξq ÞÝÑ pφj ˝ φ´1
i pxq, dpφj ˝ φ´1

i qpxqξq
sont linéaires dans la composante ξ (à x fixé). On a en fait une appli-
cation lisse

φipUi X Ujq Ñ GLnpRq, x ÞÑ dpφj ˝ φ´1
i qpxq.

Toutes ces données sont organisées dans la définition générale sui-
vante.

Définition 2.17. Un fibré vectoriel localement trivial lisse de rang r
est la donnée d’une submersion surjective

π : E Ñ M

et d’une structure d’espace vectoriel de dimension r sur chaque fibre
Ep :“ π´1ppq, p P M , telles que la condition suivante soit satisfaite : il
existe un recouvrement ouvert pUiq de M et des difféomorphismes

Φi : π
´1pUiq »ÝÑ Ui ˆ Rr

qui font commuter le diagramme

π´1pUiq
Φi //

π
##●

●●
●●

●●
●●

Ui ˆ Rr

pr1
{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇

Ui

et qui induisent des isomorphismes linéaires Ep
»ÝÑ tpu ˆ Rr.

On appelle π la projection, E l’espace total du fibré, M la base du
fibré, pΦiq les applications de trivialisation. On note E|U :“ π´1pUq.

Par la suite nous dirons simplement fibré vectoriel, le caractère lisse
et localement trivial étant sous-entendu, le rang n’étant pas spécifié.
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Proposition-Définition 2.18. Étant donné un fibré vectoriel E
πÝÑ

M , une section de E est une application lisse

s :M Ñ E

telle que

π ˝ s “ IdM .

L’espace des sections de E porte une structure naturelle d’espace
vectoriel donnée par l’addition ponctuelle des sections. On le note

ΓpEq, ou ΓpM,Eq.
˝

Comme nous l’avons déjà vu dans le cas du fibré tangent, tout fibré
vectoriel E

πÝÑ M contient de manière canonique la base M en tant
que sous-variété donnée par la section nulle. En effet, toute section
s P ΓpEq réalise un plongement de M dans E, et la section nulle –
l’élément neutre dans ΓpEq – est canoniquement définie

M Ñ E, p ÞÑ pp, 0q.
L’image de la section nulle est appelée parfois par abus de langage
section nulle, et est notée 0E.

Exemple. Le fibré trivial θrM :“ pMˆRr pr1ÝÑ Mq. Celui-ci possède une
trivialisation globale tautologique donnée par l’identité. Les sections du
fibré trivial ne sont rien d’autre que les fonctions lisses sur M à valeurs
dans Rr.

Point de vue : fonctions vs. sections. Étant donné un fibré vec-
toriel E sur une variété M , les sections de E doivent être regardées
comme des généralisations des fonctions lisses sur M . Ce point de
vue est particulièrement important dans le contexte de la géométrie
différentielle complexe : alors qu’une variété complexe compacte ne
possède pas de fonctions holomorphes non-constantes, il existe sou-
vent des fibrés en droites holomorphes qui possèdent des sections non-
constantes. Or il est très important de pouvoir se placer dans un cadre
dans lequel l’on peut définir des analogues globaux des fonctions, puisque
l’on a déjà vu que l’étude des fonctions et de leurs ensembles de niveau
permet de comprendre la variété de base.

Définition 2.19. Un fibré E
πÝÑ M de rang r est trivialisable s’il

existe une application de trivialisation globale

E
Φ //

π   ❆
❆❆

❆❆
❆❆

❆ M ˆ Rr

pr1zz✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉

M
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i.e. un difféomorphisme global qui induit des isomorphismes linéaires
Ep

»ÝÑ tpu ˆ Rr, p P M .

On utilise souvent la terminologie fibré trivial au lieu de fibré trivia-
lisable. La distinction réside dans le fait de pouvoir donner un isomor-
phisme canonique avec un fibré trivial, ou bien dans le fait de connâıtre
l’existence d’un isomorphisme ad hoc. Nous utiliserons les deux appella-
tions sans distinction, tout en restant fidèles à notre convention d’écrire
E – θrM pour un isomorphisme canonique, respectivement E » θrM
pour un isomorphisme quelconque.

Remarque. Il existe une notion d’isomorphisme de fibrés (difféomor-
phisme qui préserve les fibres et qui est linéaire dans les fibres), de même
qu’une notion de morphisme de fibrés (application lisse qui envoie fibre
sur fibre et qui est linéaire sur les fibres). Autant dire que l’on peut
définir une catégorie de fibrés vectoriels sur une baseM , notée VectpMq.

Exercice 21. Le fibré tangent TM
πÝÑ M à une variété de dimension

n porte une structure naturelle de fibré vectoriel de rang n. L’espace des
sections de TM est par définition l’espace des champs de vecteurs lisses
sur M , i.e. ΓpTMq “ X pMq. [Cet exercice est presque tautologique. La
seule différence entre la structure que nous avons déjà mise en évidence
sur TM et la définition d’un fibré vectoriel est que, dans le cas du
premier, nos applications de trivialisation φ̃i aboutissent dans φipUiq ˆ
Rn, plutôt que dans Ui ˆ Rn.]

Remarque. Une question importante est celle de comprendre com-
bien de types d’isomorphisme de fibrés de rang r y a-t-il sur une variété
donnée M . Une premièr eétape est de comprendre si un fibré donné est
trivialisable ou pas. Étant donné un fibré trivialisable, une autre ques-
tion importante est de comprendre combien de classes d’équivalences de
trivialisations possibles il porte. La réponse à chacune de ces questions
mène à des questions de topologie algébrique (la référence classique en
la matière est le livre Characteristic classes de Milnor et Stasheff).

Exemple. Un fibré de rang 1, ou fibré en droites, est trivial si et
seulement si il admet une section partout non-nulle. En effet, soit L Ñ
M un tel fibré et supposons qu’il existe s P ΓpLq telle que sppq ‰ 0 pour
tout p P M . Alors Φ :M ˆR Ñ L, pp, λq ÞÑ λsppq est un isomorphisme
de fibrés. Réciproquement, si Φ : M ˆ R Ñ L est un isomorphisme de
fibrés, alors sppq :“ Φpp, 1q est une section partout non-nulle.

Exemple. Le fibré tangent au cercle est trivial. En effet, prenons
commme modèle pour le cercle S1 :“ tpx, yq P R2 : x2 ` y2 “ 1u Ă R2.
En tout point p P S1 l’espace tangent s’identifie à pK Ă R2 et il admet
une section partout non-nulle donnée par p “ px, yq ÞÑ p´y, xq P pK.
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Le lecteur n’aura pas manqué de remarquer que les fibrés vectoriels
et les variétés sont définis par la même démarche : ce sont des objets ob-
tenus en recollant des modèles locaux simples. Pour les variétés, ce sont
les ouverts de Rn. Pour les fibrés, ce sont les fibrés triviaux au-dessus
des (ouverts de) variétés. Nous avons vu dans la section précédente
que la donnée d’un atlas détermine la structure de variété. De la même
manière, la donnée d’une collection appropriée d’applications de trivia-
lisation détermine un fibré vectoriel. Ceci constitue la motivation de la
construction qui suit.

Exemple (les changements de trivialisation déterminent le
fibré vectoriel). Soit M une variété, pUiq un recouvrement ouvert
et Φji : Ui X Uj Ñ GLrpRq une collection d’applications lisses qui
vérifie la condition de cocycle

Φii “ Id sur Ui, ΦkjΦjiΦik “ Id sur Ui X Uj X Uk.

Il existe un fibré vectoriel E de rang r sur M muni d’applications de
trivialisation Φi : E|Ui

»ÝÑ Ui ˆ Rr telles que Φji “ Φj ˝ Φ´1
i .

En effet, l’on définit

E :“ \iUi ˆ Rr{ „,
où pi, x, vq „ pj, y, wq si et seulement si x “ y P UiXUj et Φjipxqv “ w.

Exemple-exercice (section comme collection de fonctions com-
patibles avec les changements de trivialisation).Soit Φji : Ui X
Uj Ñ GLrpRq le cocycle de définition d’un fibré E. La donnée d’une
section s de E est équivalente à la donnée d’une collection de fonctions
si : Ui Ñ Rr telles que

sj |UiXUj “ Φji ¨ si|UiXUj .
En effet, étant donnée s l’on pose si :“ pr2 ˝Φi ˝ s|Ui. Réciproquement,
l’on pose s|Ui :“ Φ´1

i ˝ pId, siq.

E|Ui
π

!!❈
❈❈

❈❈
❈❈

❈

Φi // Ui ˆ Rr

pr2

{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇

Ui
s

UU

pId,siq

HH

Exemple-exercice (bande de Möbius). Nous allons décrire un fibré
non-trivial de rang 1 sur le cercle S1. Toujours dans le modèle pris ci-
dessus, considérons les deux ouverts U1 :“ tpx, yq P S1 : x ą ´1

2
u

et U2 :“ tpx, yq P S1 : x ă 1
2
u. Notons U1 X U2 “ V ` \ V ´, où

V ` contient les points de l’intersection pour lesquels y ą 0, et V ´

contient les points de l’intersection pour lesquels y ă 0. On définit un
application de transition

Φ12 : V
˘ Ñ GL1pRq – R˚, Φ12|V ˘ “ ˘1.
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Montrer que le fibré de rang 1 associé n’est pas trivial (l’on pourra
montrer que toute section doit nécessairement s’annuler).

Exemple. Le fibré tangent à S2 n’est pas trivial. Ceci est un théorème
profond, que nous allons démontrer plus tard dans le cours. De façon
plus précise, nous allons démontrer que tout champ de vecteurs sur S2

possède au moins un zéro.

Exercice 22. Le fibré tangent à S3 est trivial.

Un problème classique de géométrie différentielle était le fait de
déterminer le nombre maximal de champs de vecteurs linéairement
indépendants sur la sphère Sn. Ce problème a été résolu par Frank
Adams en 1962 (F. Adams, Vector Fields on Spheres, Annals of Ma-
thematics 75 : 603–632).

De l’importance des fibrés vectoriels. Nous avons déjà men-
tionné le fait que les sections de fibrés jouent le rôle de fonctions sur
la base, un point de vue particulièrement important en géométrie com-
plexe. Sans entrer dans les détails nous donnons encore quelques points
de vue pour souligner l’importance de la notion de fibré vectoriel.

(i) Les champs de vecteurs, les formes différentielles et, de manière
plus générale, les tenseurs, sont naturellement des sections de fibrés
vectoriels. La notion de fibré est indispensable pour s’affranchir de co-
ordonnées lorsque l’on travaille avec des objets de nature linéaire.

(ii) Les fibrés apparaissent naturellement lorsque l’on étudie les pe-
tites déformations de sous-variétés. En effet, le théorème du voisinage
tubulaire stipule qu’un voisinage d’une sous-variété est difféomorphe à
un voisinage de la section nulle dans son fibré normal.

(iii) Les espaces de sections de fibrés sont le domaine naturel d’action
des opérateurs différentiels sur des variétés. Ceux-ci apparaissent par
exemple lorsque l’on linéarise des équations aux dérivées partielles non-
linéaires de nature géométrique.

(iv) En physique la donnée d’un fibré E Ñ M est vue comme la
donnée d’une structure supplémentaire sur un espace de nature phy-
sique (la base M). Les sections de E modélisent la notion de champ
sur M .

Pour finir cette section et pour donner une meilleure intuition de
l’analogie entre sections de fibrés vectoriels et fonctions, nous traitons
un exemple classique qui est fondamental en géométrie algébrique.

Exemple (polynômes homogènes comme sections de fibrés en
droites sur RP n).

L’espace projectif réel de dimension n, noté RP n, est l’ensemble des
droites de Rn`1. Il peut être décrit de manière équivalente comme le
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quotient de Rn`1zt0u pour la relation d’équivalence

x „ô Dλ P R˚, x “ λx1.

On note la classe d’équivalence d’un point px0, . . . , xnq, ou encore la
droite dirigée par le vecteur px0, . . . , xnq, par rx0 : . . . : xns.

L’on munit RP n d’une structure de variété en considérant le recou-
vrement donné par les n ` 1 ouverts

Vi :“ trx0 : . . . : xns P RP n : xi ‰ 0u, i P t0, . . . , nu
et les cartes

φi : Vi Ñ Rn, rx0 : . . . : xns ÞÑ px0
xi
, . . . ,

xi´1

xi
,
xi`1

xi
, . . . ,

xn

xi
q.

L’on vérifie sans peine que les cartes sont bijectives et que les appli-
cations de changement de carte φj ˝ φ´1

i , j ă i sont données par la
formule

py1, . . . , ynq ÞÑ p y1

yj`1

, . . . ,
yj

yj`1

,
yj`2

yj`1

, . . . ,
yi

yj`1

,
1

yj`1

,
yi`1

yj`1

, . . . ,
yn

yj`1

q.

Une formule similaire vaut pour son inverse φi ˝ φ´1
j . Les applications

de changement de carte sont par conséquent des difféomorphismes et
munissent RP n d’une structure de variété.

Remarque. Voici deux autres descriptions alternatives de RP n, ex-
pliquées dans la section suivante : RP n est le quotient de Sn par l’action
de Z{2Z donnée par l’application antipodale x ÞÑ ´x, et c’est aussi le
quotient de Rn`1zt0u par l’action propre et libre du groupe de Lie R˚

donnée par homothéties.

Le fibré tautologique sur RP n est le fibré de rang 1 dont la fibre au-
dessus d’une point d P RP n qui représente une droite d Ă Rn`1 est la
droite d. On le note

τ Ñ RP n, τ “ tpd, vq : d P RP n, v P du.
La structure de fibré vectoriel est donnée par les application de trivia-
lisation suivantes définies au-dessus des Vi, i “ 0, . . . , n :

Φi : τ |Vi
»ÝÑ Vi ˆ R

envoie un élément
`
rx0 : . . . : xns, λpx0{xi, . . . , xi´1{xi, 1, xi`1{xi, . . . , xn{xiq

˘
P τ |Vi

avec λ P R sur
prx : 0 . . . : xns, λq P Vi ˆ R.

En d’autres mots, la trivialisation Φi utilise le générateur distingué
d’une droite appartenant à Vi caractérisé par la condition xi “ 1.

L’on vérifie que

Φj ˝ Φ´1
i prx0 : . . . : xns, λq “ prx0 : . . . : xns, λxj

xi
q.
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De manière équivalente, on peut écrire

Φj ˝ Φ´1
i prx0 : . . . : xns, λq “ prx0 : . . . : xns,Φjiprx0 : . . . : xnsqλq,

avec

Φji : Vi X Vj Ñ GLp1,Rq ” R˚, rx0 : . . . : xns ÞÑ xj

xi
.

Le fibré hyperplan L Ñ RP n est par définition le fibré en droites
dont les fonctions de transition sont données par

Φji : VI X Vj Ñ GLp1,Rq ” R˚, Φjiprx0 : . . . : xnsq “ xi

xj
.

Nous verrons plus tard que L est le fibré dual de τ .

Soit k P Z. La k-ème puissance tensorielle du fibré hyperplan, notée
Lbk Ñ RP n, est par définition le fibré en droites dont les fonctions de
transition sont données par

Φji : VI X Vj Ñ GLp1,Rq ” R˚, Φjiprx0 : . . . : xnsq “
`xi
xj

˘k
.

Proposition 2.20. Il existe une bijection canonique

ΓpLbkq – tf : Rn`1zt0u Ñ R lisse et homogène de degré ku.

Démonstration. La condition d’homogénéité s’écrit fpλxq “ λkfpxq
pour x P Rn`1zt0u et λ P R˚.

Étant donnée une section s P ΓpLbkq présentée comme une collection
de sections si : Vi Ñ R telles que

sjprx0 : . . . : xnsq “
`xi
xj

˘k
siprx0 : . . . : xnsq sur Vi X Vj,

l’on définit
f |Vipx0, . . . , xnq :“ xki siprx0 : . . . : xnsq.

La condition de compatibilité sur les si assure précisément la bonne
définition de f . La fonction f est lisse et homogène de degré k par
construction.

Réciproquement, étant donnée f lisse et homogène de degré k, l’on
pose

siprx0 : . . . : xnsq :“ fpx0, . . . , xnq
xki

.

L’homogénéité de f assure la bonne définition des si et leur compati-
bilité, de sorte qu’elles se recollent en une section de Lbk. �

Un corollaire de cette construction est le fait que les polynômes ho-
mogènes de degré k sur Rn`1 s’identifient naturellement aux sections
de Lbk. Ceci est une instance emblématique du principe selon lequel
les sections de fibrés généralisent la notion de fonction.
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3. Exemples et constructions de variétés

Le but de cette section est de présenter des familles d’exemples et
des constructions générales de variétés.

3.1. Produit. Soient M et N deux variétés, munies d’atlas tpUi, φiqu
et respectivement tpVj , ψjqu. Le produit M ˆN possède une structure
naturelle de variété de dimension dim M ` dim N , définie par l’atlas
tpUi ˆ Vj, φi ˆ ψjqu.

3.2. Somme connexe. La somme connexe de deux variétés M et M 1

de même dimension k est définie intuitivement de la manière suivante :
on considère deux points p P M , p1 P M 1, deux cartes pU, φq, pU 1, φ1q
autour de p et p1 respectivement, deux ouverts relativement compacts
V ĂĂ U et V 1 ĂĂ U 1 modelés via ces cartes sur une même boule Bkpǫq,
on enlève V et V 1 deM , resp. M 1 et on recolle le résultat en identifiant
la frontière de V à la frontière de V 1 via leur identification commune
avec la sphère Sk´1pǫq. Le résultat est noté M#M 1.

Le lecteur trouvera une description d’un atlas dans le livre de Lafon-
taine, p. 85, exercice 28 du chapitre 2. La question qui se pose naturelle-
ment est celle de la dépendance du type de difféomorphisme deM#M 1

par rapport aux différents choix (points, cartes, ouverts). Cette étude
fait intervenir la notion d’orientabilité d’une variété, que nous verrons
plus loin. Plus précisément : si M ou M 1 n’est pas orientable, le type
de difféomorphisme de M#M 1 ne dépend pas des choix. Si M et M 1

sont orientables, le type de difféomorphisme de M#M 1 ne dépend pas
des choix à condition d’imposer aux cartes de préserver l’orientation.

Le fait d’écrire une variété comme somme connexe est la manière
la plus näıve de la “casser” en morceaux plus simples. Ce n’est pas
toujours possible. On dit qu’une variété est irréductible si elle ne peut
pas être écrite comme somme connexe. Les seules variétés de dimension
2 compactes irréductibles sont la sphère, le tore, et le plan projectif.
À partir de la dimension 3 il existe une infinité de variétés compactes
irréductibles en chaque dimension.

Exercice 23. Soit Mn une variété de dimension n et soit Sn la sphère
de même dimension. Montrer que M#Sn est difféomorphe à M .

3.3. Variétés affines. Soit K “ R ou C et

P1, . . . , Pℓ P KrX1, . . . , XN s
une collection finie de polynômes. On note I Ă KrX1, . . . , XN s l’idéal
engendré par ces polynômes. La variété affine définie par l’idéal I est
par définition

VIpKq :“ tx “ px1, . . . , xNq P KN : P pxq “ 0, @P P Iu.
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Si l’application P “ pP1, . . . , Pℓq : KN Ñ Kℓ est submersive en 0, alors
VIpKq est une sous-variété de KN , réelle ou complexe, selon que K “ R

ou C.

3.4. Variétés projectives. Soit à nouveau K “ R ou C. On appelle
polynôme homogène (de degré k) un polynôme P P KrX1, . . . , XN s tel
que

P pλX1, . . . , λXNq “ λkP pX1, . . . , XNq.
Par exemple P px, y, zq “ x3`2y3`5z3`xyz est un polynôme homogène
de degré 3, mais P px, yq “ x2 ` y3 n’est pas homogène.

Soient P1, . . . , Pℓ P KrX0, . . . , XN s des polynômes homogènes. La
variété projective définie par le système d’équations polynomiales P :“
pP1 “ . . . “ Pℓ “ 0q est par définition

VPpKq :“ trx0 : . . . : xN s P KPN : Pipx0, . . . , xNq “ 0, @ iu.
On voit que l’homogénéité des Pi garantit la bonne définition de VPpKq :
deux points px0, . . . , xNq et px1

0, . . . , x
1
Nq dans KN`1zt0u définissent la

même classe rx0 : . . . : xN s P KPN si et seulement si il existe λ P K˚

tel que px0, . . . , xNq “ λpx1
0, . . . , x

1
N q. Ainsi Pipx0, . . . , xN q “ 0 si et

seulement si Pipx1
0, . . . , x

1
Nq “ 0.

Si l’application pP1, . . . , Pℓq : KN`1zt0u Ñ Kℓ est submersive au-
dessus de 0, alors VPpKq est une sous-variété lisse fermée de KPN .
Puisque KPN est compact, on déduit que VPpKq est compacte aussi.

Un point de vue intrinséque sur cette construction est de voir VPpKq
comme le lieu commun des zéros des sections de fibrés Lbki déterminées
par les polynômes Pi homogènes de degré ki.

Les variétés affines et les variétés projectives sont l’objet d’étude de
la géométrie algébrique. La géométrie différentielle y joue un rôle !

3.5. Actions de groupes discrets. Soit Γ un groupe. Une action
lisse de Γ sur M est un morphisme de groupes

Γ Ñ DiffpMq.
De manière équivalente, une action lisse est la donnée d’une application

Γ ˆ M Ñ M, pγ, pq ÞÑ γ ¨ p
telle que pγ1γ2q ¨ p “ γ1 ¨ pγ2 ¨ pq (“action”) et telle que l’application
p ÞÑ γ ¨ p soit un difféomorphisme pour tout γ P Γ (action “lisse”).

L’on peut penser une action de groupe comme étant une manière
de réaliser un groupe abstrait Γ comme groupe de symétries d’un ob-
jet géométrique (ici, une variété). L’on peut étudier de cette manière
un groupe abstrait Γ via ses différentes “incarnations” géométriques.
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On parle aussi de “représentation” d’un groupe. Le plus souvent l’on
s’intéresse aux représentations linéaires, i.e. aux morphismes

Γ Ñ GLpV q,
avec V un espace vectoriel. Le point de vue des représentations est om-
niprésent en mathématiques et se décline sous une myriade de façons.

Dans cette section nous adoptons le point de vue opposé : nous allons
utiliser les actions de groupes non pas pour étudier le groupe Γ, mais
pour étudier la variété cible M et construire d’autres variétés à partir
de celle-ci.

On appelle orbite du point x P M l’ensemble tγ ¨ x : γ P Γu, noté
Γ ¨ x. On appelle espace d’orbites, ou espace quotient, et on le note

M{Γ,
l’ensemble des classes d’équivalence de points de M pour la relation
d’équivalence

x „ y ô D γ P Γ, γ ¨ x “ y.

Il existe une application naturelle de projection

π :M Ñ M{Γ, x ÞÑ Γ ¨ x.
On munit M{Γ de la topologie quotient : une partie U Ă M{Γ est
ouverte si et seulement si π´1pUq Ă M est un ouvert.

Digression : topologie quotient. Soit R une relation d’équiva-
lence sur un espace topologique M (par exemple la relation d’équiva-
lence donnée par le fait d’appartenir à la même orbite d’une action
de groupe). L’espace topologique quotient M{R est défini comme étant
l’ensemble des classes d’équivalence pour la relation R, muni de la
topologie quotient définie comme suit : les ouverts U Ď M{R sont par
définition les parties telles que π´1pUq Ď M soit ouvert. Ici π : M Ñ
M{R est la projection canonique qui associe à tout élément sa classe
d’équivalence.

Exercice. Soit Y un espace topologique quelconque. Une application
f : M{R Ñ Y est continue si et seulement si f ˝ π : M Ñ Y est
continue.

M

π

��

f˝π

""❊
❊❊

❊❊
❊❊

❊❊

M{R
f

// Y

La notion de topologie quotient donne un sens précis au fait de recol-
ler des espaces topologiques. Soient X, Y deux espaces topologiques et
A Ď X , B Ď Y deux parties munies de la topologie induite. Supposons
que l’on se soit donné un homéomorphisme φ : A

»ÝÑ B. On définit



52

le recollement de X et Y selon A et B via φ comme étant l’espace
topologique quotient

X Yφ Y :“ X Y Y { „

pour la relation d’équivalence „ définie comme suit : deux points de X
ou deux points de Y sont équivalents si et seulement si ils cöıncident,
et deux points x P X et y P Y sont équivalents si et seulement si x P A,
y P B et y “ φpxq.
Exemples. (0) un “chapeau de sorcière” peut être décrit comme re-
collement d’un cône circulaire avec un anneau, le long d’un cercle de
bord. Bien-sûr, l’espace qui en résulte est homéomorphe à un disque.

(1) l’on peut décrire la sphère Sn comme recollement de deux disques
Dn le long de leur bord. On écrit Sn “ Dn \Id D

n.

(2) l’on peut décrire RP 2 comme étant homéomorphe au recollement
le long du bord d’un disque avec une bande de Möbius. L’on écrit
RP 2 “ D2 \B Möbius.

(3) l’on peut décrire le tore T 2 comme recollement de deux cylindres
le long de leurs bords ; ou bien comme recollement d’un cylindre avec
lui-même le long des deux composantes de bord. Cette même construc-
tion fournit la bouteille de Klein si l’on change la manière d’identifier
deux cercles en la composant avec une réflexion.

La notion de topologie quotient donne aussi un sens précis au fait
d’écraser sur un point une partie d’un espace topologique. Soit X un es-
pace topologique et A Ď X . On définit sur X une relation déquivalence
en demandant que deux points dstincts soient équivalents si et seule-
ment si ils appartiennent à A. L’espace topologique quotient est noté
X{A et possède un point distingué qui est la classe d’équivalence de
l’ensemble A (on dit que c’est un espace topologique pointé).

Exemples. (1) Dn{Sn´1 est homéomorphe à Sn.

(2) Sn{Dn est homéomorphe à Sn, où Dn est un disque fermé plongé
dans Sn.

(3) Si A Ă C est un anneau fermé et C est une composante de bord,
le quotient A{C est homéomorphe au disque D2.

Fin de la digression.

En vue du théorème nous donnons trois définitions importantes.

Soit Γ ˆ M Ñ M une action de groupe sur une variété. On dit que
l’action est propre si pour tous compacts K,L Ă M l’on a

#tγ P Γ : γpKq X L ‰ Hu ă 8.
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De manière équivalente, si l’on regarde Γ comme espace topologique
muni de la topologie discrète, une action est propre si l’application

Γ ˆ M Ñ M ˆ M, pγ, xq ÞÑ pγ ¨ x, xq
est propre, i.e. la préimage de tout compact est un compact.

On dit que l’action est libre si

γ ¨ x ‰ x

pour tout x P M et pour tout γ P Γ différent de l’élément neutre.

Une application continue f : X Ñ Y est appelée un revêtement si
pour tout y P Y il existe un voisinage ouvert y P U Ď Y tel que
f´1pUq soit une union disjointe d’ouverts Vi tels que f |Vi : Vi Ñ U

soit un homéomorphisme. On parle d’un revêtement lisse si f est un
revêtement, X , Y sont des variétés et f est un difféomorphisme local
(en particulier f |Vi : Vi Ñ U est un difféomorphisme).

Digression-ouverture : revêtements. L’on énonce ici sans preuve
quelques faits de base sur les revêtements. Une référence possible est
le cours de W.S. Massey, A Basic Course in Algebraic Topology, Sprin-
ger, GTM, chapitre V. Dans la dernière partie de cette digression nous
utilisons la notion de groupe fondamental.

Soit f : X Ñ Y un revêtement avec X, Y connexes et connexes par
arcs. Soient y P Y et x P f´1pyq des points base fixés.

— relêvements de chemins : tout chemin dans Y d’origine y se relève
de manière unique à un chemin dans X d’origine x.

— relèvement des homotopies : l’autre extrémité du chemin relevé
dans X ne dépend que de la classe d’homotopie à extrémités
fixées du chemin dans Y . On obtient ainsi une action de π1pY, yq
sur la fibre f´1pyq.

— le groupe des automorphismes du revêtement, noté AutpX, fq, est
le groupe des homéomorphismes φ : X Ñ X qui préservent les
fibres de f , i.e.

f ˝ φ “ f.

— l’action d’un élément φ P AutpX, fq sur un point détermine uni-
quement l’action de φ sur un voisinage de ce point. Il en découle
qu’une transformation φ P AutpX, fq est uniquement déterminée
par l’image d’un point. En particulier AutpX, fq agit librement
sur X .

— le groupe AutpX, fq agit transitivement sur chaque fibre si et
seulement si f˚π1pX, xq est un sous-groupe distingué de π1pY, yq,
y “ fpxq. L’on parle dans ce cas de revêtement régulier.

Fin de la digression-ouverture.

Théorème 3.1. Soit Γ groupe agissant sur une variété séparée M .

Si l’action est propre, le quotient M{Γ est séparé.
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Si l’action est propre et libre, la projection π : M Ñ M{Γ est un
revêtement. Le quotient M{Γ possède une unique structure de variété
telle que la projection π :M Ñ M{Γ soit un revêtement lisse.

Le lecteur pourra trouver une preuve très détaillée de ce résultat dans
le livre de Lafontaine, chapitre II.F, preuve du théorème 49, p. 74.

Démonstration. Supposons que l’action soit propre et montrons que
M{Γ est séparé. Sinon, il existe p ‰ q P M{Γ tels que tous deux
voisinages de p et q s’intersectent. Fixons deux préimages x, y pour p
et q respectivement. L’on trouve des suites γn P Γ, xn, yn P M telles que
xn Ñ x, yn Ñ y et γn ¨xn “ yn. Puisque x et y possèdent des voisinages
relativement compacts dansM , l’hypothèse de propreté implique le fait
qu’une infinité de termes de la suite γn doivent être égaux. En notant
leur valeur commune γ on trouve γ ¨ x “ y, donc p “ q.

Supposons maintenant que l’action soit propre et libre. Un argument
topologique similaire montre que :

pour tout x P M il existe un voisinage ouvert V tel que

γ ¨ V X V “ H.

En particulier la collection tγ ¨ V : γ P Γu consiste en des ouverts
deux à deux disjoints. En notant U :“ πpV q “ πpγ ¨ V q on voit que
π´1pUq “ \γγ ¨ V et π|γ¨V : γ ¨ V Ñ U est un homéomorphisme local.
Donc π est un revêtement.

Si π est un revêtement lisse, c’est en particulier un difféomorphisme
local sur image. Or, pour que le homéomorphisme π|V : V Ñ U

soit un difféomorphisme local, la structure différentiable sur U doit
nécessairement être induite par celle de V via π. L’on vérifie directe-
ment que la collection des (cartes qui recouvrent les) ouverts U de la
forme précédente forme un atlas. �

Exemple. Soit Γ “ Z agissant sur R par k ¨ x :“ x ` k. L’orbite
du point 0 P R est Z Ă R, l’action est propre et libre, et R{Z est
homéomorphe à S1 “ tz P C : |z| “ 1u.
Exemple. Considérons M “ S1 “ tz P C : |z| “ 1u et Γ “ Z{nZ
agissant sur S1 par

kpmodnq ¨ z :“ e
2ikπ
n z.

L’orbite de 1 P S1 est le groupe tζk : k P t0, . . . , n´1u, ζ “ e
2iπ
n u Ă S1.

Si l’on regarde S1 comme R{Z, on voit que S1{Z{nZ » R{ 1
n
Z.

Exercice 24. L’action de Z sur R2 par n ¨ px, yq :“ p2nx, 2´nyq n’est
pas propre.
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3.6. Groupes de Lie : exemples. Dans le contexte des variétés il est
naturel de considérer des groupes pour lesquels la structure de groupe
est compatible avec la structure de variété : les groupes de Lie. Ce sont
des objets d’une importance centrale en mathématiques.

Définition 3.2. Un groupe de Lie est une variété G munie d’une
structure de groupe différentiable au sens suivant : les opérations de
multiplication

m : G ˆ G Ñ G, mpg1, g2q :“ g1g2

et d’inversion
ι : G Ñ G, ιpgq :“ g´1

sont lisses.

Notre but dans cette section est de donner des exemples. Une étude
plus détaillée de quelques notions de base concernant les groupes de
Lie suivra plus tard. L’un des théorèmes importants du sujet est le
suivant :

Théorème. Un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie est un groupe
de Lie. ˝

Pour la preuve on pourra consulter le livre de Warner, chapitre 3, et
plus précisément la preuve du théorème 3.21.

L’un des objets centraux en théorie des groupes de Lie est l’espace
tangent en l’identité TeG. Celui-ci porte une structure d’algèbre de Lie,
que nous allons définir plus tard. On le note souvent LiepGq, ou encore
g, et on l’appelle l’algèbre de Lie associée au groupe G.

Exemples.

1. Le groupe géneral linéaire sur R, noté GLpn,Rq : c’est l’ensemble
des matrices réelles de dimension n inversibles, vu comme ouvert dans
MnpRq ” Rn2

et muni de la topologie et de la structure différentiable
induites. C’est une variété de dimension n2.

1bis. Le groupe général linéaire sur C, noté GLpn,Cq : c’est l’en-
semble des matrices complexes de dimension n inversibles, vu comme
ouvert dans MnpCq ” Cn2

et muni de la topologie et de la structure
différentiable induites. Dimension sur C égale à n2.

2. Le groupe orthogonal Opnq est le sous-groupe fermé de GLpn,Rq
défini par les conditions

AAt “ Id.

Il est compact et possède deux composantes connexes, distinguées par
les conditions detA “ ˘1.

L’équation de définition de Opnq est submersive (exercice !) et l’es-
pace tangent en l’identité à Opnq est par conséquent

TIdOpnq – tX P MnpRq : X ` X t “ 0u.
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Ainsi
dimOpnq “ pn ´ 1qn{2.

3. Le groupe spécial orthogonal SOpnq est la composante connexe
de l’identité dans Opnq. Il est donc défini par les conditions

AAt “ Id, detA “ A.

Sa dimension est bien-sûr la même que celle de Opnq.
4. Le groupe unitaire Upnq est le sous-groupe fermé de GLpn,Cq

défini par les conditions
AĀt “ Id.

Il est connexe et compact. Noter que l’équation de définition, quoique
submersive, n’est pas holomorphe mais seulement lisse au sens réel !
Le groupe Upnq est donc une variété réelle et non pas complexe. Son
espace tangent en l’identité est

TIdUpnq – tX P MnpCq : X ` X̄ t “ 0u.
Sa dimension sur R est donc

dimUpnq “ 2pn´ 1qn{2 ` n “ n2.

L’application déterminant est lisse et définit un morphisme de groupes

det : Upnq Ñ Up1q.

5. Le groupe spécial unitaire SUpnq est le noyau de l’application
déterminant restreinte à Upnq. Il est donc défini comme sous-variété de
GLpn,Cq par les équations

AAt “ Id, detA “ 1.

Puisque tout morphisme surjectif de groupes de Lie est submersif, on
déduit que

dimSUpnq “ n2 ´ 1.

Le groupe SUpnq est connexe et compact (fermé dans compact).

6. Le groupe symplectique réel Spp2n,Rq est défini comme le sous-
groupe de GLp4n,Rq donné par les conditions

AtJA “ J, J “
ˆ

0 ´Idn
Idn 0

˙
.

Noter le fait que J2 “ ´Id2n. C’est un groupe non-compact, connexe.
L’équation de définition est submersive et son espace tangent en l’iden-
tité est

TIdSpp2n,Rq – tX P M2npRq : JX ` X tJ “ 0u.
La condition équivalente X t “ JXJ implique le fait que sa dimension
est égale à

dimSpp2n,Rq “ np2n` 1q.
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Pour le démontrer l’on pourra écrire une matrice X par blocs sous la

forme X “
ˆ
A B

C D

˙
.

Remarque. De façon intrinsèque, étant donné un espace vectoriel V :
— on définit GLpV q comme le groupe des automorphismes linéaires

de V ;
— lorsque V est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire g,

on définit OpV, gq comme le groupe des automorphismes linéaires
qui préservent g, et SOpV, gq comme la composante connexe de
l’identité dans OpV, gq ;

— lorsque V est un espace vectoriel complexe muni d’une métrique
hermitienne h, on définit UpV, hq comme le groupe des automor-
phismes C-linéaires qui préservent h, et SUpV, hq comme le noyau
de l’application déterminant det : UpV, hq Ñ Up1q ;

— lorsque V est un espace vectoriel réel et ω une forme symplec-
tique, i.e. une forme bilinéaire anti-symétrique non-dégénérée, on
définit SppV, ωq comme l’ensemble des automorphismes linéaires
qui préservent ω.

Exercice 25. Vérifier que les définitions intrinsèques récupèrent les
définitions qui les précèdent dans les cas suivants :

— le produit scalaire euclidien sur Rn donné par

gpx, yq “
nÿ

k“1

xkyk,

où x “ px1, . . . , xnq, y “ py1, . . . , ynq ;
— le produit hermitien standard sur Cn donné par

hpz, wq “
nÿ

k“1

z̄kwk,

où z “ pz1, . . . , znq, w “ pw1, . . . , wnq ;
— la forme symplectique standard sur R2n donnée par

ωpX,X 1q “
nÿ

k“1

xky
1
k ´ ykx

1
k “ gpJX, Y q,

où X “ px1, . . . , xn, y1, . . . , ynq, X 1 “ px1
1, . . . , x

1
n, y

1
1, . . . , y

1
nq.

Identifions Cn à R2n via l’isomorphisme z ÞÑ pRe pzq, Im pzqq. Vérifier
que la multiplication par i dans Cn correspond à l’action de J dans
R2n. Vérifier que

h “ g ` iω.

(L’un des messages de ce dernier point est que, même si vous n’avez
pas encore entendu parler explicitement de forme symplectique, vous
avez implicitement déjà rencontré cette notion : ce n’est rien d’autre
que la partie imaginaire d’un produit hermitien.)
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3.7. Actions de groupes de Lie. La notion de fibré principal.
Notre but dans cette section est de donner des conditions sous lesquelles
le quotient d’une variété par une action de groupe de Lie est encore une
variété. Cette section peut être lue comme la contrepartie “continue”
de la section “discrète” §3.5.

Une action d’un groupe de Lie G sur une variété M est une appli-
cation lisse

G ˆ M Ñ M, pg, pq ÞÑ g ¨ p

telle que g1¨pg2¨pq “ pg1g2q¨p. On en déduit en particulier un morphisme
de groupes

G Ñ DiffpMq.

On note parfois une action de G sur M par le symbole G ýM . On
dit que M est un G-espace.

On dit qu’une action est propre si l’application

G ˆ M Ñ M ˆ M, pg, pq ÞÑ pg ¨ p, pq

est propre, i.e. la préimage d’un compact est un compact. De manière
équivalente, une action est propre si et seulement si pour tous compacts
K,L Ď M , l’ensemble tg P G : gK X L ‰ Hu Ď G est compact.

Exercice 26. Toute action d’un groupe de Lie compact est propre.
Une action d’un groupe de Lie non-compact sur une variété compacte
n’est jamais propre.

On dit qu’une action est libre si g ¨ p ‰ p pour tout p P M et pour
tout g P G qui est différent de l’élément neutre.

Exercice 27. Vérifier que les définitions d’action propre, resp. libre
cöıncident avec les définitions du §3.5 dans le cas particulier des actions
de groupes discrets, vus comme groupes de Lie de dimension 0.

En continuant le parallèle avec la section §3.5, le lecteur est en
droit de se demander quel est l’analogue “continu” de la notion de
revêtement. La réponse est : la notion de G-fibré principal.

Définition 3.3. Soit G un groupe de Lie et M , B des variétés. Un G-
fibré principal d’espace total M et base B est la donnée d’une action
libre de G sur M et d’une submersion surjective π : M Ñ B dont les
fibres sont exactement les orbites de M sous l’action de G, ayant la
propriété suivante : il existe un recouvrement ouvert pUiq de B et des

difféomorphismes Φi : π
´1pUiq »ÝÑ Ui ˆG qui commutent avec l’action

de G (donnée sur Ui ˆ G par translations sur le deuxième facteur), et
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qui font commuter le diagramme

π´1pUiq

π
##●

●●
●●

●●
●●

Φ // Ui ˆ G

pr1{{①①
①①
①①
①①
①

Ui

On dit aussi que l’application Φi dans la définition estG-équivariante.
Plus généralement, étant donnés deux G-espaces M et N , une applica-
tion f :M Ñ N est dite G-équivariante si fpg ¨ pq “ g ¨ fppq.

Lorsque M,B sont uniquement des espaces topologiques sans struc-
ture de variété, l’action de G est seulement continue, et les Φi sont des
homéomorphismes, on parle de G-fibré principal topologique.

Exercice 28. LesG-fibrés principaux connexes sur B avecG un groupe
discret quelconque sont exactement les revêtements connexes réguliers
de B (avec G donné par le groupe des automorphismes du revêtement).

Théorème 3.4. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété
séparée M .

Si l’action est propre, le quotient M{G est séparé.

Si l’action est propre et libre la projection π : M Ñ M{G est un G-
fibré principal : pour tout p P M{G il existe un voisinage p P U Ď M{G
et un homéomorphisme

Φ : π´1pUq »ÝÑ U ˆ G

qui commute avec l’action de G (donnée sur U ˆG par translation sur
le deuxième facteur).

L’espace des orbites M{G porte une unique structure de variété telle
que la projection π admette des sections locales lisses. Dans ce cas les
homéomorphismes Φ ci-dessus sont des difféomorphismes, la projection
π est lisse et la dimension de M{G est dimM ´ dimG.

Le lecteur trouvera une preuve détaillée de ce théorème dans le cas
où M est un groupe de Lie et G est un sous-groupe fermé agissant
par translations dans le livre de Warner, preuve du théorème 3.58.
Nous donnons seulement une esquisse pour mettre en évidence les idées
principales. Nous allons surtout utiliser le théorème pour donner des
définitions alternatives de certains espaces importants. Le lecteur cu-
rieux pourra approfondir.

Esquisse de démonstration. La preuve du fait que le quotient est séparé
lorsque l’action est propre est à quelques détails près la même que dans
le cas d’une action libre de groupe discret (Théorème 3.1).

Par ailleurs, lorsque l’action est propre les applications d’évaluation

evx : G Ñ M, g ÞÑ g ¨ x px P Mq
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sont propres. Ceci entrâıne que toutes les orbites sont fermées.

Supposons désormais que l’action est propre et libre. Chaque appli-
cation d’évaluation est alors un plongement et chaque orbite est une
sous-variété de M de dimension dim G.

Soit p “ G ¨ x P M{G, avec x P M un choix de point sur l’orbite.

Affirmation : il existe une sous-variété V Ă M (difféomorphe à un
disque) de dimension dimM ´ dimG, passant par x, telle que TxV X
TxpG ¨ xq “ t0u (on dit que V est “transverse” à G ¨ x), et telle que
toute orbite G ¨ y a au plus un point d’intersection, transverse, avec V .

Pour démontrer l’affirmation on raisonne par contradiction. L’on
trouve alors des suites xn, yn Ñ x, avec xn, yn P V , xn ‰ yn, et
yn “ gn ¨ xn. Puisque l’action est libre on obtient gn ‰ e, l’élément
neutre de G. Par propreté on obtient, quitte à extraire une sous-suite,
gn Ñ e. Soit G un voisinage compact de e P G. Puisque G ¨ x est trans-
verse à V avec un unique point d’intersection, alors G ¨ x1, avec x1 P V
proche de x, est aussi transverse à V avec un unique point d’intersec-
tion. En prenant n " 0 et x1 “ xn, on obtient une contradiction avec
le fait que gn Ñ e.

L’on considère alors l’application

Ψ : V ˆ G Ñ M, py, gq ÞÑ g ¨ y.
Cette application est injective par définition de V . Elle est aussi G-
équivariante, où l’action de G sur V ˆG se fait par translations sur le
deuxième facteur. Par ailleurs

dΨpy, eq : TyV ˆ TeG Ñ TyM

est un isomorphisme puisque V est transverse aux orbites G ¨ y, y P V .
Puisque Ψ est G-équivariante on déduit que

dΨpy, gq : TyV ˆ TgG Ñ Tg¨yM

est aussi un isomorphisme pour tout g P G. Il s’ensuit que Ψ est un
difféomorphisme local, mais comme Ψ est une application injective on
déduit que c’est un difféomorphisme sur image.

Ceci démontre le fait que π :M Ñ M{G est un G-fibré principal to-
pologique. L’existence d’une structure de variété découle de la preuve :
les coordonnées sur la variété V fournissent des coordonnées locales
autour de p “ G ¨x P M{G. L’unicité de la structure de variété découle
d’une analyse attentive de la preuve. �

Remarque. La notion de G-fibré principal est une généralisation de
la notion de fibré vectoriel. Elles est définie selon la même démarche :
recollement de modèles locaux du type U ˆ G, avec G un groupe de
Lie.
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Exemple (espace projectif complexe). Considérons l’action du
groupe de Lie C˚ sur Cn`1zt0u donnée par

λ ¨ pz0, . . . , znq :“ pλz0, . . . , λznq.
L’espace des orbites de cette action s’identifie canoniquement avec l’es-
pace des droites complexes dans Cn`1. Cette action est évidemment
libre. Elle est aussi propre. Cela découle de l’existence du diagramme
commutatif

Up1q ˆ S2n`1
� _

��

// S2n`1
� _

��

C˚ ˆ Cn`1zt0u // Cn`1zt0u

,

de la compacité de la sphère unité S2n`1 Ă Cn`1 et du groupe unitaire
Up1q Ă C˚, et du fait que l’inclusion S2n`1 ãÑ Cn`1zt0u induit une
bijection au niveau des espaces d’orbites. Dans le diagramme ci-dessus
les flêches verticales sont les inclusions canoniques, et la première flêche
horizontale désigne la restriction de l’action de Up1q Ă C˚ à S2n`1.

Par conséquent l’espace d’orbites possède une structure naturelle de
variété lisse. On l’appelle espace projectif complexe et on le note

CP n :“ PpCn`1q :“ Cn`1zt0u{C˚ – S2n`1{S1.

3.8. Espaces homogènes. Un cas particulier de la construction précé-
dente est celui où un sous-groupe fermé H d’un groupe de Lie G agit
sur G par translations à gauche :

H ˆ G Ñ G, ph, gq ÞÑ hg.

Cette action est toujours libre et propre et le quotient G{H porte une
structure naturelle de variété. On appelle G{H un espace homogène.

Remarque. Lorsque H est un sous-groupe distingué, la structure de
groupe naturelle sur G{H est compatible avec cette strcture de variété
lisse, de sorte que G{H est un groupe de Lie.

Bien évidemment, le groupe G lui-même agit transitivement sur
G{H . Le théorème qui suit nous assure que toute variété sur laquelle
G agit transitivement est un espace homogène. On dit qu’une action
de G sur M est transitive si pour tous x, y P M il existe g P G tel
que g ¨ x “ y. De manière équivalente, l’espace d’orbites de l’action est
réduit à un point.

Théorème 3.5. SoitM une variété sur laquelle agit transitivement un
groupe de Lie G ayant un nombre fini de composantes connexes. Pour
tout point p P M on note

Gp :“ tg P G : g ¨ p “ pu
le stabilisateur du point p.
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(i) Le stabilisateur Gp de tout point p est un sous-groupe fermé de

G. Étant donnés deux points p et q, leurs stabilisateurs sont
conjugués : il existe g P G tel que

Gp “ gGqg
´1.

(ii) Pour tout point p P M l’application

Φp : G{Gp ÝÑ M, rgs ÞÑ g ¨ p
est un difféomorphisme.

Le contenu du théorème est le suivant : la classe des espaces ho-
mogènes cöıncide avec la classe des variétés munies d’actions transitives
de groupes de Lie.

Démonstration. Le point (i) découle directement des définitions.

Pour le point (ii), l’on voit que l’application Φp est lisse, bijective,
G-équivariante, et un difféomorphisme local en res puisque

dΦppresq : TrespG{Gpq ÝÑ TpM

est bijective. ParG-équivariance on déduit que Φp est un difféomorphisme
local en tout point. Par bijectivité, c’est un difféomorphisme global. �

Exemples.

(1) Sphères. Le groupe Opnq des isométries de l’espace euclidien
Rn agit transitivement sur la sphère unité Sn´1 avec stabilisateur iso-
morphe à Opn ´ 1q. En effet, le stabilisateur du point p1, 0, . . . , 0q est
le sous-groupe des matrices orthogonales qui sont diagonales par blocs,
avec un bloc de taille 1 égal à 1 et un autre bloc de taille n´ 1 qui est
une matrice orthogonale. Ainsi

Sn´1 » Opnq{Opn´ 1q.
De même

Sn´1 » SOpnq{SOpn´ 1q.
Le groupe Upnq des isométries de Cn agit transitivement sur la sphère

unité S2n´1 avec stabilisateur isomorphe à Upn ´ 1q. Ainsi
S2n´1 » Upnq{Upn ´ 1q,

et aussi

S2n´1 » SUpnq{SUpn ´ 1q.
(2) Espaces projectifs. Regardons RP n comme l’ensemble des droites

vectorielles de Rn`1zt0u. Le groupe Opn ` 1q agit transitivement sur
cet ensemble avec stabilisateur isomorphe à Opnq ˆ Op1q. En effet, un
élément de Opnq qui fixe une droite d est uniquement détérminé par son
action sur dK et par son action sur d. L’action sur dK s’identifie à Opnq,
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tandis que l’action sur d s’identifie à Op1q “ t˘1u. Nous obtenons une
bijection naturelle

RP n » Opn` 1q{Opnq ˆ Op1q
via laquelle on peut induire sur RP n une structure d’espace homogène,
et en particulier de variété. Sa dimension est égale à n.

De manière similaire, regardons CP n comme l’ensemble des droites
vectorielles complexes dans Cn`1zt0u. Le groupe Upn ` 1q agit transi-
tivement sur cet ensemble avec stabilisateur isomorphe à Upnq ˆUp1q,
et nous obtenons une bijection naturelle

CP n » Upn ` 1q{Upnq ˆ Up1q.
Via cette bijection nous pouvons induire sur CP n une structure d’es-
pace homogène, et donc de variété. À noter le fait que cette construction
fournit une structure de variété lisse réelle puisque Upnq est un groupe
de Lie réel. Mais l’espace projectif CP n est une variété complexe ! Sa
dimension sur C vaut n.

Exercice. La structure différentiable d’espace homogène sur KP n,K “
R,C cöıncide avec celle donnée par la construction d’espace quotient
vue plus haut.

(3) Variétés de Grassmann, ou Grassmanniennes. Soit GRpk, nq l’en-
semble des sous-espaces vectoriels de dimension k dans Rn. Le groupe
Opnq agit transitivement sur GRpk, nq avec stabilisateur isomorphe à
Opkq ˆ Opn ´ kq. En effet, un élément qui fixe un sous-espace V de
dimension k est déterminé par son action sur V et par son action sur
V K. Le groupe des isométries linéaires de V s’identifie à Opkq, tandis
que le groupe des isométries linéaires de V K s’identifie à Opn´ kq. On
obtient une bijection naturelle

GRpk, nq » Opnq{Opkq ˆ Opn´ kq
que l’on peut utiliser pour induire sur GRpk, nq une structure d’espace
homogène, et donc de variété lisse. On l’appelle Grassmannienne des
k-plans réels dans Rn. Sa dimension est kpn ´ kq. Noter le fait que
RP n “ GRp1, n` 1q.

Soit GCpk, nq l’ensemble des sous-espaces vectoriels complexes de
dimension k dans Cn. Le groupe Upnq agit transitivement sur GCpk, nq
avec stabilisateur isomorphe à Upkq ˆ Upn ´ kq (même argument que
ci-dessus). La bijection naturelle

GCpk, nq » Upnq{Upkq ˆ Upn ´ kq
peut être utilisée pour induire sur GCpk, nq une structure d’espace ho-
mogène, et donc de variété lisse. On l’appelle Grassmannienne des k-
plans complexes dans Cn. Sa dimension sur R vaut 2kpn´ kq. Comme
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pour le cas particulier de CP n “ GCp1, n` 1q, même si cette construc-
tion fournit une structure de variété réelle sur GCpk, nq, celle-ci est en
fait une variété complexe.

(4) Variétés de Stiefel. Soit VRpk, nq l’ensemble des k-repères réels
dans Rn, dont les points sont constitués par les tuples ordonnés de k
vecteurs linéairement indépendants. Le groupe GLpn,Rq agit transi-
tivement sur VRpk, nq. Le stabilisateur est isomorphe au sous-groupe
H Ă GLpn,Rq constitué des matrices qui s’écrivent par blocs sous la

forme

ˆ
Idk ˚
0 A

˙
, avec A P GLpn ´ k,Rq. L’on a une bijection natu-

relle
VRpk, nq » GLpn,Rq{H

qui induit une structure d’espace homogène, et donc de variété, sur
VRpk, nq. On l’appelle variété de Stiefel des k-repères dans Rn. Sa di-
mension est kn.

Soit VCpk, nq l’ensemble des k-repères complexes dans Cn, dont les
points sont constitués par les tuples ordonnés de k vecteurs de Cn

linéairement indépendants sur C. Le groupe GLpn,Cq agit transiti-
vement sur VCpk, nq. Le stabilisateur est isomorphe au sous-groupe
K Ă GLpn,Cq constitué des matrices qui s’écrivent par blocs sous

la forme

ˆ
Idk ˚
0 A

˙
, avec A P GLpn ´ k,Cq. L’on a une bijection

naturelle
VCpk, nq » GLpn,Cq{K

qui induit une structure d’espace homogène, et donc de variété, sur
VCpk, nq. On l’appelle variété de Stiefel des k-repères dans Cn. Cette
fois-ci, la construction fournit d’emblée une structure de variété com-
plexe sur VCpk, nq, de dimension complexe kn.

Remarque.Une des raisons d’être de la description des grassman-
niennes et des variétés de Stiefel en tant qu’espace homogènes est qu’elle
est très compacte et fournit la structure différentiable comme cas parti-
culier d’un théorème général. Il est néanmoins très utile de comprendre
de manière explicite les atlas sur ces variétés. Voici un point de départ
pour le lecteur.

Exercice 29. Soit V P GRpk, nq et F Ă Rn un sous-espace de dimen-
sion n ´ k transverse à V , i.e. F X V “ t0u. Pour chaque telle paire
pV, F q on définit

OF pV q :“ tV 1 P GRpk, nq : V 1 X F “ t0uu.
Il existe une bijection canonique

φF,V : OF pV q Ñ HompV, F q
qui associe à un sous-espace V 1 l’unique application linéaire V Ñ F

dont le graphe est V 1. Le lecteur pourra montrer que la collection
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pOF pV q, φF,V q définit un atlas sur GRpk, nq, muni de la topologie in-
duite par les φF,V .

Digression-ouverture : Grassmanniennes et variétés de
Stiefel. Nous donnons ici quelques propriétés supplémentaires de ces
variétés, qui font intervenir les notions de fibré vectoriel et de fibré
principal.

Il existe une projection canonique

π : VRpk, nq ÝÑ GRpk, nq
qui associe à un k-repère le k-plan qu’il engendre. Ceci définit sur
VRpk, nq une structure de GLpk,Rq-fibré principal de base GRpk, nq.

La grassmanienne GRpk, nq est la base d’un fibré vectoriel ERpk, nq
de rang k canonique, appelé fibré tautologique : la fibre en un point p
représenté par un k-plan Vp est le k-plan Vp lui-même.

Le fibré ERpk, nq est un fibré universel au sens suivant : pour tout
fibré vectoriel E Ñ Mn de rang k, il existe N " n et une application
lisse f : M Ñ GRpk,Nq telle que E » f˚ERpk,Nq. Ici f˚ERpk,Nq est
le fibré vectoriel sur M tiré-en-arrière par f , dont la fibre en un point
p est la fibre de ERpk,Nq au point fppq. Cette dernière construction
est tout-à-fait générale et joue le rôle de changement de base pour les
fibrés vectoriels. L’étude de ces fibrés universels mène naturellement
vers la théorie des classes caractéristiques. La référence classique est le
livre de J. Milnor et J. Stasheff, Characteristic classes. L’existence du
fibré universel est la raison principale d’être des grassmanniennes.

Les variétés de Stiefel, elles, sont importantes puisqu’elle fournissent
une interprétation des classes caractéristiques mentionnées ci-dessus
en tant qu’obstructions à l’existence de collections de sections qui sont
linéairement indépendantes en tout point. La meilleure référence sur
cette question est le livre classique de N. Steenrod, The topology of
fibre bundles, Princeton University Press, 1951.

Les espaces projectifs CP n sont importants pour deux raisons : (i)
Une sous-variété complexe de CP n est nécessairement algébrique, i.e.
définie par l’annulation d’un système d’équations polynomiales. En par-
ticulier les sous-variétés complexes de CP n son sujettes au méthodes de
la géométrie algébrique. (ii) Nous avons à disposition un critère pour
décider quand est-ce qu’une variété complexe kählerienne se plonge
dans CP n (théorème de plongement de Kodaira).

Fin de la digression-ouverture.
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4. Champs de vecteurs. Flots. Difféomorphismes

4.1. Un champ de vecteurs est une équation différentielle.

4.1.1. Heuristique. Nous adoptons dans cette section le point de vue
des vecteurs tangents comme directions infinitésimales de mouvement.
Lorsque l’on se donne une direction infinitésimale de mouvement Xppq
en chaque point p d’une variété M , la notion qui se présente naturel-
lement est celle de courbe intégrale, une courbe dont le vecteur vitesse
en chaque point cöıncide avec la valeur du champ de vecteurs au point
respectif. La collection de toutes ces courbes intégrales est le flot du
champ de vecteurs.

Imaginons la surface d’un lac avec une brise légère soufflant à la
surface sans faire de vagues. Celle-ci imprime à la surface de l’eau une
tendance de mouvement : c’est un champ de vecteurs. La trajectoire
d’une goutte d’huile sur la surface de l’eau est une courbe intégrale.
Le flot de ce champ de vecteurs n’est rien d’autre que le mouvement
que l’on observe sur toute la surface du lac. Tout comme le vent peut
changer de direction avec le temps, il est naturel de considérer des
champs de vecteurs qui dépendent du temps.

L’on peut répéter l’exercice d’imagination précédent avec le mouve-
ment de l’air à la surface de la terre : l’on observe alors le flot d’un
champ de vecteurs sur une variété, la sphère S2.

4.1.2. Courbes intégrales. Équations différentielles. On rappelle qu’un
champ de vecteurs est une section lisse de TM , et l’on a noté X pMq :“
ΓpTMq l’espace vectoriel des champs de vecteurs sur M .

Un champ de vecteurs dépendant du temps, noté pXtq, est une appli-
cation lisse

X : R ˆ M Ñ TM, @t P R, Xt :“ Xpt, ¨q P X pMq.
L’on suppose ici que Xt est défini pour t P R uniquement par souci
de simplification ; le lecteur saura adapter la discussion au cas où Xt

est défini pour t appartenant à un intervalle I Ď R. Les champs de
vecteurs que nous allons généralement considérer seront indépendants
du temps, i.e. X P X pMq.
Définition 4.1. Soit pXtq un champ de vecteurs dépendant du temps.
Une courbe intégrale de pXtq est une courbe lisse

γ : I Ă R Ñ M

telle que
9γptq “ Xtpγptqq, @t P I.

Soit pU, φq une carte sur M . En prenant le premier point de vue
(en termes de cartes) sur les vecteurs tangents, un champ de vecteurs
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(dépendant du temps) pXtq sur U correspond par définition à une ap-
plication lisse F : RˆφpUq Ñ Rn, i.e. à un champ de vecteurs tel qu’on
le définit habituellement dans un cours d’équations différentielles. Par
ailleurs, γ : I Ñ U est une courbe intégrale pour pXtq si et seulement
si x :“ φ ˝ γ : I Ñ φpUq satisfait l’équation

x1ptq “ F pt, xptqq, @t P I,
ce qui signifie que x “ φ ˝ γ est une solution de l’équation différentielle
ordinaire (ÉDO) définie par F . La donnée d’un champ de vecteurs
équivaut ainsi dans chaque carte à la donnée d’une équation différentielle
sur un ouvert de Rn.

Le raisonnement précédent est formellement tautologique. Pourtant
il nous apporte quelque chose de précieux : l’objet analytique qu’était
une équation différentielle est devenu désormais un objet géométrique,
à savoir un champ de vecteurs. Désormais, une équation différentielle
sur une variété est la donnée d’un champ de vecteurs.

L’une des conséquences dramatiques de ce point de vue est la sui-
vante : résoudre une équation différentielle devient irrélévant. La forme
particulière de la solution dépend fortement de la carte choisie. Ce qui
est rélévant est le fait de comprendre les propriétés globales du champ
de vecteurs en question. Ce point de vue a sans doute son origine dans
les travaux de Poincaré, qui a étudié en premier les propriétés qualita-
tives des équations différentielles.

Voici une conséquence plus terre-à-terre de la discussion précédente :

Tout résultat de nature locale valable pour une ÉDO reste vrai pour
les champs de vecteurs dans le cadre des variétés.

Il y a deux résultats qui jouent un rôle central dans la théorie : le
théorème d’existence et unicité locale de Cauchy-Lipschitz et le théo-
rème de dépendance lisse par rapport aux conditions initiales. Nous
énonçons chacun d’entre eux dans sa version classique euclidienne, et
dans la version “transportée” sur les variétés. Le lecteur pourra se
convaincre de l’équivalence des deux formulations.

Théorème 4.2 (Cauchy-Lipschitz, version euclidienne). Soient Ω Ď
Rn et I Ď R ouverts et F : R ˆ Ω Ñ Rn un champ de vecteurs continu
par rapport aux deux variables et Lipschitz par rapport à la deuxième
variable. Pour tous x0 P Ω, t0 P I il existe une unique solution de
l’ÉDO

x1ptq “ F pt, xptqq
définie au voisinage de t0 et telle que

xpt0q “ x0.

˝
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Théorème 4.2bis. (Cauchy-Lipschitz, version variétés). SoientM une
variété et pXtqtPR un champ de vecteurs dépendant du temps. Pour tous
p0 P M et t0 P R il existe une unique courbe intégrale γ du champ pXtq,
i.e.

9γptq “ Xtpγptqq,
définie au voisinage de t0 et telle que

γpt0q “ p0.

˝

Notons la conséquence directe suivante : soient γ1, γ2 deux courbes
intégrales d’un même champ de vecteurs définies sur deux intervalles
ouverts d’intersection non-vide. Si γ1pt0q “ γ2pt0q pour un certain t0,
alors γ1 et γ2 cöıncident sur leur intervalle commun de définition. (L’on
pourra montrer que le lieu des points où elles cöıncident est non-vide,
ouvert et fermé. )

Théorème 4.3 (dépendance lisse par rapport aux conditions initiales,
version euclidienne). Soient Ω Ď Rn et I Ď R des ouverts et F :
RˆΩ Ñ Rn un champ de vecteurs lisse. Pour x0 P Ω et t0 P I on note

t ÞÑ ϕt,t0px0q
l’unique solution de l’équation différentielle x1ptq “ F pt, xptqq prenant
la valeur x0 à l’instant t0.

Pour tous x0 P Ω et t0 P I l’application

pt, s, xq ÞÑ ϕt,spxq P Ω

est définie sur un voisinage ouvert de pt0, t0, x0q dans I ˆ I ˆ Ω et est
lisse (par rapport aux trois variables). ˝

Théorème 4.3bis. (dépendance lisse par rapport aux conditions ini-
tiales, version variétés). Soient M variété et pXtqtPR champ de vecteurs
qui dépend du temps. Pour p0 P M et t0 P R on note

t ÞÑ ϕt,t0pp0q
l’unique courbe intégrale de pXtq prenant la valeur p0 à l’instant t0.

Pour tous p0 P M et t0 P R l’application

pt, s, xq ÞÑ ϕt,spxq P M
est définie sur un voisinage ouvert de pt0, t0, p0q dans RˆRˆM et est
lisse (par rapport aux trois variables). ˝

La manière de lire ce dernier théorème est la suivante : étant donné
un point p0 et un instant t0, les courbes intégrales passant par des points
proches de p0 à des instants proches de t0 ont un intervalle commun de
définition et varient dans une famille lisse.
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4.2. Flots. Difféomorphismes. Redressement.

4.2.1. Flot. Complétude. Nous donnons maintenant la définition du flot
d’un champ de vecteurs. Pour ne pas compliquer inutilement la notation
en prenant en compte des domaines de définition variables, nous nous
restreignons aux champs de vecteurs complets.

Définition 4.4. Un champ de vecteurs est complet si toute courbe
intégrale est définie sur R.

Définition 4.5. Étant donné un champ de vecteurs completX P X pMq,
son flot est l’application

ϕX : R ˆ M Ñ M, pt, pq ÞÑ ϕtXppq,
où ϕtXppq est l’unique courbe intégrale qui passe par p à l’instant t “ 0.

Étant donné un champ de vecteurs complet dépendant du temps X “
pXtq sur une variété M , son flot à deux paramètres est l’application

ϕX : R ˆ R ˆ M, pt, s, pq ÞÑ ϕ
t,s
X ppq,

où ϕt,sX ppq est l’unique courbe intégrale qui passe par p à l’instant t “ s.

Un champ de vecteurs qui ne dépend pas du temps X P X pMq
peut être vu comme étant un champ dépendant du temps pXtq avec
Xt ” X . Alors ϕtX “ ϕ

t,0
X . Par ailleurs ϕt,sX “ ϕ

t´τ,s´τ
X , τ P R. Ainsi,

pour X P X pMq le flot à un paramètre détermine de manière unique le
flot à deux paramètres par la formule ϕt,sX “ ϕ

t´s,0
X “ ϕt´sX . Ceci justifie

le fait que, pour les champs de vecteurs qui ne dépendent pas du temps,
l’on considère uniquement le flot à un paramètre.

Le résultat suivant fournit un critère de complétude et montre que,
dans le cas des variétés compactes, le fait de considérer des champs de
vecteurs complets ne restreint aucunément le degré de généralité de la
discussion. Étant donné un champ de vecteurs X P X pMq on définit
son support comme étant

supppXq :“ tp P M : Xppq ‰ 0u.

Étant donné un champ de vecteurs dépendant du temps X “ pXtq, on
définit son support comme étant

supppXq :“
ď

tPR
supppXtq.

Proposition 4.6. Soit X “ pXtq un champ de vecteurs dépendant du
temps à support compact. Alors X est complet.

En particulier, tout champ de vecteurs sur une variété compacte est
complet.
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Le plan de la preuve est le suivant. Nous argumentons par contradic-
tion et montrons que toute courbe intégrale peut se prolonger au-delà
d’une éventuelle borne finie de son intervalle maximal de définition.
Pour cela il suffit de nous assurer qu’il existe une borne inférieure uni-
forme sur la taille de l’intervalle de définition de toute courbe intégrale.

Démonstration. Le théorème de dépendance lisse par rapport aux pa-
ramètres nous assure que, pour tout point p0 P M et pour tout t0 P R,
il existe un voisinage ouvert p0 P U et il existe ǫ ą 0 tels que la courbe
intégrale t ÞÑ ϕ

t,s
X ppq soit définie sur ss ´ ǫ, s ` ǫr pour tout p P U et

s Pst0 ´ ǫ, t0 ` ǫr.
Bien-sûr, lorsque p0 R supppXq l’on peut prendre U “ supppXqc

et ǫ “ 8, toutes les courbes intégrales par p0 étant constantes. Par
ailleurs, le support de X étant compact, l’on peut le recouvrir par un
nombre fini d’ouverts U comme ci-dessus si t0 est fixé, ou bien si t0
varie dans un compact. Nous obtenons :

Pour tout compact K Ă R il existe ǫ ą 0 tel que la courbe intégrale
t ÞÑ ϕ

t,s
X ppq soit définie sur ss ´ ǫ, s ` ǫr pour tout s P K et p P M .

Supposons maintenant que t ÞÑ γptq est une courbe intégrale de X
ayant un intervalle maximal de définition I Ĺ R. Pour fixer les idées
l’on peut supposer que I “sa, br avec ´8 ď a ă b ă 8. Considérons
un compact K “ rb ´ η, b ` ηs avec η ą 0 assez petit pour que a ă
b ´ η ă b et choissons ǫ ą 0 satisfaisant la condition ci-dessus et tel
que b ´ η ă b ´ ǫ

2
. La courbe intégrale

t ÞÑ ϕ
t,b´ ǫ

2

X pγpb´ ǫ

2
qq

cöıncide avec γptq en t “ b ´ ǫ
2
, et par conséquent sur un voisinage de

b´ ǫ
2
. En même temps elle est définie sur un intervalle de taille 2ǫ centré

en b ´ ǫ
2
. Cette courbe définit alors un prolongement de γ à sa, b ` ǫ

2
r,

ce qui contredit le choix de b. �

Nous arrivons maintenant au résultat le plus important de cette sec-
tion : le flot d’un champ de vecteurs est une famille de difféomorphismes.

Proposition 4.7 (propriétés du flot). Soit X “ pXtq un champ de
vecteurs complet. Pour tous t, s, τ P R l’on a la relation

ϕ
t,s
X ˝ ϕs,τX “ ϕ

t,τ
X , ϕ

s,s
X “ IdM .

En particulier l’application

ϕ
t,s
X :M Ñ M, p ÞÑ ϕ

t,s
X ppq

est un difféomorphisme de M dont l’inverse est ϕs,tX .

Lorsque X ne dépend pas du temps, on a de plus

ϕtX ˝ ϕsX “ ϕsX ˝ ϕtX “ ϕt`sX .
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En particulier l’application

R Ñ DiffpMq, t ÞÑ ϕtX

est un morphisme de groupes. On dit que t ÞÑ ϕtX est un groupe à 1
paramètre de difféomorphismes. L’inverse de ϕtX est ϕ´t

X .

Ce qu’il faut surtout retenir de cette proposition est que les champs
de vecteurs sont un outil pour construire des difféomorphismes. À
chaque fois que vous souhaiterez construire un difféomorphisme, la
première chose à essayer sera de l’obtenir comme flot au temps 1 (par
exemple) d’un champ de vecteurs approprié.

Exercice 30. Donner un exemple de champ de vecteurs dépendant du
temps dont le flot ne vérifie pas la relation de groupe à un paramètre
de difféomorphismes.

Démonstration de la proposition 4.7. Toutes les affirmations sont im-
médiates à partir des définitions, sauf l’identité ϕtX ˝ϕsX “ ϕt`sX . Fixons
s P R, p P M . Nous allons montrer que les courbes

γ1ptq :“ ϕtX ˝ ϕsXppq, γ2ptq :“ ϕt`sX ppq, t P R

cöıncident en montrant qu’elles sont toutes les deux courbes intégrales
du champ X . Puisqu’elle cöıncident de manière évidente en t “ 0, elles
cöıncident partout.

L’on a effectivement

9γ1ptq “ d

dt
ϕtXpϕsXppqq “ XpϕtXpϕsXppqqq “ Xpγ1ptqq,

et

9γ2ptq “ d

dt
ϕt`sX ppq “ Xpϕt`sX ppqq “ Xpγ2ptqq.

�

4.2.2. Difféomorphismes. On dit qu’une courbe γ : I Ď R Ñ DiffpMq
est continue, respectivement lisse si l’application RˆM Ñ M , pt, pq ÞÑ
γptqppq est continue, respectivement lisse. On dit qu’un difféomorphisme
ϕ est isotope à l’identité s’il existe une application continue γ : r0, 1s Ñ
DiffpMq telle que γp0q “ IdM et γp1q “ ϕ. On note

Diff0pMq Ă DiffpMq
l’ensemble des difféomorphismes de M qui sont isotopes à l’identité.

Exercice 31. Montrer que Diff0pMq est un sous-groupe distingué de
DiffpMq. [C’est la composante connexe de l’identité dans la topologie
compacte-ouverte sur DiffpMq.]
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Le quotient DiffpMq{Diff0pMq s’appelle groupe modulaire de M (en
anglais : mapping class group). C’est un groupe très important. Notons
aussi le théorème suivant dû à Filipkiewicz (Ergodic Th. Dyn. Syst. 2
(1982), 159–171) : deux variétés connexes M et N sont difféomorphes
si et seulement si Diff0pMq et Diff0pNq sont isomorphes.

Il se trouve que l’ensemble des difféomorphismes ϕ qui peuvent être
obtenus comme flots de champs de vecteurs cöıncide avec Diff0pMq.
Pour le démontrer il suffit de savoir que Diff0pMq est connexe par
arcs lisses (ceci dépasse légèrement le cadre de notre discussion). Si ϕt,
t P r0, 1s est une courbe lisse dans Diff0pMq qui relie IdM à ϕ, alors ϕt
est de manière tautologique le flot du champ de vecteurs défini par

Xtpϕtppqq :“ d

dt
ϕtppq.

Voici maintenant un exemple d’application de la philosophie selon
laquelle les champs de vecteurs sont des outils robustes pour construire
des difféomorphismes.

Proposition 4.8. Soit M une variété connexe. Le groupe Diff0pMq
agit transitivement sur M , i.e.

@p, q P M, Dϕ P Diff0pMq, ϕppq “ q.

Dans l’exercice préliminaire ci-dessous, on dit qu’une courbe γ :
r0, 1s Ñ M est lisse si elle admet une extension lisse à un voisinage
de r0, 1s dans R. Plus généralement, étant donné un fermé A Ă X dans
une variété, on dit qu’une application f : A Ñ Y vers une variété Y
est lisse si elle admet une extension lisse à un ouvert U Ě A.

Exercice 32. Montrer que les affirmations suivantes sont équivalentes
pour une variété M :

(1) M est connexe ;

(2) M est connexe par arcs ;

(3) M est connexe par arcs lisses, i.e. pour tous p, q P M il existe une
courbe lisse γ : r0, 1s Ñ M telle que γp0q “ p, γp1q “ q ;

(4) M est connexe par arcs lisses qui sont des plongements.

Démonstration de la proposition 4.8. Choisissons une courbe lisse et
injective γ : r0, 1s Ñ M avec γp0q “ p, γp1q “ q. Puisque γ a un
domaine de définition compact, elle admet une extension à un voisi-
nage de r0, 1s Ă R, notée encore γ, qui est un plongement. Nous allons
construire un champ de vecteurs X P X pMq à support compact tel que
Xpγptqq “ 9γptq. Alors ϕtXpγp0qq “ γptq et en particulier ϕ1

Xppq “ q.

Pour ce faire, nous allons construire X avec cette propriété locale-
ment au voisinage de chaque point γptq, et nous allons “recoller” ces
champs de vecteurs locaux au moyen d’une partition de l’unité.
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Pour chaque t dans le domaine de définition de (l’extension de) γ
il existe une carte pU, φq au voisinage de γptq qui redresse impγq, i.e.
φpUX impγqq “ φpUqXpRˆt0uq. Le champ de vecteurs d

dt
φpγptqq défini

le long de im pφ˝γq Ă Rˆ t0u détermine un unique champ de vecteurs
indépendant des coordonnées px2, . . . , xnq sur φpUq. Celui-ci correspond
via φ à un champ de vecteurs X P X pUq qui étend de manière lisse
9γptq.
Recouvrons impγq par un nombre fini de cartes pUi, φiq qui redressent

γ, avec des champs de vecteurs Xi P X pUiq qui étendent 9γ sur im γXUi.
Considérons une partition de l’unité ρi subordonnée au recouvrement
M “ YiUi Y pMz im pγ|r0,1sqq. Une telle partition de l’unité est une
collection de fonctions lisses tρi, ρu avec supppρiq Ă Ui, supppρq Ă
Mz im pγ|r0,1sq, 0 ď ρi, ρ ď 1 et ρ`ř

i ρi “ 1. Nous discutons l’existence
générale d’un tel objet dans la section suivante §4.2.3.

Puisque supppρiq Ă Ui le champ de vecteurs ρiXi se prolonge par
zéro en un champ de vecteurs lisse sur M . Posons

X :“
ÿ

i

ρiXi P X pMq.

Ce champ de vecteurs convient puisqu’en tout point γptq l’on a

Xpγptqq “
ÿ

i

ρipγptqqXipγptqq “
ÿ

i

ρipγptqq 9γptq “ p
ÿ

i

ρiq 9γptq “ 9γptq.

L’on utilise ici le fait que
ř
i ρipγptqq “ 1 pour tout t P r0, 1s puisque

supppρq X im pγ|r0,1sq “ H. �

La preuve de cette proposition est très instructive : elle vous montre
d’un côté une manière exemplaire de construire un difféomorphisme
comme flot d’un champ de vecteurs, et d’un autre côté une manière
exemplaire de recoller des objets définis localement en un objet global
à l’aide d’une partition de l’unité.

4.2.3. Partitions de l’unité.

Nous avons rencontré dans la preuve de la proposition précédente la
notion de partition lisse de l’unité. Nous donnons dans cette section
la définition générale et démontrons un théorème d’existence. Nous
rappelons que nous travaillons sous les hypothèses de séparation et
de base dénombrable pour les variétés. Cette section fait naturellement
suite à la section 1.6.

Définition 4.9. Soit pUiq un recouvrement ouvert d’une variété M .
Une partition de l’unité lisse subordonnée au recouvrement pUiq est
une famille de fonctions lisses

ρi :M Ñ r0, 1s
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telle que la famille tsupppρiqu soit localement finie, i.e.

@K Ď M compact, #ti : supppρiq X K ‰ Hu ă 8
et ÿ

i

ρi “ 1.

Notons que la condition de finitude locale pour la famille des supports
de ρi est essentiellement imposée pour assurer le fait que la sommeř
i ρippq est finie en chaque point p P M .

Théorème 4.10 (existence des partitions de l’unité). Soit pUiq un
recouvrement ouvert fini d’une variété M . Il existe une partition de
l’unité lisse subordonnée à ce recouvrement.

Démonstration. Ce résultat est esentiellement un corollaire de l’exis-
tence de fonctions de troncature lisses démontrée dans la section 1.6.
En effet, l’on démontre qu’il existe des ouverts Vi Ă Ui tels que tViu soit
un recouvrement deM et Vi Ă Ui (exercice !). Choisissons des fonctions
de troncature lisses fi :M Ñ r0, 1s telles que fi|Vi “ 1 et supppfiq Ă Ui.
L’on définit

ρi :“ fi{
ÿ

j

fj .

La famille tρiu est alors la partition de l’unité recherchée. �

Il existe un résultat analogue pour des recouvrements qui ne sont
pas finis. Nous l’énonçons sans démonstration et renvoyons le lecteur
intéressé au livre de Warner, Foundations of differentiable manifolds
and Lie groups.

On dit qu’un recouvrement ouvert pVjq est un raffinement d’un re-
couvrement ouvert pUiq si @j, Di, Vj Ď Ui.

Théorème 4.11. Soit pUiq un recouvrement ouvert quelconque d’une
variété M . Il existe un raffinement localement fini et une partition de
l’unité lisse subordonnée à ce raffinement. ˝

Remarque. Un espace topologique ayant la propriété que tout recou-
vrement ouvert admet un raffinement localement fini est dit paracom-
pact. Le théorème précédent contient en particulier l’énoncé suivant :
une variété séparée et à base dénombrable est paracompacte.

4.2.4. Redressement. Toute la discussion que nous avons développé jus-
qu’à présent à propos des champs de vecteurs tourne autour de la notion
de courbe intégrale. Le théorème qui suit affirme que, à un changement
de variable près, les courbes intégrales au voisinage d’un point où le
champ de vecteurs ne s’annule pas sont toutes standard.
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Théorème 4.12 (redressement, ou forme normale au voisinage d’un
point de non-annulation). Soit X P X pMq et p P M tel que

Xppq ‰ 0.

Il existe une carte pU, φq, φ “ px1, . . . , xnq au voisinage de p telle que

X|U “ B
Bx1 .

En particulier

ϕtXpx1, . . . , xnq “ pt` x1, x2, . . . , xnq.

Démonstration. Soit pV, ψq, ψ “ py1, . . . , ynq une carte quelconque au
voisinage de p, avec ψppq “ 0. Quitte à composer par un automorphisme
linéaire au but, l’on peut supposer que Xppq “ B

By1 |p (égalité au point p,

qui utilise la condition Xppq ‰ 0). La carte ψ détermine en particulier
une sous-variété T de dimension n´ 1 transverse à la courbe intégrale
par p, donnée par T :“ ψ´1pt0u ˆRn´1 XψpV qq. (On la note T comme
“tranche”, ou “transversale”. Le fait que T soit transverse en p à la
courbe intégrale par p signifie que TpM “ TpT ‘ RxXppqy.)

Définissons

χpy1, . . . , ynq :“ ϕ
y1

X pψ´1p0, y2, . . . , ynqq.
(L’on suit les lignes de flot de X en nous appuyant sur T , Figure 3)
L’on vérifie que dχp0q est bijective : elle envoie le vecteur ei de la base
canonique dans Rn sur B

Byi |p. C’est donc un difféomorphisme local. Par

ailleurs χ envoie par définition les trajectoires du champ de vecteurs
constant e1 sur Rn sur les lignes de flot de X . Ceci signifie que le
difféomorphisme

φ :“ χ´1

convient. �
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T

ψ´1

φ

χ

p

0

R

M

Rn´1

ψ

Xppq

e1

Figure 3. Redressement d’un champ de vecteurs au
voisinage d’un point où il ne s’annule pas.

4.3. Crochet de Lie. Dérivée de Lie.

4.3.1. Champs de vecteurs en tant que vecteurs tangents au groupe des
difféomorphismes. Soit M une variété connexe et DiffpMq son groupe
de difféomorphismes. Nous expliquons dans cette section l’identification

TIdDiffpMq – X pMq.

Pour définir TIdDiffpMq nous procédons par analogie avec le cas des
variétés de dimension finie – d’une certaine manière nous regardons
DiffpMq comme une variété de dimension infinie, quoique non modelée
sur un espace de Banach, mais plutôt sur un espace de Fréchet. Ainsi,
un vecteur tangent sera une classe d’équivalence de germes de courbes
lisses à valeurs dans DiffpMq.

On dit qu’une courbe ϕ :s ´ ǫ, ǫrÑ DiffpMq est lisse si l’application
s´ ǫ, ǫrˆM Ñ M , pt, pq ÞÑ ϕtppq est lisse. Nous définissons une relation
d’équivalence sur les germes de telles courbes ϕ tels que ϕ0 “ Id de la
manière suivante :

ϕ „ ψ ô @p P M,
d

dt
|t“0ϕtppq “ d

dt
|t“0ψtppq P TpM.

Autrement dit, deux courbes dans DiffpMq sont équivalentes si et seule-
ment si leurs tendances infinitésimales de mouvement sont les mêmes en
chaque point de la variété. Nous notons l’ensemble des classes d’équiva-
lence de tels germes de courbes par TIdDiffpMq et l’appelons espace
tangent à DiffpMq en l’identité.
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La correspondance bijective

TIdDiffpMq – X pMq
est donnée par

rϕs ÞÑ t d
dt

|t“0ϕtppq : p P Mu P X pMq.

Son inverse associe à un champ de vecteurs X la classe d’équivalence
de son flot t ÞÑ ϕtX vu comme courbe dans DiffpMq :

X ÞÑ rϕXs P TIdDiffpMq.

La question qui se pose naturellement est la suivante :

Est-ce que X pMq porte une structure algébrique canonique qui reflète
la structure de groupe canonique sur DiffpMq ?

La réponse est affirmative : X pMq porte une structure canonique
d’algèbre de Lie réelle. Ceci reflète le principe général suivant :

L’analogue infinitésimal de la notion de groupe est la notion d’algèbre
de Lie.

4.3.2. Crochet de Lie.

Définition 4.13. Soient X, Y P X pMq. Le crochet de Lie des champs
de vecteurs X et Y est le champ de vecteurs

rX, Y s P X pMq
défini en tant que dérivation comme suit :

rX, Y sf :“ XpY fq ´ Y pXfq, f P FpMq.

Le contenu de la définition est le suivant. Pour toute fonction f P
FpMq les dérivées directionnelles selonX , respectivement Y définissent
des fonctions Xf, Y f P FpMq. Celles-ci sont dérivées à leur tour par
rapport à Y , respectivement X . De manière équivalente, le crochet est
défini en chaque point p P M par la relation

rX, Y spf :“ XppY fq ´ YppXfq, p P M, f P Fp.

Le crochet définit bien une dérivation en chaque point p P M :

rX, Y sppfgq “ XppY pfgqq ´ YppXpfgqq
“ XpppY fqg ` fpY gqq ´ YpppXfqg ` fpXgqq
“ XppY fq ¨ gppq ` Ypf ¨Xpg ` Xpf ¨ Ypg ` fppq ¨ XppY gq

´ YppXfq ¨ gppq ´ Xpf ¨ Ypg ´ Ypf ¨Xpg ´ fppq ¨ YppXgq
“ rX, Y spf ¨ gppq ` fppq ¨ rX, Y spg.
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Le fait que le crochet de Lie soit bien un champ de vecteurs lisse est
une conséquence de son expression en coordonnées locales. Écrivons
dans une carte locale

X “
ÿ

i

Xi

B
Bxi , Y “

ÿ

j

Yj
B

Bxj .

Alors

rX, Y spf “
ÿ

i

Xi

B
Bxi

` ÿ

j

Yj
Bf
Bxj

˘
´

ÿ

j

Yj
B

Bxj
` ÿ

i

Xi

Bf
Bxi

˘

“
ÿ

i,j

Xi

BYj
Bxi

Bf
Bxj ` XiYj

B2f

BxiBxj ´ Yj
BXi

Bxj
Bf
Bxi ´ YjXi

B2f

BxjBxi

“
ÿ

i,j

Xi

BYj
Bxi

Bf
Bxj ´ Yj

BXi

Bxj
Bf
Bxi , @f P Fp

de sorte que

rX, Y s “
ÿ

j

` ÿ

i

Xi

BYj
Bxi ´ Yi

BXj

Bxi
˘ B

Bxj .

Proposition-Définition 4.14. Soit M une variété. L’espace vectoriel
X pMq muni du crochet de Lie

r¨, ¨s : X pMq ˆ X pMq Ñ X pMq
est une algébre de Lie sur R. Ceci signifie que le crochet vérifie les
axiomes suivants :
— (Bilinéarité) le crochet est bilinéaire sur R ;
— (Anti-symétrie le crochet est anti-symétrique, i.e.

rX, Y s “ ´rY,Xs ;
— (Jacobi) le crochet vérifie la relation de Jacobi

rX, rY, Zss ` rY, rZ,Xss ` rZ, rX, Y ss “ 0.

Démonstration. Vérification directe (mais instructive !). �

Exercice 33. Le crochet de Lie vérifie les deux propriétés de dérivation
suivantes

rfX, Y s “ f rX, Y s ´ Y pfqX,
rX, fY s “ f rX, Y s ` XpfqY,

pour tous X, Y P X pMq et f P FpMq.

Il est important de noter que rX, Y sp ne dépend pas seulement des
valeurs de X et Y en p, mais du comportement de X et Y au voisinage
de p. De manière plus précise, le crochet dépend du comportement deX
le long d’une courbe intégrale de Y par le point p, et du comportement
de Y le long d’une courbe intégrale de X par p.
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En particulier, si ϕ :M Ñ N est une application lisse et si l’on note

ϕ˚ :“ dϕ,

pour tous deux champs de vecteurs X, Y P X pMq l’on peut parler du
crochet rϕ˚X,ϕ˚Y sϕppq. L’on a alors

rϕ˚X,ϕ˚Y sϕppq “ ϕ˚rX, Y sp, p P M.

Cette formule est en particulier vraie lorsque ϕ est un difféomorphisme.
Bien-sûr, dans ce cas elle n’exprime rien d’autre que l’invariance du
crochet par changement de coordonnées. Pour démontrer la formule
dans le cas général l’on choisit une fonction f P Fϕppq quelconque et
l’on calcule

pϕ˚rX, Y spqf “ rX, Y sppf ˝ ϕq
“ XppY pf ˝ ϕqq ´ YppXpf ˝ ϕqq
“ Xpppϕ˚Y fq ˝ ϕq ´ Ypppϕ˚Xfq ˝ ϕq
“ ϕ˚Xϕppqppϕ˚Y qfq ´ ϕ˚Yϕppqppϕ˚Xqfq
“ rϕ˚X,ϕ˚Y sϕppqf.

4.3.3. Dérivée de Lie, I. Le crochet admet une formulation de nature
géométrique en tant que dérivée de Lie. Nous l’expliquons dans cette
section. Cette formulation présente plusieurs avantages : (1) elle nous
permet de comprendre de manière précise en quel sens une algèbre
de Lie est l’analogue linéaire d’un groupe ; (2) elle nous fournit un
point de vue important sur le crochet en tant que mesure du défaut de
commutation de deux flots ; (2bis) elle nous permet de comprendre le
crochet comme défaut de fermeture de parallélogrames infinitésimaux
construits sur deux flots.

Nous avons besoin de deux définitions préliminaires.

Définition 4.15. Soit ϕ :M Ñ N un difféomorphisme.

Étant donné X P X pMq on définit son poussé-en-avant par ϕ comme
étant le champ de vecteurs ϕ˚X P X pNq donné par (Figure 4)

pϕ˚Xqϕppq :“ dϕppqXp,

ou encore
pϕ˚Xqq :“ dϕpϕ´1pqqqXϕ´1pqq,

ou encore

pϕ˚Xqq “ d

dt
|t“0 ϕ ˝ ϕtX ˝ ϕ´1pqq.

Étant donné Y P X pNq on définit son tiré-en-arrière par ϕ comme
étant le champ de vecteurs ϕ˚Y P X pMq donné par (Figure 4)

ϕ˚Y :“ pϕ´1q˚Y,

ou encore
pϕ˚Y qp :“ dϕ´1pϕppqqYϕppq,
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ϕppqp

Y
ϕ˚Y

X
ϕ˚X

qϕ´1pqq

ϕ

ϕ

Figure 4. Poussé-en-avant et tiré-en-arrière de champs
de vecteurs.

ou encore

pϕ˚Y qp “ d

dt
|t“0 ϕ

´1 ˝ ϕtY ˝ ϕppq.

Le lecteur pourra vérifier que ces deux opérations sont inverses l’une
de l’autre :

ϕ˚ϕ
˚Y “ Y, ϕ˚ϕ˚X “ X.

Exercice 34. Soient ϕ et ψ deux difféomorphismes composables. Mon-
trer que

pϕψq˚ “ ψ˚ϕ˚, pϕψq˚ “ ϕ˚ψ˚.

Exercice 35. Montrer que le flot de ϕ˚X est conjugué au flot de X ,
et le flot de ϕ˚Y est conjugué au flot de Y . Plus précisément :

ϕtϕ˚X
“ ϕ ˝ ϕtX ˝ ϕ´1, ϕtϕ˚Y “ ϕ´1 ˝ ϕtY ˝ ϕ.

Exercice 36. Montrer que γ est une courbe intégrale de X si et seule-
ment si ϕ ˝ γ est une courbe intégrale de ϕ˚X . Montrer que δ est une
courbe intégrale de Y si et seulement si ϕ´1 ˝ δ en est une pour ϕ˚Y .

Exercice 37. Montrer que pϕtXq˚X “ X et pϕtXq˚X “ X pour tout
t P R. Justifier ceci par un dessin.

Nous avons déjà secrétement rencontré les opérations ϕ˚ et ϕ˚ sur
les champs de vecteurs, par exemple lorsque nous avons démontré le
théorème de redressement. Celui-ci peut être reformulé de la manière
suivante : pour tout champ de vecteurs X P X pMq et tout p P M tel que

Xppq ‰ 0, il existe un difféomorphisme sur image φ : U
»ÝÑ φpUq Ď Rn

défini au voisinage de p tel que φ˚X “ e1, le champ de vecteurs constant
égal à e1 “ p1, 0, . . . , 0q sur φpUq (ou encore φ˚e1 “ X).
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Ces opérations doivent être lues comme des opérations de transfert
de structure (ici, des champs de vecteurs) entre variétés en utilisant
des applications différentiables (ici, des difféomorphismes). De manière
générale, les opérations de ce type sont très importantes à l’intérieur
de n’importe quelle théorie.

Définition 4.16. Soient X, Y P X pMq. La dérivée de Lie de Y dans
la direction X est définie comme

LXY :“ d

dt
|t“0pϕtXq˚Y.

Le contenu de la définition est le suivant. Pour tout point p P M l’on
considère la courbe dans TpM donnée par t ÞÑ

`
pϕtXq˚Y

˘
p
. La dérivée

de cette courbe en t “ 0 est identifiée à un élément de TpM , que l’on
appelle dérivée de Lie au point p et que l’on note pLXY qp. Il découle
par ailleurs directement de la définition que

(4.1) LXY “ d

dt
|t“0

d

ds
|s“0 ϕ

´t
X ϕ

s
Yϕ

t
X .

Exercice 38. Montrer que l’on a l’identité

d

dt
|t“t0pϕtXq˚Y “ pϕt0Xq˚LXY.

La dérivée de Lie est une opération fondamentale de dérivation sur
une variété. Elle s’étend aux formes différentielles et aux tenseurs de
type quelconque, comme nous le verrons plus tard.

Proposition 4.17. Pour tous X, Y P X pMq l’on a

LXY “ rX, Y s.

Démonstration. Pour alléger la notation on pose ϕt :“ ϕtX et ψt :“ ϕtY .
Nous calculons successivement pour f P Fp :

pLXY qpf “ d

dt
|t“0

d

ds
|s“0f ˝ ϕ´tψsϕtppq

“ d

ds
|s“0

d

dt
|t“0f ˝ ϕ´tψsϕtppq

“ d

ds
|s“0

`
´ pXfq ˝ ψsppq ` d

dt
|t“0f ˝ ψsϕtppq

˘

“ ´YppXfq ` d

dt
|t“0

d

ds
|s“0f ˝ ψsϕtppq

“ ´YppXfq ` d

dt
|t“0pY fq ˝ ϕtppq

“ ´YppXfq ` XppY fq.
Dans la quatrième égalité nous utilisons le fait que, si F pσ, τq est
une fonction dérivable de deux variables réelles, alors d

dt
|t“0F p´t, tq “

´BF
Bσ p0, 0q ` BF

Bτ p0, 0q. �
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L’identité LXY “ rX, Y s entraine le fait que la valeur de LXY en un
point p ne dépend que des valeurs de X sur une courbe intégrale de Y
par p, respectivement des valeurs de Y sur une courbe intégrale de X
par p. L’on a par ailleurs

LfXY “ fLXY ´ Y pfqX, LXpfY q “ fLXY ` XpfqY.

Avertissement : LXY ne dépend pas que de la valeur de X au point p,
mais bien du comportement de X le long d’une courbe intégrale de Y :
la formule implique bien des dérivées des coefficients de X dans une
carte locale. De même pour Y .

Exercice 39. Démontrer l’identité

´rX, Y s “ d

dt
|t“0pϕtXq˚Y.

4.3.4. Crochet de Lie comme défaut de commutation de flots. La pro-
position 4.17 implique le corollaire suivant.

Corollaire 4.18. Avec la notation ψs “ ϕsY , ϕ
t “ ϕtX , l’on a :

rX, Y s “ d

dt
|t“0

d

ds
|s“0ψ

´sϕ´tψsϕt.

Démonstration. En utilisant la dernière formule dans la définition de
pϕtq˚Y on obtient

d

ds
|s“0ψ

´sϕ´tψsϕtppq “ ´Y ppq `
`
pϕtq˚Y

˘
p
,

d’où le résultat, puisque le terme ´Y ppq s’annule après dérivation. �

La quantité ϕ´tψsϕt, qui était déjà apparue dans la preuve de la
proposition 4.17 comme conséquence de la définition de la dérivée de
Lie, est maintenant mise en contexte : elle n’était qu’un avatar de
la quantité ψ´sϕ´tψsϕt, que l’on appelle commutateur des éléments
ϕt, ψs P DiffpMq. Pour tout groupe G l’on définit le commutateur de
deux éléments g, h P G comme rg, hs :“ h´1g´1hg. Il est clair que g
et h commutent si et seulement si rg, hs “ 1. Avec cette notation l’on
peut écrire

rX, Y s “ d

dt
|t“0

d

ds
|s“0 rϕt, ψss.

Proposition 4.19. On note ϕt :“ ϕtX et ψs :“ ϕsY . Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

(1) rX, Y s “ 0 ;

(2) pϕtq˚Y “ Y , @t ;
(3) pψsq˚X “ X, @s ;
(4) rϕt, ψss “ 0, @s, t, i.e. les flots de X et Y commutent.
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Démonstration. (1) ô (2). Le crochet rX, Y s est nul si et seulement si
LXY “ 0. Par l’exercice 38 ceci équivaut à l’annulation de d

dt
pϕtq˚Y ,

donc au fait que pϕtq˚Y est indépendant du temps et donc égal à Y .

(1)ô (3) se démontre de la même manière, ou bien découle de ce qui
précède par anti-symétrie du crochet.

(2)ô (4) Deux champs de vecteurs cöıncident si et seulement si leurs
flots cöıncident. Or le flot de pϕtq˚Y est s ÞÑ ϕ´tψsϕt, alors que le flot
de Y est s ÞÑ ψs. �

Pour clôre cette section mentionnons la conséquence géométrique
suivante du corollaire 4.18. C’est l’interprétation du crochet en tant
que “défaut de fermeture de parallélogrames infinitésimaux” annoncé
en début de section.

Proposition 4.20. On a

rX, Y s “ d

dt
|t“0 ϕ

´
?
t

Y ϕ´
?
t

X ϕ
?
t

Y ϕ
?
t

X .

Démonstration. Notons encore ϕt :“ ϕtX et ψs :“ ϕsY . À p fixé l’on
considère la fonction

F : ps, tq ÞÑ ψ´sϕ´tψsϕtppq.
L’on a

BF
Bs p0, 0q “ BF

Bt p0, 0q “ B2F

Bs2 p0, 0q “ B2F

Bt2 p0, 0q “ 0.

En combinaison avec le calcul du corollaire 4.18, ceci implique le fait
que, dans des coordonnées locales euclidiennes induites par une carte
quelconque, l’on a

(4.2) F ps, tq “ p ` strX, Y sp ` op}ps, tq}2q.
La conclusion de la proposition en découle directement. �

Digression : algèbres de Lie et groupes.

Nous avons déjà mentionné le fait que la notion d’algèbre de Lie est
l’analogue linéaire de la notion de groupe. Nous pouvons maintenant
préciser cette analogie, qui fournit une motivation pour l’étude des
groupes de Lie.

Une algèbre de Lie consiste en la donnée de deux objets : un espace
vectoriel V et un crochet de Lie r¨, ¨s : V ˆ V Ñ V . L’on pense à
l’algèbre de Lie comme étant l’espace tangent à un groupe G au point
e P G. Ainsi, l’espace vectoriel V constitue un modèle local pour le
groupe en tant que variété. Mais qu’en est-il de la loi de groupe ?

La loi de groupe peut être pensée comme étant une déformation de
la loi de groupe abélien induite par ce modèle local. En prenant ce
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point de vue, le crochet mesure la non-trivialité de cette déformation
au premier ordre significatif. De manière équivalente, le crochet mesure
le défaut de commutativité au premier ordre significatif. Ce point de
vue est illustré par la formule (4.2).

La proposition 4.19 semble indiquer que, lorsque le groupe G n’est
pas abélien, le crochet n’est pas identiquement nul. Ceci est vrai, mais
très surprenant : il pourrait en principe y avoir des déformations de la
structure de groupe abélien qui sont nulles au premier ordre significatif,
mais qui sont néanmoins non-triviales. Il n’en est rien. Il se trouve que
la fonction F dans (4.2) admet un développement de Taylor dans lequel
tous les coefficients s’expriment comme crochets itérés de X et Y . C’est
une instance de la fameuse formule de Baker-Campbell-Hausdorff en
théorie des groupes de Lie.

De la même manière, si le crochet est identiquement nul alors le
groupe G est abélien et sa loi de groupe est donnée localement au
voisinage de l’identité par la loi de groupe abélien sur l’espace vectoriel
V sous-jacent à l’algèbre de Lie.

Fin de la digression
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4.4. Groupes de Lie et algèbres de Lie. Le but de cette section
est d’illustrer les concepts de champ de vecteurs, flot, crochet de Lie,
poussé-en-avant et tiré-en-arrière dans le cas important des groupes
de Lie. Nous donnons par ailleurs dans le §4.4.2 un aperçu rapide la
théorie générale des groupes de Lie.

4.4.1. Notions de base. SoitG un groupe de Lie, c’est-à-dire une variété
lisse munie d’une structure de groupe telle que la multiplication G ˆ
G Ñ G, pg, hq ÞÑ gh et l’inversion G Ñ G, g ÞÑ g´1 soient des
opérations lisses. On note e P G l’élément neutre.

Le groupe G agit sur lui-même par translations à gauche

g ¨ h :“ gh, g P G, h P G.
L’on note Lg : G Ñ G, h ÞÑ gh le difféomorphisme de G induit par
l’élément g P G. Ainsi, l’action par translations à gauche s’identifie au
morphisme de groupes G Ñ DiffpGq, g ÞÑ Lg.

Définition 4.21. Un champ de vecteurs V P X pGq est dit invariant à
gauche si

@g P G, pLgq˚V “ V.

Remarque. Cette définition est à contraster avec le fait que sur une
variété arbitraire il n’existe pas de moyen de mettre en évidence des
classes remarquables de champs de vecteurs. Par contre, sur une variété
munie de structure supplémentaire, telle un groupe de Lie, les champs
de vecteurs compatibles avec la structure fournissent l’une des clés
d’étude de la variété en question. Ce sera le cas avec les champs in-
variants à gauche.

Dans cette section nous allons étudier les notions développées dans
les sections précédentes dans le cas des champs de vecteurs invariants
à gauche.

L’ensemble des champs de vecteurs invariants à gauche forme un
sous-espace vectoriel de X pGq, que l’on note XG. La définition implique
qu’un champ de vecteurs V P XG est uniquement déterminé par sa
valeur en e P G via la relation

Vg “ dLgpeqVe, g P G.
Réciproquement, cette relation définit un champ de vecteurs invariant
à gauche à partir d’un vecteur arbitraire Ve P TeG. Nous obtenons
donc :

Proposition 4.22. L’évaluation

XG Ñ TeG, V ÞÑ Ve

est un isomorphisme linéaire. L’application réciproque est

TeG Ñ XG, X ÞÑ X̃, X̃g :“ dLgpeqX.
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˝

Corollaire 4.23. La dimension de l’espace vectoriel XG des champs
de vecteurs invariants à gauche est égale à dim G. ˝

Exercice 40. Un champ de vecteurs V P XG est identiquement nul si
et seulement si il s’annule en un point g P G.

Exemple. Soit G “ pR,`q. C’est une groupe de Lie de dimension
1. Un champ de vecteurs V est invariant à gauche si et seulement si
pLxq˚V “ V pour tout x P R. Or ppLxq˚V qy “ dLxpL´1

x pyqqVL´1
x pyq “

dLxpy ´ xqVy´x “ Vy. La dernière égalité utilise le fait que l’espace
tangent à R en tout point s’identifie canoniquement à R, et le fait
que la différentielle d’une translation est égale à l’identité via cette
identification. Ainsi V est invariant à gauche si et seulement si il est
constant V “ cte B

Bx , où x est la coordonnée canonique sur R.

Les champs invariants à gauche peuvent être vus comme généralisant
les champs constants sur un espace vectoriel. L’on peut donner un sens
précis à ce point de vue.

Proposition 4.24. Le fibré tangent à un groupe de Lie est canonique-
ment trivial.

Démonstration. Soit G un groupe de Lie. L’on a un isomorphisme de
fibrés entre TG et le fibré trivial G ˆ TeG de fibre G, défini par

Φ : G ˆ TeG
–ÝÑ TG, pg,Xq ÞÑ dLgpeqX.

L’inverse de Φ envoie ξ P TgG sur pg, dLg´1pgqξq. �

Exercice 41. Un champ de vecteurs sur G est invariant à gauche si et
seulement si c’est l’image par Φ d’une section constante du fibré trivial
G ˆ TeG.

Exemples. Les fibrés TS1, TS3, TS7 sont triviaux. Les sphères S1 et
S3 sont des groupes de Lie, en tant que sphères unité dans C, respective-
ment dans le corps des quaternions H. La sphère S7 est la sphère unité
dans O, le “corps” des octonions. Celui-ci est un espace vectoriel normé
de dimension 8 muni d’une multiplication qui n’est pas commutative,
ni associative. Le manque d’associativité fait que la structure multipli-
cative induite sur S7 n’est pas une structure de groupe. Néanmoins,
elle peut être utilisée pour trivialiser TS7.

Remarque.L’on peut montrer que S0, S1, S3 et S7 sont les seules
sphères qui sont parallélisables (Bott-Milnor 1958, Kervaire 1958). Par
ailleurs, l’on peut montrer – et c’est plus facile – que les seules sphères
qui admettent des structures de groupes de Lie sont S0, S1 et S3 (cf.
http://math.stackexchange.com/questions/12453/).
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Nous passons maintenant à l’étude de la complétude des champs
de vecteurs invariants à gauche. Lorsque le groupe de Lie G est non-
compact le support d’un champ de vecteurs invariant à gauche non-nul
est non-compact. Le critère de complétude donné à la section 4.2 ne
s’applique donc pas. Néanmoins, nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.25. Tout champ de vecteurs invariant à gauche est
complet.

Nous allons utiliser dans la preuve la notation suivante :

g˚ :“ dLg.

Démonstration. Soit V P XG et notons ϕ :“ ϕV son flot, avec t ÞÑ ϕtpgq
définie localement au voisinage de zéro pour tout g P G.
Affirmation : Pour g P G et t P R de module assez petit l’on a

ϕtpgq “ gϕtpeq.
Preuve de l’affirmation : la courbe δptq :“ gϕtpeq vérifie

9δptq “ g˚pV pϕtpeqqq “ V pgϕtpeqq “ V pδptqq,
avec δp0q “ g. C’est donc la courbe intégrale du champ V par le point
g et elle cöıncide nécessairement avec ϕtpgq. ˝

Il s’ensuit que, pour g P G et t, s P R de module assez petit l’on a

ϕt`spgq “ gϕspeqϕtpeq,
et en particulier

ϕt`speq “ ϕtpeqϕspeq.
Ceci suggère de définir, pour t P R et N " 0 assez grand (tel que t{N
appartienne au voisinage de zéro où ϕ

t
N peq est défini), la courbe

γptq :“ gpϕ t
N peqqN .

La relation ϕt`speq “ ϕtpeqϕspeq, valable pour t et s assez petits, im-
plique le fait que la définition ne dépend pas du choix de N " 0 (exer-
cice !). Bien-sûr, lorsque t Ñ 8 nous sommes obligés de choisir N Ñ 8.

Notons gk “ pϕ t
N peqqk, k “ 0, . . . , N avec g0 :“ e, de sorte que

gkgN´k “ gN pour tout k. La courbe γ est lisse et vérifie γp0q “ g et

9γptq “
N´1ÿ

k“0

g˚gk˚
1

N
V pgN´kq “

N´1ÿ

k“0

1

N
V pggkgN´kq “ V pγptqq.

Il s’ensuit que γ est la courbe intégrale de V par g. Puisqu’elle est définie
sur R et g P G est arbitraire, on en déduit que V est complet. �

Nous passons maintenant à la description des flots de champs de
vecteurs invariants à gauche.
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Remarque 4.26. Soit V P XG. La relation

ϕtV pgq “ gϕtV peq,
qui était au cœur de la preuve ci-dessus, vaut pour tout t P R et peut
être reformulée de manière plus conceptuelle comme suit. Considérons
l’anti-homomorphisme de groupes R : G Ñ DiffpGq, g ÞÑ Rg : h ÞÑ hg

(on appelle Rg translation à droite, et la terminologie “anti-homomor-
phisme” désigne le fait que Rpg1g2q “ Rpg2qRpg1q). Nous avons alors
un diagramme commutatif

R
ϕV //

ϕV peq ��❃
❃❃

❃❃
❃❃

❃ DiffpGq

G

R

;;✇✇✇✇✇✇✇✇✇

Autrement dit, le groupe à 1 paramètre dans DiffpGq donné par ϕV
factorise par le groupe à 1 paramètre dans G donné par ϕV peq.
Définition 4.27. Un groupe à un paramètre dans G est un morphisme
lisse de groupes

ϕ : R Ñ G.

De manière équivalente, on demande que la relation suivante soit sa-
tisfaite :

ϕt`s “ ϕtϕs “ ϕsϕt, s, t P R.

Proposition 4.28. Pour tout groupe à un paramètre ϕ dans G il existe
un unique champ de vecteurs invariant à gauche V tel que

ϕ “ ϕV peq.

Démonstration. L’unicité découle de ce que V est uniquement déterminé
par Ve, qui doit nécessairement être égal à d

dt
|t“0ϕ

t.

Pour l’existence on définit V comme étant l’unique champ de vec-
teurs invariant à gauche tel que Ve “ d

dt
|t“0ϕ

t. Puisque d
dt

|t“t0ϕt “
d
ds

|s“0ϕ
t0`s “ d

ds
|s“0ϕ

t0ϕs “ ϕt0˚ Ve “ Vϕt0 , l’on déduit que ϕt est la
courbe intégrale de V telle que ϕ0 “ e, de sorte que ϕ “ ϕV peq. �

Corollaire 4.29. Pour tout X P TeG il existe un unique groupe à un
paramètre ϕ dans G tel que

d

dt
|t“0ϕ

t “ X.

Démonstration. L’unicité découle de ce que ϕt est nécessairement une
courbe intégrale par e pour le champ de vecteurs invariant à gauche X̃
qui étend X . L’existence découle de l’existence de cette courbe intégrale
et de la complétude de X̃. �
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Remarque. La condition de lissité dans la définition d’un groupe à
1 paramètre dans G est superflue : il suffirait d’imposer la continuité,
dans quel cas on peut démontrer que ϕ est nécessairement lisse (cf.
Warner, Foundations of differentiable manifolds and Lie groups).

Définition 4.30. Soit G un groupe de Lie. L’application exponentielle
de G est définie par

exp : TeG Ñ G, exppXq “ ϕ1
X̃

peq,

où X̃ P XG est l’unique champ de vecteurs invariant à gauche tel que

X̃e “ X.

Exercice 42. Montrer l’identité

expptXq “ ϕt
X̃

peq, t P R.

Ainsi t ÞÑ expptXq est l’unique groupe à 1 paramètre dans G dont
la dérivée en 0 vaut X P TeG.

L’application exponentielle est lisse (dépendence lisse du flot d’un
champ de vecteurs par rapport aux paramètres) et vérifie

expp0q “ e.

Proposition 4.31 (Premier théorème de Lie). L’application exponen-
tielle de G est un difféomorphisme local en 0.

Démonstration. L’identité expptXq “ ϕt
X̃

peq implique

d exppeqX “ X.

Ainsi d exppeq : TeG Ñ TeG est l’identité et on conclut par le théorème
d’inversion locale. �

La motivation pour la terminologie “exponentielle” est fournie par
le cas des groupes de matrices. L’on rappelle que, pour une matrice
A P Mpn,Rq, on définit son exponentielle eA par la formule

eA “
8ÿ

k“0

Ak

k!
.

Proposition 4.32. Soit G “ GLpn,Rq. Pour tout A P Mpn,Rq “
TIdGLpn,Rq l’on a

exppAq “ eA.

Démonstration. Il découle de la définition que t ÞÑ etA, t P R est un
groupe à un paramètre dans GLpn,Rq, dont la dérivée en 0 vaut A. On
conclut par l’unicité du groupe à un paramètre dont la dérivée en 0 est
fixée. �
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Nous étudions maintenant le crochet de Lie en relation avec les
champs de vecteurs invariants à gauche.

Proposition-Définition 4.33. L’espace XG des champs de vecteurs
invariants à gauche est invariant par crochet de Lie.

On appelle TeG muni du crochet induit via l’isomorphisme XG –
TeG l’algèbre de Lie du groupe G. On la note

LiepGq,
ou encore

g :“ LiepGq.

Démonstration. Soient X̃, Ỹ P XG. Pour tout g P G nous avons

g˚rX̃, Ỹ s “ rg˚X̃, g˚Ỹ s “ rX̃, Ỹ s,
de sorte que rX̃, Ỹ s P XG. �

Proposition 4.34. Soient X, Y P g. Nous avons

rX, Y s “ d

dt
|t“0

d

ds
|s“0 expptXq exppsY q expp´tXq.

Démonstration. C’est une conséquence directe du fait que le crochet
de Lie sur les champs de vecteurs est égal à la dérivée de Lie, combiné
avec l’équation (4.1) et le fait que les flots vus comme éléments de G
agissent par multiplication à droite (Remarque 4.26). �

Corollaire 4.35. Le crochet de Lie sur gln :“ TIdGLpn,Rq – Mpn,Rq
est donné par le commutateur des matrices, i.e.

rX, Y s “ XY ´ Y X.

Démonstration. La formule précédente fournit

rX, Y s “ d

dt
|t“0

d

ds
|s“0e

tXesY e´tX

“ d

dt
|t“0e

tXY e´tX

“ XY ´ Y X.

�

Proposition 4.36. Un groupe de Lie G connexe est commutatif si et
seulement si le crochet de Lie sur LiepGq est identiquement nul.

Démonstration. Montrons que r¨, ¨s “ 0 si et seulement si

gh “ hg

pour tous g, h dans un voisinage de l’élément neutre e P G.
Nous avons vu que exp : TeG Ñ G est un difféomorphisme local en 0.

SiG est commutatif au voisinage de e, alors la proposition 4.34 implique
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directement que le crochet est nul. Réciproquement, si le crochet est
nul la proposition 4.19 nous assure que les flots de deux champs de
vecteurs invariants à gauche arbitraires commutent. L’on conclut alors
par surjectivité de exp sur un voisinage ouvert de e P G.

Montrons maintenant que G est commutatif si et seulement si il
existe un voisinage ouvert de l’identité dont les éléments commutent.
Pour cela, il suffit de montrer l’affirmation suivante :

Soit e P V Ă G ouvert fixé. Pour tout g P G il existe n ě 1 et
g1, . . . , gn P V tels que g “ g1 . . . gn.

Pour la preuve, nous montrons que l’ensemble G des éléments qui
satisfont cette condition est non-vide, ouvert et fermé. Le fait qu’il
soit non-vide est immédiat à partir de la définition. Le fait qu’il soit
ouvert découle de ce que Lg est un difféomorphisme pour tout g. En
effet, si g “ g1 . . . gn avec g1, . . . , gn P V , l’ensemble LgpV q est un
ouvert autour de g et tout élément de cet ouvert s’écrit par définition
g1 “ gḡ “ g1 . . . gnḡ, avec ḡ P V . Le fait qu’il soit fermé se démontre
de manière similaire : si gν Ñ g, ν Ñ 8 avec gν P G, il existe ν assez
grand tel que gν P LgpV q et gν suffisamment proche de g, de sorte que
gν “ gḡ avec ḡ P V suffisamment proche de e. Il s’ensuit que ḡ´1 P V
et donc g “ gν ḡ´1 P G. �

Cette proposition clôt le parallèle entre groupes de Lie et la discus-
sion de la section 4.3. Dans ce qui suit nous donnons quelques aperçus
de la théorie générale des groupes de Lie.

4.4.2. Aperçu de la théorie générale des groupes de Lie.

Guide de lecture pour cette section. Le seul résultat que
nous démontrons en détail dans cette section est la proposition 4.38.
Vous pouvez par ailleurs démontrer tous seuls les affirmations conte-
nues dans la partie qui traite de la représentation adjointe. Les parties
concernant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, la correspondance
entre groupes de Lie et algèbres de Lie, et la théorie des représentations,
doivent être lues comme des digressions/ouvertures. Vous pourrez par
ailleurs revenir dessus plus tard.

La proposition 4.36 montre que le crochet de Lie sur g “ LiepGq
est une mesure du défaut de commutativité du groupe G. Comme
nous l’avons déjà discuté, le crochet est une quantité qui mesure ce
défaut de commutativité au premier ordre significatif. Le fait surpre-
nant est que, en fait, le crochet détermine entièrement la loi de groupe
si G est connexe ! C’est le contenu de la formule de Baker-Campbell-
Hausdorff, que je considère comme étant l’une des plus belles formules
des mathématiques, et que j’explique plus bas.
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Représentation adjointe. Le groupe G agit sur lui-même par conjugai-
son

G ˆ G Ñ G, g ¨ h :“ ghg´1.

On note Cg P DiffpGq le difféomorphisme h ÞÑ ghg´1, de sorte que
l’action ci-dessus se traduit en un morphisme de groupes

C : G Ñ DiffpGq, g ÞÑ Cg.

Cette action fixe l’élément neutre e P G.
La représentation adjointe de G sur g est le morphisme de groupes

de Lie

Ad : G Ñ GLpgq, g ÞÑ dCgpeq.

La représentation adjointe de g sur g est le morphisme d’algèbres de
Lie

ad : g Ñ glpgq “ Endpgq, X ÞÑ adX , adXpY q :“ rX, Y s.
L’on vérifie que la relation

adrX,Y s “ radX , adY s
est en fait équivalente à l’identité de Jacobi sur g. L’on vérifie par
ailleurs de manière similaire à la preuve du corollaire 4.35 que

adX “ dAdpeq ¨X.
En particulier, l’unicité du groupe à un paramètre tangent à un vecteur
donné implique l’identité fondamentale AdpexpptXqq “ expptadXq, t P
R, X P g, ou encore

Ad ˝ exp “ exp ˝ad.
Il est par ailleurs vrai en toute généralité que la dérivée en l’identité
d’un morphisme de groupes de Lie est un morphisme d’algèbres de Lie,
cf. plus bas.

Formule de Baker-Campbell-Hausdorff. Étant donnés des voisinages
0 P U Ă g et e P V Ă G tels que exp : U

»ÝÑ V soit un difféomorphisme,
on note

ln :“ exp´1 : V
»ÝÑ U.

Théorème 4.37 (Formule de Baker-Campbell-Hausdorff). Pour X, Y P
g proches de 0, on a

lnpexpX expY q “ X `
ż 1

0

F peadXetadY qpY q dt,

où

F pzq “ z ln z

z ´ 1
, |z ´ 1| ă 1.
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Ici il faut comprendre F comme étant une fonction bien définie et
holomorphe dans le disque t|z ´ 1| ă 1u, admettant un développement
en série entière F pzq “ ř

mě0 ampz´1qm. Pour l’expression intégrale ci-

dessus la variable z dans cette série entière est remplacée par eadXetadY ,
regardé en tant qu’endomorphisme de g. Le lecteur pourra trouver une
preuve de cette formule par exemple dans le livre de Brian Hall intitulé
Lie groups, Lie algebras, and representations. An elementary introduc-
tion, GTM 222, Springer, New York, 2003.

La forme précise de cette formule importe peu. Ce qui compte est
qu’elle fournit un expression analytique pour lnpexpX exp Y q en termes
de crochets itérés de X et Y . La formule peut être réécrite sous la forme
beaucoup plus suggestive

lnpexpX exp Y q “ X`Y ` 1

2
rX, Y s` 1

12
prX, rX, Y ss´rY, rX, Y ssq` . . .

où les . . . indiquent une expression analytique en des crochets itérés
d’ordre au moins trois. L’on voit apparâıtre les endomorphismes adX ,
adY lorsque l’on écrit les différents termes de la somme précédente sous
la forme rX, Y s “ adXpY q, rX, rX, Y ss “ padXq2pY q, rY, rX, Y ss “
adY adXpY q etc. L’on voit aussi apparâıtre le crochet rX, Y s comme
premier terme significatif au-delà de l’addition X ` Y . Lorsque le cro-
chet est identiquement nul sur g, la formule se réduit à

lnpexpX exp Y q “ X ` Y,

ce qui n’est rien d’autre qu’une version plus fine de notre proposi-
tion 4.36, avec l’information supplémentaire que l’application expo-
nentielle induit dans ce cas localement un morphisme de groupes de
Lie entre g et G ! Il est tout à fait remarquable que la représentation
adjointe ad : g Ñ glpgq joue un rôle clé aussi bien dans la formule de
Baker-Campbell-Hausdorff, que dans la théorie abstraite des algèbres
de Lie.

La formule de Baker-Campbell-Hausdorff implique en particulier le
fait que la loi d’algèbre de Lie détermine la loi de groupe de Lie locale-
ment. Un argument similaire à celui de la deuxième partie de la preuve
de la proposition 4.36 implique que, si G est connexe, la loi de groupe
est alors uniquement déterminée globalement.

Correspondance entre groupes de Lie et algèbres de Lie. Nous avons
à disposition les outils nécessaires pour montrer qu’un morphisme de
groupes de Lie induit un morphisme d’algèbres de Lie.

Proposition 4.38. Soit f : G Ñ H un morphisme de groupes de Lie.
Alors

f̃ :“ dfpeq : LiepGq Ñ LiepHq
est un morphisme d’algèbres de Lie, c’est-à-dire

f̃ rX, Y s “ rf̃X, f̃Y s, X, Y P LiepGq.
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Démonstration. Nous utilisons la formule de la proposition 4.34 afin
d’obtenir

f̃ rX, Y s “ dfpeq ¨ d
dt

|t“0
d

ds
|s“0 expptXq exppsY q expp´tXq

“ d

dt
|t“0

d

ds
|s“0fpexpptXq exppsY q expp´tXqq

“ d

dt
|t“0

d

ds
|s“0fpexpptXqqfpexppsY qqfpexpp´tXqq

“ d

dt
|t“0

d

ds
|s“0 expptX̃q exppsf̃Y q expp´tf̃Xq

“ rf̃X, f̃Y s.
Dans la troisième égalité nous utilisons le fait que f est un morphisme
de groupes, et dans la quatrième égalité nous utilisons l’identité

fpexpptXqq “ expptf̃Xq.
Cette dernière découle de l’unicité du groupe à un paramètre tangent
à f̃X “ dfpeq ¨ X . �

La réciproque de cette proposition est aussi vraie : étant donné un
morphisme d’algèbres de Lie g Ñ h, il existe un unique morphisme
de groupes de Lie G Ñ H défini localement au voisinage de e P G qui
l’induise. C’est le “deuxième théorème de Lie”, qui est une conséquence
directe de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. De plus, si G est
connexe et simplement connexe alors le morphisme en question peut
être défini sur G tout entier !

Le “troisième théorème de Lie” affirme que toute algèbre de Lie
de dimension finie est l’algèbre de Lie d’un “germe en l’identité d’un
groupe de Lie”, qui s’étend de surcrôıt en un unique groupe de Lie
connexe et simplement connexe. L’ingrédient essentiel de cette corres-
pondance est à nouveau la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, à
laquelle se rajoute le théorème de Ado, qui affirme que toute algèbre
de Lie de dimension finie se réalise comme sous-algèbre de Lie de gln
pour un certain n " 1. Pour ce dernier théorème on renvoie au livre de
James E. Humphreys intitulé Introduction to Lie algebras and repre-
sentation theory, GTM 9, Springer, 1978, qui est l’une des références
classiques pour la théorie des algèbres de Lie.

De manière condensée on peut exprimer le troisième théorème de Lie
comme établissant une équivalence de catégories entre :

— la catégorie des algèbres de Lie de dimension finie,
— la catégorie des “germes en l’identité de groupes de Lie”, et
— la catégorie des groupes de Lie connexes et simplement connexes.

Dans tous les cas, le message clé de la théorie des groupes de Lie est
le suivant :
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La structure (non-linéaire) d’un groupe de Lie connexe est contrôlée
par la structure ( linéaire) de son algèbre de Lie.

Ou encore :

La théorie des groupes de Lie connexes et simplement connexes, de
nature non-linéaire, est entièrement déterminée par la théorie des

algèbres de Lie, de nature linéaire.

C’est sans doute la première fois que vous rencontrez une manifesta-
tion de la démarche générale de “linéarisation” ayant un tel degré de
sophistication.

Théorie des représentations. L’on rencontre une manifestation tan-
gible de ce principe en théorie des représentations : une représentation
linéaire de groupe de Lie sur un espace vectoriel V , c’est-à-dire un
morphisme de groupes de Lie G Ñ GLpV q, détermine un morphisme
d’algèbres de Lie g Ñ glpV q “ EndpV q, que l’on appelle aussi représen-
tation (linéaire) de l’algèbre de Lie g. Les représentations des algèbres
de Lie, qui sont des objets de nature linéaire, sont plus simples à étudier
que les représentations de groupes, qui sont des objets de nature non-
linéaire. Dans le cas des groupes connexes et simplement connexes, les
deux théories sont équivalentes !

Dans des situations concrètes, ce sont souvent les représentations de
groupes qui sont les objets primordiaux d’intérêt puisqu’elles corres-
pondent à des symétries globales. (Les représentations d’algèbres de Lie,

elles, correspondent à des symétries infinitésimales.) À titre d’exemple,
lorsqu’une équation différentielle linéaire ou une équation aux dérivées
partielles linéaire est invariante sous l’action d’un groupe de Lie, ce
même groupe agit sur son espace de solutions (qui est un espace vecto-
riel), donnant ainsi naissance à une représentation linéaire. Si l’on sait
a priori comment un groupe donné peut agir, cela permet parfois de
résoudre l’équation presque sans faire de calcul ... au prix d’une théorie.
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5. Formes différentielles. Intégration

Les notions que nous avons développées jusqu’à présent (vecteur tan-
gent, champ de vecteurs, courbe intégrale, flot, groupe à un paramètre)
étaient toutes des variations sur la notion de courbe lisse à valeurs dans
une variété. À reparamétrisation à la source près, il s’agit d’applications
lisses

γ : R Ñ M,

où M est une variété.

Les notions que nous allons étudier dans ce chapitre (forme différen-
tielle, variété à bord, intégrale d’une forme différentielle) sont toutes
bâties autour de la notion duale de fonction lisse définie sur une variété.
Il s’agit d’applications lisses

f :M Ñ R.

5.1. Fibré cotangent.

5.1.1. Motivation. Le rôle central dans nos constructions sera joué par
la différentielle d’une fonction lisse f :M Ñ R. En chaque point p P M
celle-ci agit comme

dfppq : TpM Ñ TfppqR – R,

de sorte qu’on peut l’identifier canoniquement à un élément du dual

T ˚
pM :“ HomRpTpM,Rq.

Les différentielles de fonctions lisses sont naturellement des sections
lisses d’un fibré vectoriel remarquable, le fibré cotangent, que nous
définissons maintenant.

5.1.2. Construction.

Définition 5.1. Le fibré cotangent d’une variété M , noté

T ˚M,

est le dual du fibré tangent. La fibre en un point p P M est l’espace
cotangent en p, noté T ˚

pM , dual de TpM . L’on peut écrire

T ˚M “ \pPMT
˚
pM.

Le fibré cotangent T ˚M possède une structure canonique de fibré
vectoriel, définie par dualité à partir de la structure de fibré vectoriel
sur TM . L’existence de cette structure canonique de fibré vectoriel dual
repose sur le fait suivant d’algèbre linéaire :

(i) À tout espace vectoriel E de dimension finie l’on peut associer de
manière canonique son espace vectoriel dual E˚.



97

(ii) À toute application linéaire entre espaces vectoriels de dimension
finie f : E Ñ F l’on peut associer de manière canonique son application
transposée

f t : F ˚ Ñ E˚, α ÞÑ α ˝ f.
Ceci est une application linéaire qui agit entre les espaces duaux de F
et E respectivement. L’on a par ailleurs

pg ˝ fqt “ f t ˝ gt.

(iii) Pour tous deux espaces vectoriels E, F de dimension finie, l’ap-
plication

HompE, F q Ñ HompF ˚, E˚q, f ÞÑ f t

est un isomorphisme linéaire, donc lisse. En particulier, pour toute ap-
plication lisse Φ : U Ñ HompE, F q définie sur une variété, l’application
transposée Φt : U Ñ HompF ˚, E˚q est lisse.

Notons πTM : TM Ñ M et πT˚M : T ˚M Ñ M les projections cano-
niques. Étant donné un système de trivialisations locales pUi,Φiq sur
TM , avec Ui Ď M ouvert et Φi : π

´1
TMpUiq Ñ Ui ˆ Rn difféomorphisme

linéaire dans les fibres, l’on définit

Ψi : π
´1
T˚MpUiq Ñ Ui ˆ pRnq˚ – Ui ˆ Rn

par
Ψi :“ pΦtiq´1.

Démontrons qu’il existe une unique structure de fibré vectoriel sur
T ˚M telle que les pUi,Ψiq forment un système de trivialisations locales.
Puisque chaque Ψi est une bijection linéaire dans les fibres, elle induit
une unique structure différentiable et donc une unique structure de
fibré vectoriel sur π´1

T˚MpUiq. Puisque les applications Ψj ˝ Ψ´1
i : pUi X

Ujq ˆ pRnq˚ Ñ pUi X Ujq ˆ pRnq˚ sont des difféomorphismes linéaires
dans les fibres, les structures différentiables et donc les structures de
fibré vectoriel sur les π´1

T˚MpUiq sont compatibles sur les intersections,
de sorte que T ˚M possède une structure globale de fibré vectoriel.

Pour vérifier que Ψj ˝ Ψ´1
i est un difféomorphisme (linéaire dans les

fibres), écrivons Φj ˝ Φ´1
i : pUi X Ujq ˆ Rn Ñ pUi X Ujq ˆ Rn comme

Φj ˝ Φ´1
i pp, vq “ pp,Φjippqvq, avec

Φji : Ui X Uj Ñ GLpn,Rq
des applications lisses. Alors Ψj ˝ Ψ´1

i est donné par Ψj ˝ Ψ´1
i pp, αq “

pp,Ψjippqαq, avec
Ψji : Ui X Uj Ñ AutppRnq˚q, Ψji “ pΦtjiq´1.

La lissité des Φji entrâıne celle des Ψji par le point (iii) ci-dessus, de
sorte que chaque composition Ψj ˝ Ψ´1

i est lisse. Puisque chaque telle
composition est une bijection d’inverse Ψi ˝Ψ´1

j , on en déduit que c’est
un difféomorphisme.
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Remarque 5.2 (dual d’un fibré vectoriel). Le lecteur attentif aura
remarqué une disymétrie dans nos définitions de fibré tangent et de fibré
cotangent. Nous avions défini TM de manière explicite en termes d’un
atlas sur M , mais nous avons défini T ˚M de manière moins explicite
à partir de TM . Nous avons adopté ce point de vue puisqu’il est plus
conceptuel. Par ailleurs, il est aussi plus général : étant donné un fibré
vectoriel E, l’on peut définir de manière canonique son fibré dual E˚,
ayant comme fibres les duaux des fibres de E. En effet, il suffit de
considérer le fibré dont les fonctions de transition Ψji sont données
par les transposées inverses des fonctions de transition Φji de E.

Présentons maintenant la construction explicite de T ˚M à partir
d’un atlas sur M . Chaque carte pU, φ “ px1, . . . , xnqq détermine sur U
un repère p B

Bx1 , . . . ,
B

Bxn q du fibré tangent TU “ TM |U . La base duale,
notée pdx1, . . . , dxnq, est définie par les identités

dxi ¨ B
Bxj “ δij , i, j “ 1, . . . , n

et fournit un repère du fibré cotangent T ˚M |U . On note la base duale
en un point p P U par pdx1|p, . . . , dxn|pq, ou pdx1ppq, . . . , dxnppqq. Toute
carte pU, φq détermine ainsi une bijection linéaire dans les fibres

U ˆ Rn »Ñ T ˚M |U , pp, pα1, . . . , αnqq ÞÑ
nÿ

i“1

αidx
i|p.

L’inverse de cette bijection linéaire dans les fibres est par définition
la trivialisation locale de T ˚M |U déterminée par la carte pU, φq. Elle
associe à un covecteur α P T ˚

pM le tuple pp, pα1, . . . , αnqq uniquement

déterminé par la condition α “ řn

i“1 αidx
i|p.

Rendons explicites les applications de transition. Soient pU, φ “
px1, . . . , xnqq et pV, ψ “ py1, . . . , ynqq deux cartes sur M et Φ, Ψ les
trivialisations associées de T ˚M |U , respectivement T ˚M |V . Pour cal-
culer Ψ ˝ Φ´1 il nous faut exprimer dxi en fonction des dyj sur U X V .
Un calcul direct montre que

dxi “
nÿ

j“1

Bxi
Byj dy

j.

En effet

dxi ¨ B
Byj “ dxi ¨ p

nÿ

k“1

Bxk
Byj

B
Bxk q “

nÿ

k“1

Bxk
Byj δ

i
k “ Bxi

Byj .

Ainsi

Ψ ˝ Φ´1pp, pα1, . . . , αnqq “ pp, p
nÿ

i“1

Bxi
Byjαiqj“1,...,nq.



99

Notons

Jψ˝φ´1 “
ˆ Byi

Bxj
˙

i,j

la matrice jacobienne de ψ ˝ φ´1, avec l’indice i correspondant
aux lignes et l’indice j correspondant aux colonnes. Bien-sûr, nous
avons

J´1
ψ˝φ´1 “ Jφ˝ψ´1 “

ˆBxi
Byj

˙

i,j

.

L’application de transition Ψ ˝ Φ´1 : U X V ˆ Rn Ñ U X V ˆ Rn est
donc donnée par

pp, αq ÞÑ pp, pJ tψ˝φ´1q´1pφppqq ¨ αq.

Par contraste, l’application de transition correspondant aux trivia-
lisations de TM |U , TM |V déterminées par φ, respectivement ψ est
donnée par

pp, pv1, . . . , vnqq ÞÑ pp, p
nÿ

i“1

Byj
Bxi v

iqj“1,...,nq,

ou encore

pp, vq ÞÑ pp, Jψ˝φ´1pφppqq ¨ vq.

L’on voit apparâıtre à nouveau la matrice d’une application linéaire
dans le cas de TM , et l’inverse de sa transposée dans le cas de T ˚M ,
comme dans notre première définition du fibré cotangent.

5.1.3. Sections. Par définition, une section de T ˚M est lisse si et seule-
ment si elle correspond à une fonction lisse U Ñ Rn dans toute trivia-
lisation locale de T ˚M |U . On déduit le corollaire suivant.

Corollaire 5.3. La différentielle d’une fonction lisse f : M Ñ R est
une section lisse de T ˚M .

Démonstration. Soit pU, φ “ px1, . . . , xnqq une carte locale surM . L’iden-
tité suivante est alors valable sur U :

df “
nÿ

i“1

Bf
Bxidx

i.

En effet, df ¨ B
Bxi “ B

Bxi ¨ f “ Bf
Bxi . Il s’ensuit que, dans la trivialisation

de T ˚M |U déterminée par la carte pU, φq la section df correspond à la
fonction U Ñ Rn donnée par

p ÞÑ p Bf
Bxi ppqqi“1,...,n.

Cette dernière fonction est lisse puisque chacune de ses composantes
est lisse. �
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Remarque. Toute carte locale φ “ px1, . . . , xnq définit n fonctions
lisses x1, . . . , xn sur U . Puisque

Bxi
Bxj “ δij

il s’ensuit que les différentielles pdx1ppq, . . . , dxnppqq constituent la base
duale de la base p B

Bx1 , . . . ,
B

Bxn q. Ceci justifie la notation que nous avons
utilisée d’emblée pour la base duale.

Exercice 43. Démontrer l’identité

df ¨X “ Xpfq,
pour toute fonction f :M Ñ R et tout champ de vecteurs X sur M .

Définition 5.4. Une section lisse de T ˚M est appelée 1-forme différen-
tielle sur M . On note l’espace vectoriel des 1-formes différentielles par

Ω1pMq :“ ΓpT ˚Mq.
Définition 5.5. Une 1-forme différentielle est dite exacte si elle est
égale à df pour une fonction lisse f :M Ñ R.

Toutes les 1-formes différentielles ne sont pas exactes. Le fait de
reconnâıtre les formes exactes parmi toutes les 1-formes est important.
Il met en jeu la notion de différentielle extérieure, la notion d’intégrale,
et la notion de groupes de cohomologie de de Rham, que nous allons
traiter plus loin.
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5.2. Intégration des 1-formes. Les 1-formes sont des objets qui asso-
cient des scalaires à des vecteurs tangents. En tant que tels, ce sont des
objets qui “demandent” à être intégrés le long des courbes. Nous ver-
rons que l’intégrale ne dépend essentiellement pas de la paramétrisation
et nous en déduirons une notion d’intégrale de 1-forme le long d’une
sous-variété de dimension 1 orientée.

Définition 5.6. Soit M une variété et α P Ω1pMq une 1-forme. Pour
toute courbe lisse γ : I Ď R Ñ M l’on définit l’intégrale de α le long
de γ comme ż

γ

α :“
ż

I

αpγptqq ¨ 9γptq dt.

Cette définition est à comprendre au sens de l’intégrale de Lebesgue.
Lorsque l’intervalle de définition I est compact le membre de droite de
l’égalité précédente est toujours défini. Lorsque l’intervalle de définition
I n’est pas compact et que le membre de droite n’est pas défini, le
lecteur doit sous-entendre que l’intégrale

ş
γ
α n’est pas définie. Nous

passerons sous silence ce genre de distinction par la suite et supposerons
de manière implicite que toutes les intégrales sont définies.

Le point clé de cette définition est le suivant.

Proposition 5.7. Avec les notations de la définition 5.6, soit ϕ : J Ñ
I un difféomorphisme croissant et posons

γ̃ :“ γ ˝ ϕ.
Alors ż

γ̃

α “
ż

γ

α.

Démonstration. La proposition est une conséquence de la définition et
de la formule de changement de variable dans l’intégrale de Lebesgue.
En effet ż

γ̃

α “
ż

J

αpγpϕpsqqq ¨ 9̃γpsq ds

“
ż

J

`
αpγpϕpsqqq ¨ 9γpϕpsqq

˘
ϕ1psq ds

“
ż

I

αpγptqq ¨ 9γptq dt

“
ż

γ

α.

Nous avons utilisé dans la deuxième égalité l’identité

9̃γpϕpsqq “ 9γpϕpsqqϕ1psq,
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qui est une conséquence de la règle de dérivation des fonctions com-
posées. La troisième égalité est une conséquence du théorème de chan-
gement de variable appliqué à la fonction t ÞÑ αpγptqq ¨ 9γptq. �

Exercice 44. Avec les notations de la définition 5.6, soit ϕ : J Ñ I

un difféomorphisme décroissant et γ̃ :“ γ ˝ ϕ. Montrer que
ż

γ̃

α “ ´
ż

γ

α.

Le fait que l’intégrale d’une 1-forme sur une courbe paramétrée soit
indépendante de la paramétrisation au signe près nous amène natu-
rellement à définir l’intégrale d’une 1-forme sur une sous-variété de di-
mension 1 orientée. La notion d’orientation, qui formalise en dimension
1 la notion de “sens de parcours”, sert à lever l’ambiguité de signe.

Définition 5.8. Soit C une variété de dimension 1. La donnée d’une
orientation de C consiste à choisir en chaque point p P C l’une des deux
composantes connexes de TpCzt0u, composante que l’on note T`

p C, de
manière à ce que la condition de continuité suivante soit satisfaite :
pour toute carte locale φ : U Ñ R définie sur un ouvert connexe U Ď C,
l’on a

@p P U, dφppq ¨ T`
p C “s0,8r

(l’on parle de carte qui préserve l’orientation), ou

@p P U, dφppq ¨ T`
p C “s ´ 8, 0r

(l’on parle de carte qui renverse l’orientation). Ici l’on regarde dφppq :
TpC Ñ TφppqR comme une application linéaire à valeurs dans R via
l’identification TφppqR ” R. L’on note T´

p C :“ pTpCzt0uqzT`
p C.

Le fait de se donner une orientation de C définit un “sens de par-
cours positif” sur C au sens suivant : nous pouvons parler de pa-
ramétrisation locale directe, ou positive. Il s’agit de difféomorphismes
sur image γ : I Ď R Ñ C tels que 9γptq P T`

γptqC pour tout t P I. À

l’inverse, une paramétrisation locale γ : I Ď R Ñ C est dite indirecte,
ou négative si 9γptq P T´

γptqC pour tout t P I. Deux paramétrisations

locales diffèrent localement par un difféomorphisme d’intervalles de R.
Elles sont toutes les deux directes si et seulement si le difféomorphisme
en question est croissant. Le fait de composer par un difféomorphisme
décroissant transforme une paramétrisation directe en paramétrisation
indirecte, et vice-versa.

Proposition-Définition 5.9. Soit M une variété, α P Ω1pMq une 1-
forme et C Ă M une sous-variété de dimension 1 orientée difféomorphe
à une union disjointe finie de cercles R{Z. Soient γi : Ii Ď R Ñ C,
i “ 1, . . . , k des paramétrisations directes définies sur des intervalles
de R, telles que leurs images Ui :“ γipIiq soient deux-à-deux disjointes
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et telles que Cz Yi Ui consiste en un nombre fini de points. Le nombre
réel

ż

C

α :“
kÿ

i“1

ż

γi

α

est indépendant des choix. On l’appelle intégrale de α le long de C.

Démonstration. Le réel en question ne dépend que de la collection tUiu,
ou encore de façon équivalente de l’ensemble discret P :“ Cz Yi Ui.
Ceci découle de la proposition 5.7 en utilisant le fait que deux pa-
ramétrisations directes d’un Ui diffèrent par un difféomorphisme crois-
sant. Notons rP le réel associé à une collection P de points.

Le réel rP est invariant par “fragmentation” : si P Ă Q alors rP “ rQ.
Ceci découle de ce que l’intégrale de Lebesgue d’une fonction sur un
intervalle est égale à l’intégrale de cette même fonction sur le même
intervalle privé d’un nombre fini de points.

Finalement, étant données deux collections quelconques de points P
et P 1 l’on a

rP “ rPYP 1 “ rP 1.

Ceci achève la preuve de l’invariance. �

Exemple 5.10. Soit

α “ ´ y

x2 ` y2
dx` x

x2 ` y2
dy P Ω1pR2zt0uq.

Soit CR “ tpx, yq P R2zt0u : x2 ` y2 “ R2u, R ą 0 le cercle de rayon
R ą 0 orienté dans le sens trigonométrique. Ceci signifie que

T`
px,yqCR “ R` ¨ p´y, xq Ă Tpx,yqC “ px, yqK.

Nous avons ż

CR

α “ 2π, @R ą 0.

En effet, soit γ :s0, 2πrÑ R2zt0u, γptq “ pR cos t, R sin tq une pa-
ramétrisation de CRztpR, 0qu, de sorte que 9γptq “ p´R sin t, R cos tq.
Nous avons par définition
ż

CR

α “
ż

γ

α

“
ż 2π

0

p´R sin t

R2
dx` R cos t

R2
dyq ¨ p´R sin t

B
Bx ` R cos t

B
By q dt

“
ż 2π

0

R2 sin2 t` R2 cos2 t

R2
dt

“ 2π.



104

Remarque. Vous avez déjà rencontré l’intégrale des 1-formes à au
moins deux reprises :

(i) La formule de Green-Riemann. Étant donnée une 1-forme α “
P px, yqdx ` Qpx, yqdy définie au voisinage d’un domaine à bord lisse
D Ă R2, l’on a l’égalitéĳ

D

p´BP
By ` BQ

Bx q dxdy “
ż

BD
Pdx` Qdy.

Le membre de gauche dans cette égalité est une intégrale de Lebesgue
double, alors que le membre de droite est l’intégrale de la 1-forme α
sur la sous-variété BD donnée par le “bord” de D, orienté par la “règle
de la main gauche” : lorsque l’on parcourt BD dans le sens positif, le
domaine D reste du “côté gauche”. Nous allons revenir sur cette règle
d’orientation du bord d’un domaine, ainsi que sur la définition d’un
domaine à bord lisse, lorsque nous discuterons la formule de Stokes.

(ii) L’intégrale de Cauchy. Soit f une fonction holomorphe définie au
voisinage d’une courbe fermée simple orientée C Ă C. L’intégrale de
Cauchy ż

C

fpzq dz P C

est un nombre complexe dont la partie réelle et la partie imaginaire
sont définies par des intégrales sur C de 1-formes comme suit. Écrivons

fpzq “ Re f ` iIm f.

Écrivons formellement z “ x` iy, dz “ dx` idy, et

fpzqdz “ pRe f ` iIm fqpdx` idyq
“ pRe fdx´ Im fdyq ` ipIm fdx` Re fdyq.

L’on définitż

C

fpzq dz :“
ż

C

Re fdx´ Im fdy ` i

ż

C

Im fdx` Re fdy.

La manière la plus naturelle d’interpréter la définition est de regarder
fpzqdz comme une 1-forme à valeurs complexes, mais nous n’allons pas
développer ce point de vue.
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5.3. Formes différentielles de degré supérieur.

La propriété centrale des 1-formes différentielles est de pouvoir être
intégrées sur des sous-variétés orientées de dimension 1. Nous nous
proposons maintenant de dégager la définition d’objets qui puissent être
intégrés sur des sous-variétés orientées de dimension k ě 1 arbitraire.
Ce seront les k-formes différentielles.

La définition de l’intégrale d’une 1-forme sur une sous-variété orientée
repose sur l’indépendance par rapport au choix de paramétrisation
(Proposition 5.7). Celle-ci repose à son tour sur la formule de chan-
gement de variable dans l’intégrale de Lebesgue sur R. De manière si-
milaire, la définition des k-formes est impliquée par la formule de chan-
gement de variable dans l’intégrale de Lebesgue multi-dimensionnelle.

5.3.1. Changement de variable dans l’intégrale de Lebesgue.

Théorème 5.11 (Formule de changement de variable dans l’intégrale
de Lebesgue). Soit ϕ : Ω Ñ Ω1 un difféomorphisme entre des ouverts de
Rn et f : Ω1 Ñ R une fonction mesurable. Notons Jϕ : Ω Ñ GLpn,Rq
la matrice jacobienne de ϕ. La fonction f est intégrable sur Ω1 si et
seulement si la fonction f ˝ ϕ ¨ | det Jϕ| est intégrable sur Ω. Dans ce
cas nous avons l’égalitéż

Ω1

f “
ż

Ω

f ˝ ϕ ¨ | det Jϕ|.
˝

Dans l’énoncé du théorème on sous-entend que l’on utilise la mesure
de Lebesgue sur Rn, respectivement sur Ω et Ω1. Le lecteur pourra
trouver une preuve de ce théorème au 8.26 du livre de W. Rudin, Real
and complex analysis, McGraw-Hill, New York, 1970. Une manière de le
lire est la suivante : étant donné un difféomorphisme ϕ : Ω Ñ Ω1 entre
ouverts de Rn, l’on définit une mesure sur Ω en “tirant en arrière” la
mesure de Lebesgue m sur Ω1, i.e.

pϕ˚mqpEq :“ ppϕ´1q˚mqpEq “ mpϕpEqq.
Dans cette définition nous utilisons le fait que ϕ est bijective avec
inverse mesurable. Nous avons alors directement l’égalitéż

Ω1

f dm “
ż

Ω

f ˝ ϕdϕ˚m.

La formule de changement de variable découle de ce que la mesure
ϕ˚m est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue,
avec densité donnée par | det Jϕ|. Plus précisément, l’on a

(5.1) pϕ˚mqpEq “
ż

E

| det Jϕ| dm

pour tout ensemble mesurable E Ď Ω (W. Rudin, op. cit., 8.26(d)).
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La formule (5.1) est expliquée géométriquement par le lemme sui-
vant. L’on rappèlle qu’un parallélipipède, ou parallélipipède vectoriel
P “ P pv1, . . . , vnq Ă Rn est par définition l’enveloppe convexe de l’en-
semble t0, v1, . . . , vnu, vi P Rn, i “ 1, . . . , n. Un parallélipipède affine
est un ensemble de la forme x`P , avec P un parallélipipède vectoriel.

Lemme 5.12 (mesure des parallélipipèdes). Soit A : Rn Ñ Rn une
transformation linéaire et P Ă Rn un parallélipipède. Alors

mpA ¨ P q “ | detA|mpP q.

˝

Le lecteur pourra trouver une preuve de ce lemme dans W. Rudin,
op. cit., 8.28. La formule (5.1) peut alors être comprise comme suit :
l’image par ϕ d’un petit parallélipipède affine x`P centré en un point
x P Ω est approximée au premier ordre par le parallélipipède affine
ϕpxq ` dϕpxq ¨ P , de sorte que la mesure mpϕpx ` P qq de l’image est
approximée au premier ordre par mpdϕpxq ¨ P q “ | det Jϕ|mpP q. La
formule (5.1) est la version intégrale de ce phénomène “ponctuel”.

5.3.2. La définition des k-formes différentielles est déterminée par la
formule de changement de variable. Par analogie avec les 1-formes,
nous souhaitons qu’une k-forme différentielle ω, en tant qu’objet que
l’on peut intégrer sur une sous-variété de dimension k, vérifie les pro-
priétés suivantes :

(1) ω est définie ponctuellement en chaque p P M ;

(2) pour toute sous-variété Qk Ă Mn de dimension k, ωp associe un
réel à chaque k-tuple pv1, . . . , vkq de vecteurs de TpQ. En particu-
lier, ωp associe un réel à tout parallélipipède P pv1, . . . , vkq Ă TpQ ;

(3) ωppA ¨ P q “ pdetAqωppP q pour tout parallélipipède P Ă TpQ et
tout endomorphisme A P EndpTpQq.

Les deux premières conditions reflètent le caractère infinitésimal de
l’objet que nous recherchons. La troisième condition est imposée si l’on
souhaite que la notion d’intégrale qui en résulte soit indépendante de
la paramétrisation.

En effet, supposons que l’on ait défini un tel objet. Étant donnée une
paramétrisation locale g : Ω1 Ď Rk Ñ Q de la sous-variété Qk Ă Mn,
posons

ż

g

ω :“
ż

Ω1

ωgpxqpdgpxq ¨ e1, . . . , dgpxq ¨ ekq dx.
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Pour tout difféomorphisme ϕ : Ω Ñ Ω1 tel que det Jϕ ą 0 l’on obtient
ż

g˝ϕ
ω “

ż

Ω

ωg˝ϕpyqpdpg ˝ ϕqpyq ¨ e1, . . . , dpg ˝ ϕqpyq ¨ ekq dy

“
ż

Ω

ωgpϕpyqqpdgpϕpyqqdϕpyq ¨ e1, . . . , dgpϕpyqqdϕpyq ¨ ekq dy

“
ż

Ω

ωgpϕpyqqpdgpϕpyqqdϕpyqdgpϕpyqq´1dgpϕpyqq ¨ e1, . . . ,

dgpϕpyqqdϕpyqdgpϕpyqq´1dgpϕpyqq ¨ ekq dy

“
ż

Ω

pdet dgpϕpyqqdϕpyqdgpϕpyqq´1qωgpϕpyqqpdgpϕpyqq ¨ e1, . . . ,

dgpϕpyqq ¨ ekq dy

“
ż

Ω

det dϕpyqωgpϕpyqqpdgpϕpyqq ¨ e1, . . . , dgpϕpyqq ¨ ekq dy

“
ż

Ω

det Jϕpyqωgpϕpyqqpdgpϕpyqq ¨ e1, . . . , dgpϕpyqq ¨ ekq dy

“
ż

Ω1

ωgpxqpdgpxq ¨ e1, . . . , dgpxq ¨ ekq dx

“
ż

g

ω.

L’on voit que la définition de l’intégrale
ş
g
ω est rendue possible par les

propriétés (1) et (2) ci-dessus, alors que l’invariance par rapport aux
changements de paramétrisation ϕ tels que det Jϕ ą 0 est assurée par
la condition (3). Celle-ci fait que l’on peut appliquer le théorème de
changement de variable dans l’avant-dernière égalité ci-dessus. (Note :
si ϕ était un difféomorphisme tel que det Jϕ ă 0 on aurait obtenuş
g˝ϕ ω “ ´

ş
g
ω, tout comme dans le cas des 1-formes.)

Reformulons les conditions (2) et (3) ci-dessus. En notant V “ TpM ,
nous cherchons une application

ω : V ˆ V ˆ . . .ˆ Vlooooooooomooooooooon
k fois

Ñ R

telle que, pour tout sous-espace W Ă V de dimension k, tout choix de
vecteurs v1, . . . , vk P W , et tout endomorphisme A P EndpW q, l’on ait

ωpAv1, . . . , Avkq “ pdetAqωpv1, . . . , vkq.

Si l’on impose la condition supplémentaire que ω soit une application
k-multilinéaire, i.e. linéaire en chacune de ses k variables, la proposi-
tion qui suit montre que ce problème admet une solution simple : les
applications k-multilinéaires alternées.

Remarque 5.13. L’hypothèse de multilinéarité est naturelle pour un
objet qui agit sur les éléments d’un espace vectoriel. Néanmoins, elle
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n’est impliquée par la condition (det) que si k “ n. Voir aussi les
exercices 45 et 51 plus bas.

Proposition 5.14. Soit V un espace vectoriel réel et ω : V ˆk Ñ R

une application k-multilinéaire. Alors ω vérifie la condition

(det) pour tout sous-espace W Ă V de dimension k, tout choix de
vecteurs v1, . . . , vk P W , et tout endomorphisme A P EndpW q, l’on a

ωpAv1, . . . , Avkq “ pdetAqωpv1, . . . , vkq,

si et seulement si ω est alternée, i.e.

(5.2) ωp. . . , vi, . . . , vj, . . .q “ ´ωp. . . , vj, . . . , vi, . . .q, i ‰ j.

Démonstration. Supposons que la condition (det) est vérifiée et mon-
trons que l’application ω est k-multilinéaire alternée. Nous remarquons
d’abord que la condition (det) implique le fait que ωpv1, . . . , vkq “ 0
dès que la famille de vecteurs tv1, . . . , vku est liée. En effet, une telle
famille peut être écrite comme image d’une famille libre de rang k, en-
gendrant un sous-espace W de dimension k, par un endomorphisme
de W qui est non-injectif, donc de déterminant nul. En particulier
l’équation (5.2) est satisfaite pour une famille tv1, . . . , vku liée. Sup-
posons maintenant que la famille tv1, . . . , vku est libre. Posons W :“
Vectxv1, . . . , vky et considérons l’automorphisme de W qui échange vi
avec vj et fixe les vℓ, ℓ ‰ i, j. Alors detA “ ´1 et l’on obtient

ωp. . . , vj, . . . , vi, . . .q “ ωp. . . , Avi, . . . , Avj , . . .q
“ ´ωp. . . , vi, . . . , vj , . . .q.

Réciproquement, supposons que ω est alternée. Montrons à nouveau,
pour commencer, que ω s’annule sur une famille tv1, . . . , vku qui est
liée. En effet, si les v1, . . . , vk sont linéairement dépendants, le scalaire
ωpv1, . . . , vkq s’écrit par multilinéarité comme une combinaison linéaire
de termes de la forme ωpw1, . . . , wkq tels que au moins deux parmi
les wi, i “ 1, . . . , k sont égaux. La condition (5.2) implique alors que
chaque tel terme est nul, donc ωpv1, . . . , vkq “ 0.

Montrons maintenant que la condition (det) est vérifiée. Soit W Ă
V un sous-espace de dimension k et A P EndpW q quelconque. Choisis-
sons des vecteurs v1, . . . , vk P W . S’ils sont liés, il en est de même des
vecteurs Av1, . . . , Avk et donc

ωpAv1, . . . , Avkq “ 0 “ pdetAqωpv1, . . . , vkq.
Supposons maintenant que les vecteurs v1, . . . , vk sont linéairement
indépendants, de sorte qu’ils forment une base de W . Écrivons A dans
cette base sous la forme A “ paijqi,j“1,...,k, avec

Avi “
ÿ

j

ajivj .
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Nous obtenons

ωpAv1, . . . , Avkq “ ωp
ÿ

j

aj1vj , . . . ,
ÿ

j

ajkvjq

“
ÿ

j1,...,jk

aj11 . . . ajkkωpvj1, . . . , vjkq

“
ÿ

σPSk
aσp1q1 . . . aσpkqkωpvσp1q, . . . , vσpkqq

“
ÿ

σPSk
aσp1q1 . . . aσpkqkǫpσqωpv1, . . . , vkq

“ pdetAqωpv1, . . . , vkq.
Ici Sk désigne le groupe des permutations de l’ensemble t1, . . . , ku, et
ǫpσq, σ P Sk désigne la signature d’une permutation. La deuxième
égalité est une conséquence de la multilinéarité de ω. La troisième
égalité est une conséquence du fait que ωpw1, . . . , wkq “ 0 dès que
au moins deux des wi, i “ 1, . . . , k sont égaux (cf. (5.2)). La quatrième
égalité est une conséquence du fait que toute permutation est un pro-
duit de transpositions, et ωpvσp1q, . . . , vσpkqq “ ´ωpv1, . . . , vkq lorsque σ
est une transposition (formulation équivalente de (5.2)). �

Exercice 45. Soit V un espace vectoriel réel et ω : V ˆk Ñ R une
fonction qui vérifie la condition (det) de la proposition 5.14. Montrer
que la restriction de ω à tout sous-espace de dimension ď k dans V est
multilinéaire.

5.3.3. Définition des k-formes différentielles. Nous sommes mainte-
nant prêts à donner la définition des k-formes différentielles. Étant
donné un espace vectoriel réel V l’on note

AkpV q
l’espace vectoriel des k-formes sur V , dont les éléments sont les appli-
cations k-multilinéaires alternées ω : V ˆk Ñ R, i.e. vérifiant la condi-
tion (5.2)

ωp. . . , vi, . . . , vj, . . .q “ ´ωp. . . , vj, . . . , vi, . . .q, i ‰ j.

Si V est de dimension finie alors AkpV q est aussi de dimension finie,
puisque c’est un sous-espace vectoriel de l’espace des applications k-
multilinéaires V ˆk Ñ R qui, lui, est de dimension k dimV . Notons par
ailleurs l’égalité

A1pV q “ V ˚.

Définition 5.15. Une k-forme différentielle sur une variétéM est une
famille

ωp P AkpTpMq, p P M.
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Comme d’habitude dans ce cours, nous nous intéressons aux familles
lisses. La démarche à suivre pour donner un sens à cette notion devrait
déjà vous être familière : nous allons définir un fibré vectoriel

AkpTMq Ñ M,

appelé fibré des k-formes surM , dont la fibre en p P M est l’espace vec-
toriel AkpTpMq. Les k-formes différentielles lisses seront par définition
les sections lisses de ce fibré.

Le fibré AkpTMq est canoniquement déterminé par le fibré TM .
Comme dans le cas du cotangent, la construction repose sur le fait
suivant d’algèbre linéaire :

(i) À tout espace vectoriel E de dimension finie l’on associe de
manière canonique l’espace AkpEq des k-formes sur E.

(ii) À toute application linéaire entre espaces vectoriels de dimension
finie f : E Ñ F l’on associe de manière canonique l’application “tiré-
en-arrière”

f˚ : AkpF q Ñ AkpEq, ω ÞÑ ω ˝ fˆk.

De manière explicite

pf˚ωqpv1, . . . , vkq “ ωpfpv1q, . . . , fpvkqq.
L’on a de manière évidente

pg ˝ fq˚ “ f˚ ˝ g˚.

(iii) Pour tous deux espaces vectoriels E, F de dimension finie, l’ap-
plication

HompE, F q Ñ HompAkpF q, AkpEqq, f ÞÑ f˚

est lisse. En particulier, si Φ : U Ñ HompE, F q est une application lisse
définie sur une variété U , alors Φ˚ : U Ñ HompAkpF q, AkpEqq est lisse.
Remarque. La seule affirmation qui nécessite une explication est la
lissité de l’application f ÞÑ f˚. Nous pouvons la comprendre de manière
intrinsèque, sans faire appel à un choix de bases, en utilisant la notion
de produit tensoriel que nous allons discuter plus tard. L’on voit alors
que f ÞÑ f˚ est une application polynomiale, donc lisse. De manière
alternative, la lissité peut être comprise explicitement en choisissant
des bases appropriées.

Définissons maintenant la structure de fibré vectoriel sur AkpTMq.
Notons πTM : TM Ñ M et πAkpTMq : AkpTMq Ñ M les projections ca-

noniques. Étant donné un système de trivialisations locales pUi,Φiq sur
TM , avec Ui Ď M ouvert et Φi : π

´1
TMpUiq Ñ Ui ˆ Rn difféomorphisme

linéaire dans les fibres, l’on définit

Ψi : π
´1
AkpTMqpUiq Ñ Ui ˆ AkpRnq
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par
Ψi :“ pΦ˚

i q´1.

Le même raisonnement que dans le cas de T ˚M montre que AkpTMq
possède une unique structure de fibré vectoriel tel que les Ψi soient des
trivialisations locales.

Le lecteur pourrait objecter que les trivialisations locales Ψi définies
ci-dessus prennent valeurs dans AkpRnq plutôt que dans un RN appro-
prié. La différence n’est évidemment que de nature cosmétique et il est
beaucoup plus naturel dans ce contexte d’utiliser AkpRnq comme “fibre
modèle”.

Calculons maintenant la dimension de AkpRnq. Soit pe1, . . . , enq la
base canonique de Rn et pdx1, . . . , dxnq la base duale canonique de
pRnq˚. Pour tout multi-indice ordonné

I “ pi1, . . . , ikq, 1 ď i1 ă . . . ă ik ď n

nous définissons un élément

dxI P AkpRnq
par

dxIpv1, . . . , vkq :“ detpvijℓ qj,ℓ“1,...,k “ det

¨
˚̋

vi11 vikk
... . . .

...

vik1 vi
k

k

˛
‹‚.

C’est le déterminant de la matrice carrée k ˆ k dont la colonne ℓ est
constituée des coordonnées pi1, . . . , ikq de vℓ dans la base pe1, . . . , enq.
Lemme 5.16. L’espace AkpRnq est réduit à zéro si k ą n.

Pour 1 ď k ď n la famille

tdxI : I multi-indice ordonnéu
est une base de AkpRnq. En particulier

dimAkpRnq “
ˆ
n

k

˙
, 0 ď k ď n.

Démonstration. Soit k ą n, de sorte que toute collection de k vec-
teurs dans Rn est nécessairement liée. Nous avons déjà vu qu’une forme
multilinéaire alternée s’annule sur un système de vecteurs linéairement
dépendants, ce qui entraine que tout élément de AkpRnq, k ą n est nul.

Soit maintenant 0 ď k ď n. Par convention A0pRnq “ R et l’on
suppose donc 1 ď k ď n. Pour tout choix de multi-indices ordonnés
I, J l’on vérifie directement que l’on a

dxIpeJq “ δIJ , eJ :“ pej1, . . . , ejkq.
Ceci montre que les dxI sont linéairement indépendants dans AkpRnq.
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Par ailleurs, tout élément ω P AkpRnq s’écrit explicitement comme
combinaison linéaire des dxI sous la forme

ω “
ÿ

I

ωpeIqdxI .

En effet, les membres de gauche et de droite de l’égalité ci-dessus
définissent des éléments de AkpRnq qui cöıncident sur les eJ , avec J
un multi-indice ordonné. Or tout élément de AkpRnq est déterminé par
ses valeurs sur les eJ . �

Exercice 46. Démontrer l’identité

ω “
ÿ

I

ωpeIqdxI

par évaluation directe de ω sur des vecteurs v1, . . . , vk.

Notation. On note Ipk, nq l’ensemble des multi-indices ordonnés de
longueur k dont les composantes prennent valeurs dans t1, . . . , nu.
C’est un ensemble de cardinal

`
n

k

˘
, totalement ordonné par l’ordre lexi-

cographique, qui peut donc être naturellement mis en bijection avec
t1, . . . ,

`
n

k

˘
u. Il existe donc une identification naturelle, mais inutile,

entre AkpRnq et Rpnkq. Par contre, l’identification naturelle AkpRnq –
RIpk,nq, elle, est utile.

Présentons maintenant la construction explicite de AkpTMq à partir
d’un atlas sur M . Chaque carte pU, φ “ px1, . . . , xnqq détermine sur U
un repère p B

Bx1 , . . . ,
B

Bxn q du fibré tangent TU “ TM |U . La base duale
pdx1, . . . , dxnq détermine un repère pdxIqIPIpk,nq du fibré AkpTMq|U . On
note la valeur de ce repère en un point p P U par pdxI |pq. Toute carte
pU, φq détermine ainsi une bijection linéaire dans les fibres

U ˆ RIpk,nq »Ñ AkpTMq|U , pp, pωIqIPIpk,nqq ÞÑ
ÿ

I

ωIdx
I |p.

L’inverse de cette bijection linéaire dans les fibres est par définition la
trivialisation locale de AkpTMq|U déterminée par la carte pU, φq. Elle
associe à ωp P T ˚

pM le tuple pp, pωIqq uniquement déterminé par la

condition ωp “ ř
I ωIdx

I |p.
Définition 5.17. Une k-forme différentielle lisse surM est une section
lisse de AkpTMq.

De manière équivalente, une k-forme différentielle est lisse si et seule-
ment si elle s’exprime dans toute trivialisation déterminée par une carte
pU, φ “ px1, . . . , xnqq sous la forme

ω|U “
ÿ

I

ωIdx
I ,

avec ωI : U Ñ R des fonctions lisses sur U .
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Notation. On pose

ΩkpMq :“ ΓpAkpTMqq, k ě 1.

Par construction nous avons A1pTMq “ T ˚M , de sorte que la notation
est cohérente avec celle utilisée pour les 1-formes. Nous avons bien
évidemment ΩkpMq “ t0u pour k ą n.

Par convention nous définissons

Ω0pMq “ FpMq “ ΓpM ˆ R
pr1Ñ Mq.

Exemple-exercice. Soit V un espace vectoriel de dimension 1. Le
lemme 5.16 nous montre que l’espace AnpV q des n-formes sur V est
de dimension 1. Pour tout f P EndpV q nous obtenons une application
linéaire

f˚ : AnpV q Ñ AnpV q.

Un endomorphisme linéaire d’un espace vectoriel de dimension 1 est
nécessairement donné par la multiplication avec un scalaire. Sans sur-
prise, nous avons

f˚ω “ pdet fqω.

Ceci est en fait la définition intrinsèque de det f ! Nous voyons en parti-
culier sur cet exemple que l’application f ÞÑ f˚ mentionnée auparavant
est de nature polynomiale.

L’application “tiré-en-arrière” se généralise aux formes différentielles.

Proposition-Définition 5.18. Une application lisse entre variétés f :
M Ñ N induit une application R-linéaire

f˚ : ΩkpNq Ñ ΩkpMq

définie par

pf˚ωqppv1, . . . , vkq :“ ωfppqpdfppq ¨ v1, . . . , dfppq ¨ vkq.

Démonstration. La lissité de f˚ω est testée en coordonnées. Soient
pU, φ “ px1, . . . , xmqq et pV, ψ “ py1, . . . , ynqq des cartes locales sur
M , N au voisinage de p, respectivement fppq. Notons f j :“ yj ˝ f
au voisinage de p et ωJ :“ ωp B

ByJ q pour J P Ipk, nq, avec la notation
B

ByJ :“ p B
Byj1 , . . . ,

B
Byjk q. Nous obtenons pour q P U et I “ pi1, . . . , ikq P
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Ipk,mq :

pf˚ωqqp
B

BxI q “ ωfpqqpdfpqq ¨ B
Bxi1 , . . . , dfpqq ¨ B

Bxik q

“ ωfpqqp
ÿ

j

Bf j
Bxi1 |q

B
Byj , . . . ,

ÿ

j

Bf j
Bxik |q

B
Byj q

“
ÿ

j1,...,jk
2 à 2 distincts

Bf j1
Bxi1 |q . . .

Bf jk
Bxik |qωfpqqp

B
Byj1 , . . . ,

B
Byjk q

“
ÿ

JPIpk,nq

ÿ

σPSk

Bf jσp1q

Bxi1 . . .
Bf jσpkq

Bxik ǫpσqωJ ˝ f
ˇ̌
ˇ
q
.

Cette dernière expression définit une fonction lisse du point q P U . �
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5.4. Variétés orientées. Intégrale des k-formes différentielles.
La discussion que nous allons mener dans ce paragraphe suit de près
celle du paragraphe sur l’intégration des 1-formes. Les différences no-
tables concernent la définition de l’orientabilité en dimension ą 1 et la
définition de l’intégrale en utilisant une partition de l’unité.

Étant donnée une variété M , nous appelons nappe de dimension k

dans M , ou nappe k-dimensionnelle, une application lisse g : Ω Ď
Rk Ñ M , avec Ω ouvert.

Définition 5.19. SoitM une variété et ω P ΩkpMq une k-forme. Pour
toute nappe k-dimensionnelle g : Ω Ď Rk Ñ M l’on définit l’intégrale
de ω le long de g commeż

g

ω :“
ż

Ω

ωgpxqpdgpxq ¨ e1, . . . , dgpxq ¨ ekq dx.

Cette définition peut être reformulée de la manière suivante. L’inté-
grale

ş
g
ω est définie comme

ż

g

ω “
ż

Ω

g˚ω,

où la dernière quantité doit être comprise comme suit : g˚ω est une
k-forme différentielle sur Ω Ă Rk et s’écrit par conséquent de manière
unique comme g˚ω|x “ fpxqdxp1,...,kq, avec

fpxq “ g˚ω|xpe1, . . . , ekq “ ωgpxqpdgpxq ¨ e1, . . . , dgpxq ¨ ekq.
L’intégrale

ş
Ω
g˚ω est par définition égale à l’intégrale de Lebesgueş

Ω
f dx.

Proposition 5.20. Avec les notations de la définition 5.19, pour tout
difféomorphisme ϕ : Ω1 Ñ Ω tel que

det Jϕ ą 0,

nous avons égalité ż

g˝ϕ
ω “

ż

g

ω.

Démonstration. Toute k-forme η sur Ω vérifie l’identité

ϕ˚η|y “ det Jϕpyq η|ϕpyq,

de sorte que le théorème de changement de variable impliqueż

Ω1

ϕ˚η “
ż

Ω1

pdet Jϕqη ˝ ϕ “
ż

Ω

η.

Il s’ensuit queż

g˝ϕ
ω “

ż

Ω1

pg ˝ ϕq˚Ω “
ż

Ω1

ϕ˚g˚ω “
ż

Ω

g˚ω “
ż

g

ω.

�
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Remarque. Le lecteur est invité à remarquer la différence suivante
entre la preuve ci-dessus et le calcul du début du paragraphe 5.3.2.
Dans la preuve ci-dessus nous avons utilisé la propriété (det) pour
le tiré-en-arrière g˚ω et l’endomorphisme dϕpyq P EndpRkq, alors que
dans le calcul du 5.3.2 nous avons utilisé la propriété (det) pour ω
et l’endomorphisme de TpQ obtenu en conjuguant dϕpyq par dgpϕpyqq.
Cette dernière opération faisait sens puisque nous avions supposé que
g était une paramétrisation locale de la sous-variété Q. La situation
considérée dans la proposition ci-dessus est plus générale. Si l’on avait
voulu démontrer la proposition précédente dans le contexte du pa-
ragraphe 5.3.2, nous aurions dû démontrer d’abord que la condition
(det) est stable par tiré-en-arrière. C’est vrai et facile à prouver, mais
cela aurait légérement détourné la discussion du §5.3.2.

Remarque 5.21. Lorsque ϕ : Ω1 Ñ Ω est un difféomorphisme tel que
det Jϕ ă 0, nous avons

ş
g˝ϕ ω “ ´

ş
g
ω.

5.4.1. Variétés orientées. Le fait que l’intégrale d’une k-forme sur une
nappe k-dimensionnelle soit indépendante de la paramétrisation au
signe près nous amène à définir l’intégrale d’une k-forme sur une sous-
variété de dimension k orientée. La notion d’orientation généralise la
notion de “sens de parcours” sur une courbe. À la différence du cas des
courbes, pour lesquelles il existe toujours une orientation, dans le cas
des variétés de dimension supérieure l’existence d’une orientation est
une propriété : il existe des variétés non-orientables en toute dimension
k ě 2.

Comme d’habitude, nous commençons par une discussion au niveau
linéaire, pour ensuite la mettre “en famille” sur une variété.

(I) Orientation d’un espace vectoriel. Soit V un espace vec-
toriel réel de dimension finie. Introduisons la relation d’équivalence
suivante sur l’ensemble des bases de V : deux bases v “ pv1, . . . , vnq
et v’ “ pv1

1, . . . , v
1
nq sont équivalentes si et seulement si la matrice de

passage de v à v’ est de déterminant positif. En d’autres termes, si l’on
peut écrire

vi “
nÿ

j“1

aijv
1
j, i “ 1, . . . , n

avec
detpaijq ą 0.

Définition 5.22. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie.
Une orientation de V est une classe d’équivalence de bases de V pour
la relation d’équivalence précédente.

L’on note rvs, ou rpv1, . . . , vnqs, l’orientation déterminée par une base
v “ pv1, . . . , vnq. L’on parle de choix d’une orientation sur V , ou du
fait d’orienter V .
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Il existe exactement deux orientations sur V : deux bases ne sont pas
équivalentes si et seulement si le déterminant de la matrice de passage
est ă 0. Ces deux orientations sont dites opposées.

Exemple. Soit V un espace vectoriel de dimension 1. Les deux orien-
tations de V sont les deux demi-droites vectorielles ouvertes dans V .

Convention. Un orientation de l’espace vectoriel nul V “ t0u est par
convention un signe ˘1.

Exemple. Soit pe1, . . . , enq la base canonique de Rn. Les deux orienta-
tions de Rn sont rpe1, . . . , enqs et rpe1, . . . , en´1,´enqs.

Soit f : V Ñ W un isomorphisme d’espaces vectoriels de dimension
finie. Étant donnée une orientation o de V , l’on induit une orientation
f˚o de W par la formule

f˚rpv1, . . . , vnqs :“ rpfpv1q, . . . , fpvnqs.
De manière similaire, étant donnée une orientation de W , l’on induit
une orientation f˚o de V . Étant donnés deux isomorphismes f , g nous
avons de manière évidente

pg ˝ fq˚ “ g˚ ˝ f˚, pg ˝ fq˚ “ f˚ ˝ g˚.

Lemme 5.23. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie n.
Une orientation de V correspond de manière canonique à une orienta-
tion de AnpV q.

Démonstration. Puisque dim AnpV q “ 1, le choix d’une orientation de
AnpV q équivaut au choix d’un élément non-nul défini à un scalaire po-

sitif près. Étant donnée une orientation rpv1, . . . , vnqs de V , il existe
une n-forme ω P AnpV q telle que ωpv1, . . . , vnq ą 0, et cette n-forme
est uniquement déterminée à multiplication par un scalaire positif près.
Réciproquement, une orientation rωs de AnpV q détermine une orienta-
tion rpv1, . . . , vnqs de V par la condition ωpv1, . . . , vnq ą 0. �

Exercice 47. Pour tout 0 ď k ď n l’on note

G`
Rpk, nq

la grassmannienne des k-plans orientés dans Rn, dont les éléments sont
les sous-espaces vectoriels de dimension k dans Rn, munis d’une orien-
tation. Montrer que G`

Rpk, nq est naturellement un variété et que l’ap-
plication naturelle G`

Rpk, V q Ñ GRpk, nq qui consiste à ignorer l’orien-
tation est un revêtement double. Détailler le cas particulier k “ 1.

(II) Orientation d’une variété.

Définition 5.24. Soit M une variété. La donnée d’une orientation de
M consiste à choisir en chaque point p P M une orientation op de TpM
de manière à ce que la condition de continuité suivante soit satisfaite :
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pour tout point p il existe une carte locale φ : U Ñ Rn définie au
voisinage de p telle que les orientations de Rn données par

dφppq˚op, p P U
cöıncident. Ici l’on regarde dφppq : TpM Ñ TφppqR

n comme une appli-
cation linéaire à valeurs dans Rn via l’identification TφppqR

n – Rn.

Si M admet une orientation on dit que M est orientable. Lorsque
M est orientable et que l’on a choisi une orientation, on dit que M est
orientée.

Dans le cas n “ 1 le lecteur doit comparer cette définition à la
définition utilisée pour les courbes dans la section 5.2. La définition
ci-dessus n’est qu’en apparence plus générale. En effet, supposons que
M est orientable, soit φ : U Ď M

»Ñ φpUq Ď Rn une carte quelconque
définie sur un ouvert U connexe et soit p P U fixé. L’on montre alors que
l’ensemble des points x P φpUq, tels que l’orientation de Rn donnée par
dφpφ´1pxqq˚oφ´1pxq cöıncide avec l’orientation dφppq˚op, est non-vide,
ouvert, et fermé. Cet ensemble est donc égal à φpUq par connexité.
Nous avons donc démontré l’affirmation suivante :

Proposition 5.25. Soit M une variété orientable et o une orientation
de M . Pour toute carte pU, φq avec U Ď M connexe, les orientations
dφppq˚op de Rn cöıncident. ˝

Une variation sur le même argument montre le résultat suivant.

Lemme 5.26. Soit M une variété orientable connexe et p P M fixé.
Étant donnée une orientation op de TpM , il existe une unique orienta-
tion de M qui cöıncide avec op au point p.

Démonstration. Pour l’existence, choisissons une orientation O de M .
Si Op “ op, alors O convient. Sinon, ´Op est une orientation qui
convient. Pour l’unicité, l’on montre que deux orientations O

1 et O
2 qui

cöıncident au point p doivent être égales en montrant que l’ensemble
des points où elles cöıncident est non-vide, ouvert et fermé. �

Corollaire 5.27. Sur une variété connexe orientable il existe exacte-
ment deux orientations. ˝

Exercice 48 (Critère de non-orientabilité). Soit M une variété ayant
la propriété suivante : il existe deux cartes pU, φq, pV, ψq avec U , V
connexes et telles que det dpφ ˝ ψ´1q ne garde pas signe constant sur
ψpU X V q (en particulier U X V possède au moins deux composantes
connexes). Alors M n’est pas orientable. Application : la bande de
Möbius n’est pas orientable.

L’exercice précédent peut être vu comme un prélude au résultat cen-
tral de cette section, que nous démontrons maintenant.
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Proposition 5.28. Soit M une variété de dimension n. Les affirma-
tions suivantes sont équivalentes.

(1) M est orientable.

(2) M admet un atlas dont toutes les applications de changement de
carte ont une différentielle de déterminant positif.

(3) Il existe une n-forme sur M partout non-nulle, i.e. le fibré en
droites AnpTMq est trivial.

Démonstration. (1)ñ(2). Soit o une orientation sur M . Soit tpUi, φiqu
un atlas sur M dont tous les domaines de carte sont connexes. Nous
allons modifier les cartes pUi, φiq de manière à obtenir un atlas tel que
tous les changements de carte aient une différentielle de déterminant
positif. Soit oRn une orientation fixée sur (l’espace vectoriel) Rn. Soit
A : Rn Ñ Rn une application linéaire fixée de déterminant négatif, par
exemple la réflexion px1, . . . , xn´1, xnq ÞÑ px1, . . . , xn´1,´xnq. Posons

φ̃i :“
"
φi, si dφ˚

i oRn “ o,

A ˝ φi, si dφ˚
i oRn “ ´o.

Chaque application φ̃i : Ui Ñ φ̃ipUiq est un difféomorphisme qui vérifie

dφ̃˚
i oRn “ o.

Ceci implique pour tous i, j la relation

dpφ̃j ˝ φ̃´1
i q˚oRn “ oRn ,

qui équivaut à la condition det dpφ̃j ˝ φ̃´1
i q ą 0.

(2)ñ(1). Soit tpUi, φiqu un atlas tel que det dpφj ˝φ´1
i q ą 0 pour tous

i, j. Soit oRn une orientation fixée sur Rn. Nous munissons chaque Ui
de l’orientation

oi :“ dφ˚
i oRn .

La condition det dpφj ˝ φ´1
i q ą 0 équivaut au fait que, pour tous i, j,

nous avons l’égalité
oi|UiXUj “ oj |UiXUj .

Les orientations oi se recollent donc en une orientation globale de M .

(2)ñ(3). Soit tpUi, φiqu un atlas dont tous les changements de carte
sont de déterminant positif. Notons det :“ dxp1,...,nq P ΩnpRnq. Posons

ωi :“ φ˚
i det P ΩnpUiq.

Soit tρiu une partition de l’unité subordonnée au recouvrement tUiu,
de sorte que supppρiq Ă Ui, 0 ď ρi ď 1 et

ř
i ρi “ 1. Posons

ω :“
ÿ

i

ρiωi P ΩnpMq.

Alors ωppq ‰ 0 pour tout p P M . Ceci découle du fait que pour tout
p P M il existe i tel que ρippq ą 0, et du fait que pour tout p P M
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et pour tous i, j tels que p P Ui X Uj la n-forme ωippq est un multiple
scalaire strictement positif de la n-forme ωjppq. En effet, nous avons

ωippq “ dφippq˚det

“ dpφi ˝ φ´1
j ˝ φjqppq˚det

“ dφjppq˚dpφi ˝ φ´1
j qpφjppqq˚det

“ dφjppq˚ det dpφi ˝ φ´1
j qpφjppqqdet

“ det dpφi ˝ φ´1
j qpφjppqqωjppq.

La n-forme ωppq s’exprime donc comme un multiple strictement positif
de ωippq pour tout i tel que p P Ui. Or ωippq ‰ 0, donc ωppq ‰ 0.

(3)ñ(1). Soit ω P ΩnpMq une n-forme lisse partout non-nulle. Nous
définissons une orientation op “ rpv1, . . . , vnqs sur TpM par la condition

ωppv1, . . . , vnq ą 0.

Montrons que top : p P Mu est bien une orientation sur M . Nous
devons montrer que, pour toute carte pU, φq avec U connexe, les orien-
tations dφppq˚op, p P U sur Rn cöıncident. Puisque dimAnpRnq “ 1
nous obtenons une fonction f : φpUq Ñ R telle que

pφ´1q˚ω “ fdet.

Cette fonction est lisse puisque ω est lisse, et elle ne s’annule pas sur
φpUq puisque ω ne s’annule pas. Puisque φpUq est connexe, nous ob-
tenons que f garde signe constant sur φpUq, ce qui équivaut à dire
que les orientations dφppq˚op, p P U cöıncident : elles sont égales à
rpe1, . . . , enqs lorsque f ą 0, respectivement à l’orientation opposée
´rpe1, . . . , enqs “ rpe1, . . . , en´1,´enqs lorsque f ă 0. �

Exemples-exercices. 1. Nous avons déjà vu que la bande de Möbius
n’est pas orientable. Construire sur la même idée des exemples de
variétés non-orientables en toute dimension n ě 2, comme espaces
totaux de fibrés de rang n´ 1 sur le cercle S1.

2. Les espaces projectifs réels RP n, n ě 1 sont orientables si et
seulement si n est impair.

3. Toute variété complexe possède une orientation canonique.

4. Soit f : M Ñ N lisse, p P N valeur régulière et M orientable.
Alors f´1ppq est orientable.

5. Si une variété contient un ouvert qui n’est pas orientable, alors
elle n’est pas orientable. En déduire que RP 2 n’est pas orientable.

6. Une hypersurface dans Rn`1 est orientable si et seulement si elle
possède un champ de vecteurs normal unitaire continu ou, de manière
équivalente, un champ de vecteurs transverses continu.
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Remarque 5.29. Ce dernier exercice explique le fait que, pour illus-
trer la non-orientabilité de la bande de Möbius vue comme sous-variété
de R3, on utilise souvent la métaphore de la fourmi qui se déplace le
long de l’équateur et arrive au point de départ “de l’autre côté de la sur-
face”. Le lecteur doit remarquer que le point de vue “de la fourmi”, ou
“du vecteur normal unitaire”, est extrinsèque, alors que l’orientabilité
est une propriété intrinsèque. Il est intéressant qu’une propriété ex-
trinsèque (l’existence d’un champ de vecteurs normal unitaire continu)
admette une caractérisation intrinsèque.

Digression : transport d’une orientation le long d’un che-
min. Le revêtement double des orientations.

Comme conséquence du lemme 5.26, nous pouvons définir la notion
importante de transport d’une orientation le long d’un chemin continu.
Étant donné un chemin continu γ : r0, 1s Ñ M et une orientation op
en p :“ γp0q, nous allons définir une orientation oq en q :“ γp1q, notée

oq :“ γ˚op.

Soit 0 “ t0 ă t1 ă . . . ă tN “ 1 une subdivision de l’intervalle r0, 1s
telle que γpti`1q appartient à un ouvert de carte connexe Ui autour
de γptiq, i “ 0, . . . , N ´ 1. Nous définissons des orientations oγptiq par
récurrence sur i “ 0, . . . , N comme suit. L’on pose oγp0q :“ op. Ayant
défini oγptiq, il existe (Lemme 5.26) une unique orientation sur Ui qui
cöıncide avec oγptiq en γptiq, et nous définissons oγpti`1q comme étant la
valeur de cette orientation en γpti`1q.
Exercice 49. Montrer que l’orientation oq “ γ˚op ne dépend ni du
choix de subdivision, ni du choix des ouverts de carte connexes voisi-
nages des points de la subdivision.

Soit maintenant γ : r0, 1s Ñ M un lacet continu, i.e. un chemin
continu tel que γp0q “ γp1q. L’on dit que γ préserve, respectivement
renverse l’orientation si, ayant fixé une orientation op au point base
p :“ γp0q “ γp1q, nous avons γ˚op “ op, respectivement γ˚op “ ´op.
Proposition 5.30. Une variété est orientable si et seulement si tout
lacet sur M préserve l’orientation.

Démonstration (esquisse). Nous pouvons supposer sans perte de géné-
ralité que M est connexe.

Supposons que M est orientable et choisissons une orientation o.
Étant donné un lacet γ et une subdivision 0 “ t0 ă t1 ă . . . ă
tN´1 ă tN “ 1 adaptée au transport des orientations, l’on démontre
par récurrence sur i “ 0, . . . , N que le transport de l’orientation oγp0q
le long de γ|r0,tis est oγptiq. Pour i “ N l’on obtient que γ préserve
l’orientation.
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Supposons maintenant que tout lacet préserve l’orientation. Fixons
p P M et une orientation op de TpM . La variété M est connexe par
arcs. Pour tout q P M il existe un chemin γ reliant p à q, et l’on définit
oq :“ γ˚op. La définition ne dépend pas du choix de γ puisque, pour
un autre choix γ1, le lacet γ1#γ´1 obtenu par concaténation de γ1 et
de t ÞÑ γ´1ptq :“ γp1 ´ tq préserve l’orientation. L’on vérifie alors que
toq : q P Mu est bien une orientation de M . �

Exercice 50. Soient p, q P M et γ0, γ1 : r0, 1s Ñ M deux chemins
continus tels que γ0p0q “ γ1p1q “ p et γ0p1q “ γ1p1q “ q. On dit
que γ0, γ1 sont homotopes à extrémités fixées s’il existe une application
continue γ : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ M , γ “ γps, tq telle que γp0, ¨q “ γ0,
γp1, ¨q “ γ1 et, pour tout s P r0, 1s, le chemin γs :“ γps, ¨q vérifie
γsp0q “ p, γsp1q “ q. Notation : γ0 „ γ1.

Soit op une orientation de TpM . Montrer que γ0 „ γ1 implique

pγ0q˚op “ pγ1q˚op.

Ce phénomène est en relation avec le fait suivant : pour toute variété
M il existe un revêtement double canonique M̄ Ñ M appelé revêtement
des orientations, qui est déterminé par la propriété suivante : la mo-
nodromie le long d’un lacet dans M échange les deux feuillets si et
seulement si le lacet renverse l’orientation. Le revêtement des orienta-
tions M̄ est toujours orientable. Lorsque M est connexe, le revêtement
M̄ est disconnexe si et seulement si M est orientable, dans quel cas les
composantes connexes de M̄ correspondent aux orientations de M .

Le fait de travailler avec des objets orientés ou avec des orientations
mène naturellement à considérer des revêtements doubles. L’exercice
qui suit fournit un exemple supplémentaire.

Exercice 51. Soit V un espace vectoriel de dimension n et fixons
0 ď k ď n. Montrer que l’espace des fonctions ω : V ˆk Ñ R qui
vérifient la condition

(det) pour tout sous-espace W Ă V de dimension k, tout choix de
vecteurs v1, . . . , vk P W , et tout endomorphisme A P EndpW q, l’on a

ωpAv1, . . . , Avkq “ pdetAqωpv1, . . . , vkq,

est en bijection naturelle avec l’espace des fonctions

f : G`pk, V q Ñ R

définies sur la grassmannienne des k-plans orientés dans V , qui vérifient

fp´W q “ ´fpW q, W P G`pk, V q.
Ici ´W désigne l’élément de G`pk, V q qui a le même sous-espace sous-
jacent que W , muni de l’orientation opposée.

Fin de la digression.
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5.4.2. Intégrale d’une forme différentielle sur une variété orientée. Soit
M une variété orientée de dimension n et ω P ΩnpMq. Nous définissons
dans ce paragraphe l’intégrale

(5.3)

ż

M

ω.

Ceci fournit par ailleurs une définition de l’intégrale

ż

Q

ω

lorsque ω P ΩkpMq etQ Ă M est une sous-variété orientée de dimension
k. En effet, la restriction de ω à la sous-variété Q, notée encore ι˚ω avec
ι : Q ãÑ M l’inclusion, définit une forme de degré maximal sur Q, à
laquelle on peut appliquer la définition (5.3).

Soit M une variété orientée. On dit qu’un atlas tpUi, φiqu est compa-
tible avec l’orientation deM si, pour tout i, l’orientation de Ui est égale
à dφ˚

i rpe1, . . . , enqs, avec pe1, . . . , enq la base canonique de Rn. Dans ce
cas nous avons det dpφi ˝ φ´1

j q ą 0 pour tous i, j.

Proposition-Définition 5.31. Soit M une variété orientée de di-
mension n et ω P ΩnpMq. Soient tpUi, φiqu un atlas compatible avec
l’orientation de M et tρiu une partition de l’unité subordonnée au re-
couvrement pUiq. La quantité

ż

M

ω :“
ÿ

i

ż

φ´1

i

ρiω

“
ÿ

i

ż

φipUiq
ρipφ´1

i pxqqωφ´1

i pxqpdφ´1
i pxq ¨ e1, . . . , dφ´1

i pxq ¨ enq dx.

ne dépend pas des choix. On l’appelle intégrale de ω sur M .

Démonstration. Soit pVj , ψjq un autre atlas compatible avec l’orienta-
tion et tηju une partition de l’unité subordonnée au recouvrement pVjq.
Alors pUi X Vjqi,j est un recouvrement ouvert de M et tρiηjui,j est une
partition de l’unité subordonnée à ce recouvrement. Aussi, pour tous
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i, j nous avons det dpφi ˝ ψ´1
j q ą 0. Nous calculons

ÿ

i

ż

φ´1

i

ρiω “
ÿ

i

ż

φ´1

i

ρip
ÿ

j

ηjqω

“
ÿ

i,j

ż

φ´1

i

ρiηjω

“
ÿ

i,j

ż

φ´1

i |φipUiXVj q

ρiηjω

“
ÿ

i,j

ż

φ´1

i ˝φi˝ψ´1

j |ψjpUiXVjq

ρiηjω

“
ÿ

i,j

ż

ψ´1

j
|ψjpUiXVjq

ρiηjω

“
ÿ

i,j

ż

ψ´1

j

ρiηjω

“
ÿ

j

ż

ψ´1

j

p
ÿ

i

ρiqηjω

“
ÿ

j

ż

ψ´1

j

ηjω.

La troisième égalité utilise le fait que le support de ρiηj est contenu dans
Ui X Vj. La quatrième égalité est le point clé du calcul : c’est la propo-
sition 5.20 appliquée au difféomorphisme φi ˝ψ´1

j , dont la différentielle
est de déterminant positif puisque les atlas que nous considérons sont
compatibles avec l’orientation de M . La cinquième égalité est simple-
ment la transcription du fait que φ´1

i ˝φi “ Id. La deuxième moitié du
calcul est l’analogue en sens inverse de la première moitié. �

Remarque. Le lecteur est invité à comparer la définition de l’intégrale
donnée ci-dessus avec la définition de l’intégrale d’une 1-forme au pa-
ragraphe 5.2. La définition que nous venons de donner est beaucoup
plus robuste : à la différence de la définition du §5.2 elle n’utilise pas
d’information sur la combinatoire des intersections des ouverts Ui. Ce
manque d’information est contourné par l’utilisation d’un outil autre-
ment puissant, les partitions de l’unité.

Il est également utile de remarquer que les deux preuves de l’indépen-
dance par rapport aux choix reposent en dernier ressort sur le fait
de considérer des intersections Ui X Vj. C’est un exercice utile que de
démontrer l’équivalence des deux définitions dans le cas n “ 1.

Remarque. L’intégrale
ş
M
ω doit être comprise au sens de Lebesgue,

comme nous l’avons déjà précisé à plusieurs reprises. Lorsque la variété
M est compacte, ou lorsque la forme différentielle ω est à support
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compact, l’intégrale est toujours définie. Dans les autres cas, nous sup-
posons tacitement que l’intégrale est définie. L’existence de l’intégrale
pour un choix tpUi, φiqu, pρiq est équivalente à l’existence de l’intégrale
pour tout autre choix, avec égalité des quantités correspondantes.

Les propriétés qui suivent découlent directement de la définition.

1. Soit M “ YiMi une décomposition en union disjointe de variétés
(de même dimension). Alors

ż

M

ω “
ÿ

i

ż

Mi

ω|Mi
.

2. Notons ´M la variété M munie sur chaque composante connexe
de l’orientation opposée. Alors

ż

´M
ω “ ´

ż

M

ω.

3. Un sous-ensemble A Ă M est dit de mesure nulle s’il peut être
recouvert par une famille dénombrable d’ouverts de carte pUi, φiq tels
que la mesure de Lebesgue de l’ensemble φipA X Uiq Ă Rn soit nulle
pour tout i. La définition ne dépend pas du choix de cartes puisque les
ensembles de mesure nulle sont préservés par les difféomorphismes de
Rn.

Soit A Ď M un fermé de mesure nulle. Alors
ż

M

ω “
ż

MzA
ω.

Cette propriété est particulièrement utile pour faire des calculs ex-
plicites. Elle permet souvent de ramener le calcul d’une intégrale de
n-forme sur une variété au calcul de l’intégrale sur un unique ouvert de
carte. Ainsi, dans la pratique, nous ne devons jamais utiliser de par-
tition de l’unité explicite. Exemple : en utilisant l’atlas fourni par les
projections stéréographiques sur la sphère Sn, une intégrale sur Sn est
égale à l’intégrale sur la sphère privée du pôle nord, qui à son tour se
réduit au calcul d’une intégrale sur Rn.

Exemple. Considérons S2 :“ tx P R3 : }x} “ 1u et ω P Ω2pS2q
donnée par ωxpX, Y q :“ detpx|X|Y q, où X, Y P TxS

2 – xK et les
vecteurs x, X , Y sont écrits comme des vecteurs colonnes dans le
déterminant. Munissons S2 de l’orientation suivante : la base pX, Y q
de TxS

2 est par définition positive si rpx,X, Y qs “ rpe1, e2, e3qs en tant
qu’orientations de R3. Nous avons alors

ż

S2

ω “ 4π.



126

4. Soient P , M deux variétés orientées de même dimension et ϕ :
P Ñ M un difféomorphisme qui préserve l’orientation. Alorsż

M“ϕpP q
ω “

ż

P

ϕ˚ω.

Cette même égalité peut être écrite de manière formelle sous la forme

xω, ϕpP qy “ xϕ˚ω, P y.
Ici x¨, ¨y désigne l’appariement entre formes et (sous-)variétés donné par
l’intégration. Le fait de tirer en arrière une forme différentielle apparait
ici comme étant dual à l’évaluation d’un difféomorphisme sur une (sous-
)variété. Nous rejoignons ainsi le thème de la dualité par lequel nous
avons ouvert notre étude des formes différentielles.

Exercice-définition (volume d’une hypersurface orientée de
Rn`1). Soit Mn Ă Rn`1 une hypersurface orientée dans Rn`1 et soit
ν : M Ñ Rn`1 le champ de vecteurs normal unitaire déterminé par
l’orientation. Ainsi νpxq est l’unique vecteur de Rn ayant les propriétés
suivantes :

νpxq K TxM, }νpxq} “ 1

et
rpνpxq, v1, . . . , vnqs “ rpe1, . . . , en`1qs

pour toute base positive pv1, . . . , vnq de TxM . L’application ν : M Ñ
Rn`1 est alors lisse.

Nous définissons une n-forme ω P ΩnpMq par

ωxpv1, . . . , vnq :“ detpνpxq|v1| . . . |vnq, v1, . . . , vn P TxM.

C’est une n-forme différentielle lisse sur M , que l’on appelle forme
volume. Le volume n-dimensionnel de M est défini comme

volpMq :“
ż

M

ω.

N.B. : cette construction est une instance particulière de la définition
du volume d’une variété riemannienne orientée (cf. plus bas).

Exercice. Comment définir le volume n-dimensionnel d’une hypersur-
face quelconque de Rn`1, pas nécessairement orientée ou orientable ?
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5.5. Formule de Stokes. Variétés à bord. Différentielle extéri-
eure. Cohomologie de De Rham.

Dans cette section nous allons généraliser aux formes différentielles
la “formule fondamentale du calcul différentiel et intégral” (FFCDI)

ż b

a

f 1ptq dt “ fpbq ´ fpaq.

Ici a, b P R avec a ă b et f : ra, bs Ñ R est une fonction (dérivable à
dérivée continue). Vous avez déjà fait l’expérience de l’utilité de cette
formule dans des calculs explicites, quoique sa vraie importance réside
dans le fait qu’elle fournit une interprétation de l’intégrale comme
manière de construire des primitives de fonctions. (Étant donnée une
fonction (continue) g : ra, bs Ñ R, la fonction x ÞÑ

şx
a
gptq dt est une

primitive de g.)

Écrivons la formule précédente de manière équivalente sous la forme

(5.4)

ż

ra,bs
df “

ż

ta,bu
f.

En effet, nous avons déjà vu que l’on peut – et l’on doit - interpréter le
symbole f 1ptq dt comme une 1-forme définie sur l’intervalle ra, bs, auquel
cas l’on a f 1ptq dt “ df . Le membre de gauche devient une intégrale de
1-forme sur la variété “à bord” ra, bs. Pour ce qui est du membre de
droite, souvenons-nous que l’intégrale désigne fondamentalement une
Somme (souvent infinie), d’où la notation

ş
. L’on pense à ta, bu comme

étant un espace discret muni d’un “mesure avec signe” : chaque point
est de mesure ˘1, en l’occurence b est de mesure `1 et a est de mesure
´1, et l’intégrale

ş
ta,bu f vaut dans ce cas fpbq ´ fpaq.

Nous allons généraliser la formule (5.4) sous la forme suivante.

Théorème 5.32 (Formule de Stokes). Soit Mn une variété de dimen-
sion n ě 1 orientée à bord et ω P Ωn´1pMq une pn´1q-forme à support
compact. Nous avons l’égalité

(5.5)

ż

M

dω “
ż

BM
ω.

Ici BM désigne le bord deM muni de l’orientation induite, dω P ΩnpMq
désigne la différentielle extérieure de ω, et dans le membre de droite on
sous-entend que l’on intègre la restriction de ω à BM .

Dans l’énoncé du théorème le support de ω désigne, sans surprise,
l’ensemble fermé

supppωq :“ tp P M : ωp ‰ 0u.
Lorsque M est compacte, l’hypothèse de compacité sur le support est
redondante.
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Nous allons expliquer dans ce paragraphe la notion de variété à bord,
la notion de différentielle extérieure et celle de produit extérieur de
formes, et nous allons démontrer la formule de Stokes. L’analogie entre
les identités (5.4) et (5.5) est la suivante :

FFCDI Stokes

ra, bs Ă R intervalle compact Mn variété compacte orientée à bord

ta, bu Ă ra, bs BM Ă M bord orienté

f : ra, bs Ñ R fonction (0-forme) ω P Ωn´1pMq

f 1ptq dt différentielle extérieure dω

ş
ra,bs f

1ptq dt
ş
M
dω

ş
ta,bu f

ş
BM ω

Si l’on continue l’analogie, l’on pourrait croire que la formule de
Stokes sert aussi à construire des “primitives” de formes différentielles
(une forme η est dite être “primitive” d’une forme ω si dη “ ω). C’est
presque vrai. L’existence de primitives de formes différentielles lisses
n’est pas automatique, l’obstruction étant de nature à la fois locale et
globale. L’étude de l’existence de primitives débouche sur ce que l’on
appelle cohomologie de De Rham (le nom rend honneur à son inventeur
Georges de Rham, mathématicien suisse, 1903-1990 ; cf. plus bas).
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5.5.1. Variétés à bord.

(I) Préliminaires dans Rk. On note

Rk
` :“ tpx1, . . . , xkq P Rk : xk ě 0u

et on l’appelle demi-espace supérieur dans Rk. De façon heuristique,
les variétés à bord sont des espaces modelés de façon différentiable sur
les ouverts de Rk

`.

On note

intpRk
`q :“ tpx1, . . . , xkq P Rk

` : xk ą 0u
et on l’appelle intérieur de Rk

`. On note

BRk
` :“ tpx1, . . . , xk´1, xkq P Rk

` : xk “ 0u
et on l’appelle bord de Rk

`. On a une identification naturelle

Rk´1 – BRk
`, px1, . . . , xk´1q ÞÑ px1, . . . , xk´1, 0q.

De manière évidente

Rk
` “ intpRk

`q \ BRk
`.

Par définition, un ouvert de Rk
` s’écrit comme intersection d’un ou-

vert de Rk avec Rk
`. Les ouverts de Rk

` sont par conséquent de deux
types : ceux qui sont contenus dans intpRk

`q, qui sont aussi des ouverts
de Rk, et ceux qui intersectent BRk

`. Dans ce dernier cas, l’intersection
est un ouvert de Rk´1 ” BRk

`. Les ouverts du deuxième type ne sont
pas des ouverts de Rk.

Définition 5.33. Soit U Ď Rk
` un ouvert. Une application ϕ : U Ñ Rn

est dite lisse si elle admet au voisinage de chaque point x P U une
extension lisse à un ouvert de Rk contenant x.

Lorsque U Ď intpRk
`q, c’est-à-dire lorsque U est aussi un ouvert de

Rk, cette définition cöıncide avec la définition habituelle de la lissité.
Lorsque U X BRk

` ‰ H, l’application ϕ est lisse au sens habituel sur
U X intpRk

`q, et pour chaque point x P U X BRk
` elle est localement la

restriction d’une application lisse définie sur un voisinage ouvert de x
dans Rk.

Une observation importante dans notre contexte est la suivante.

Proposition-Définition 5.34. Soit ϕ : U Ď Rk
` Ñ Rn une applica-

tion lisse définie sur un ouvert U de Rk
`. Pour tout point x P U la

différentielle de ϕ en x est bien définie en tant qu’application linéaire

dϕpxq : Rk Ñ Rn

par la formule

dϕpxq :“ dϕ̃pxq,



130

où ϕ̃ est une extension lisse arbitraire définie sur un voisinage ouvert
de x dans Rk.

Démonstration. Lorsque x P U X intpRk
`q, toute extension ϕ̃ cöıncide

avec ϕ sur un voisinage de x dans Rk et la formule décrit la différentielle
habituelle dϕpxq.

Soit x P UXBRk
` et soient ϕ̃ : Ũ Ñ Rn, ϕ̃1 : Ũ 1 Ñ Rn deux extensions

lisses définies sur des voisinages ouverts Ũ , Ũ 1 de x dans Rk. Nous allons
utiliser les dérivées directionnelles pour montrer que dϕ̃pxqξ “ dϕ̃1pxqξ
pour tout ξ P Rk. L’observation principale est que, pour tout vecteur
ξ P Rk, l’alternative suivante est vérifée :

ou bien ξ P Rk
`, ou bien ´ξ P Rk

`.

Soit ξ P Rk
`. Alors x ` tξ P Ũ X Ũ 1 X U pour t P R assez petit, de

sorte que ϕ̃px ` tξq “ ϕpx` tξq “ ϕ̃1px ` tξq pour t assez petit. Ainsi

dϕ̃pxqξ “ lim
tÑ0

ϕ̃px` tξq ´ ϕ̃pxq
t

“ lim
tÑ0

ϕpx` tξq ´ ϕpxq
t

“ lim
tÑ0

ϕ̃1px ` tξq ´ ϕ̃1pxq
t

“ dϕ̃1pxqξ.

Soit maintenant ξ tel que ´ξ P Rk
`. Par R-linéarité et en utilisant le

cas précédent nous obtenons

dϕ̃pxqξ “ ´dϕ̃pxqp´ξq “ ´dϕ̃1pxqp´ξq “ dϕ̃1pxqξ.
�

Exercice 52. Soit ϕ : U Ñ V un difféomorphisme entre des ouverts de
Rk

`, i.e. une application bijective lisse dont l’inverse est lisse. Montrer
que la différentielle dϕpxq est bijective en chaque point x P U , avec
dϕpxq´1 “ dpϕ´1qpϕpxqq.

(II) Définition des variétés à bord.

Définition 5.35. Une variété de dimension k à bord est un espace
topologique M muni d’une famille tpUi, φiquiPI de paires pUi, φiq telles
que :
— la famille pUiq est un recouvrement ouvert de M ;
— chaque φi : Ui Ñ φipUiq Ď Rk

` est un homéomorphisme sur son
image, qui est un ouvert du demi-espace supérieur Rk

` ;
— pour tous i, j P I l’application

φj ˝ φ´1
i : φipUi X Ujq »Ñ φjpUi X Ujq

est un difféomorphisme.
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On note intpMq l’ensemble des points p P M qui admettent une carte
modelée sur un ouvert de intpRkq et on l’appelle intérieur de M . On
note

BM :“ MzintpMq
et on l’appelle bord de M . Par définition

M “ intpMq \ BM.

Exercice 53. Montrer que les notations intpMq et BM sont compa-
tibles avec les notations du paragraphe (I) lorsque M “ Rk

`.

Puisque intpRk
`q est difféomorphe à Rk (exercice !), il s’ensuit que

toute variété au sens habituel est aussi une variété à bord au sens de
la définition précédente, le bord étant vide.

Convention de terminologie.Nous désignerons par variété à bord
une variété au sens de la définition 5.35, le bord pouvant être vide.
Nous désignerons par variété sans bord, ou simplement variété, une
variété au sens de la définition 1.12.

Proposition 5.36. Soit Mk une variété de dimension k à bord. Alors
BM est une variété sans bord de dimension k ´ 1.

Démonstration. Étant donné un atlas tpUi, φiqu sur M , la famille

tpUi X BM,φi|UiXBM qu
constitue un atlas pour BM , modelé sur des ouverts de BRk ” Rk´1.
Noter que Ui X BM “ φ´1

i pφipUiq X BRkq. �

Une manière utile de reformuler la proposition précédente est d’écrire

(5.6) BpBMq “ H.

(III) Exemples. Nous avions pris comme source primaire d’exemples
de variétés les sous-variétés de RN , ou encore les préimages de valeurs
régulières de fonctions lisses. La source primaire d’exemples de variétés
à bord est constituée par les ensembles de sous-niveau de fonctions à
valeurs réelles.

Étant donnée une variété M et une fonction lisse f : M Ñ R, on
appelle ensemble de sous-niveau de f une partie de M de la forme
tp P M : fppq ď au avec a P R. On le note encore tf ď au, ou Mďa

lorsqu’il n’y a pas de confusion possible quant à la fonction f utilisée.
On note aussi Măa :“ tf ă au.
Proposition 5.37. Soit M une variété et f : M Ñ R une fonc-
tion lisse. Pour toute valeur régulière a P R, l’ensemble de sous-niveau
Mďa Ď M est une variété à bord, avec

BMďa “ f´1paq, intpMďaq “ Măa.
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Esquisse de preuve. Puisque Măa Ď M est un ouvert, donc une sous-
variété, il suffit de vérifier la définition aux points de f´1paq. L’énoncé
est là une conséquence directe de la définition d’une variété à bord et
du théorème de la submersion locale. �

Ce résultat nous permet de donner des exemples non-triviaux de
variétés à bord sous la forme de domaines à bord dans Rn : boules
fermées dans Rn, ellipsöıdes fermés dans Rn, et plus généralement do-
maines fermés D Ď Rn définis par une équation de la forme tf ď au,
avec f : Rn Ñ R lisse et a P R valeur régulière. Les hémisphères fermés
dans Sn sont aussi des variétés à bord.

Exercice 54. Soit M une variété (sans bord) et B Ă M une boule
ouverte. Alors MzB est une variété à bord. (Par “boule ouverte” on
entend un ensemble de la forme φ´1pBnq, où φ : U Ñ Rn est une carte
et Bn Ă φpUq est une boule euclidienne ouverte telle que B̄n Ă φpUq.)

(IV) Espace tangent en un point du bord.

La proposition-définition 5.34 nous permet de définir l’espace tan-
gent en tant qu’espace vectoriel même aux points du bord, ainsi que
la différentielle d’une application lisse en tant qu’application linéaire.
Les définitions sont formellement les mêmes que pour les variétés sans
bord : étant donné un atlas tpUi, φiqu surM , un élément de l’espace tan-
gent TpM est une classe d’équivalence rpi, ξqs par rapport à la relation
d’équivalence

pi, ξq „ pj, ηq ô dpφj ˝ φ´1
i qpxqξ “ η, x “ φippq.

Étant donnée une application lisse f : M Ñ N entre deux variétés
munies d’atlas tpUi, φiqu et tpVj, ψjqu, la différentielle dfppq : TpM Ñ
TfppqN agit par

dfppqrpi, ξqs :“ rj, dpψj ˝ f ˝ φ´1
i qpxqξs, x “ φippq.

Le point important est que, en tout point p P BM , l’espace tangent au
bord TpBM est naturellement un sous-espace vectoriel de codimension
1 dans TpM :

TpBM Ă TpM,

avec
TpBM ” trpi, ξqs : ξ P Rk´1 ˆ t0u ” BRk

` Ă Rku.
(IV) Orientation induite sur le bord.La notion de variété à
bord orientable, ainsi que celle d’orientation, sont définies exactement
de la même manière que pour les variétés sans bord. L’aspect nouveau
est le suivant.

Proposition-Définition 5.38. Soit Mk une variété orientable à bord.
Le bord BM est alors orientable.
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Plus précisément, une orientation o sur M induit une orientation
oBM sur BM , dite orientation de la normale sortante, de la manière
suivante. Pour tout p P BM , on choisit un vecteur tangent ν “ rpi, ξqs P
TpM avec ξ R Rk

` (“vecteur sortant”). Une base pv1, . . . , vk´1q de TpBM
définit oBM |p si et seulement si

rpν, v1, . . . , vk´1qs “ op.

Esquisse de preuve. L’on vérifie directement que la définition de oBM |p
ne dépend pas du choix de ν.

Soit alors tpUi, φiqu un atlas sur M tel que det dpφi ˝ φ´1
j q ą 0

pour tous i, j. L’atlas induit sur BM , constitué des pVi, ψiq :“ pUi X
BM,φi|UiXBM q a aussi la propriété que det dpψi ˝ ψ´1

j q ą 0. Il s’ensuit
que BM est orientable, et l’on vérifie en utilisant l’exemple ci-dessous
que l’orientation induite par l’atlas tpVi, ψiqu cöıncide en tout point
avec p´1qkoBM . En particulier oBM définit bien une orientation. �

Exemple 5.39. Soit ok l’orientation sur Rk
` déterminée par la base

canonique pe1, . . . , ekq. L’on identifie BRk
` “ Rk´1 ˆ t0u avec Rk´1.

Alors
okBRk`

“ p´1qkok´1.

En effet, en un point x P BRk
` un vecteur sortant est donné par ´ek.

L’orientation ok´1|x est celle déterminée par la base pe1, . . . , ek´1q, mais

rp´ek, e1, . . . , ek´1qs “ p´1qk´1rpe1, . . . , ek´1,´ekqs “ p´1qkok|x.

(V) Digression : théorie de Morse, ou “saucissonage des
variétés”.

Toutes les constructions de variétés que nous avons présentées jus-
qu’ici étaient de nature globale. Ceci est en contraste flagrant avec la
philosophie du calcul différentiel, qui voit les variétés comme étant lo-
calement modelées sur des morceaux simples “standard”, à savoir les
boules ouvertes dans Rk. L’on sent le besoin d’avoir à disposition un
outil pour “casser” une variété en morceaux “simples”. C’est ce que
réalise la théorie de Morse.

Théorème 5.40 (Premier théorème de la théorie de Morse.). Soit
f : M Ñ R une fonction lisse définie sur une variété compacte et
ra, bs Ă R un intervalle constitué de valeurs régulières. Alors f´1paq et
f´1pbq sont difféomorphes, et

Mďa » Mďb.

˝

Ce théorème fournit une manière de “discrétiser” l’étude d’une vari-
été. Supposons que la fonction f possède un nombre fini de valeurs
critiques c1 ă . . . ă cℓ et imaginons que le paramètre réel a varie entre
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´8 et `8 de manière croissante. Tant que l’on ne franchit pas de
valeur critique, la topologie globale de l’ensemble de sous-niveau ne
change pas. Lorsque l’on franchit un niveau critique, la topologie glo-
bale de l’ensemble de sous-niveau change. Le deuxième théorème de la
théorie de Morse décrit de manière précise ce changement, pour une
classe générique de fonctions dites fonctions de Morse. Le changement
est le suivant : lorsque l’on franchit un niveau critique, le nouvel en-
semble de sous-niveau s’obtient à partir du précédent par attachement
d’un objet standard, appelé anse d’indice λ, avec λ un entier compris
entre 0 et k. Les variétés à bord jouent un rôle central en théorie de
Morse à travers la proposition 5.37. Le lecteur curieux pourra se fami-
liariser avec les premiers éléments de cette théorie en lisant le premier
chapitre du livre classique de J. Milnor, Morse theory.
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5.5.2. Produit extérieur de formes différentielles. Nous définissons
dans ce paragraphe une structure d’algèbre graduée sur l’espace des
applications multilinéaires alternées sur un espace vectoriel, respecti-
vement sur l’espace des formes différentielles sur une variété.

(I) Préliminaires linéaires.

Soit V un espace vectoriel réel et posons

A˚pV q :“
à
kě0

AkpV q.

On note |α| “ k lorsque α P AkpV q et on l’appelle degré de α.

Pour k, ℓ ě 0 considérons l’application bilinéaire

^ : AkpV q ˆ AℓpV q Ñ Ak`ℓpV q
définie par

pα ^ βqpv1, . . . , vk`ℓq

:“ 1

k!ℓ!

ÿ

σPSk`ℓ

p´1qǫpσqαpvσp1q, . . . , vσpkqqβpvσpk`1q, . . . , vσpk`ℓqq.

Par définition nous avons A0pV q “ R et α P A0pV q agit par αpHq :“ α.
La restriction de ^ à A0pV qˆA0pV q cöıncide donc avec la multiplication
dans R.

On étend ^ à une application bilinéaire

^ : A˚pV q ˆ A˚pV q Ñ A˚pV q
et on appelle cette dernière produit extérieur (des applications multi-
linéaires alternées).

Lemme 5.41. Le produit extérieur ^ est associatif, i.e.

pα ^ βq ^ γ “ α ^ pβ ^ γq,
et commutatif au sens gradué, i.e.

α ^ β “ p´1q|α|¨|β|β ^ α.

Démonstration. L’associativité découle en montrant par un calcul di-
rect l’identité`

pα ^ βq ^ γ
˘
pv1, . . . , vk`ℓ`mq

“ 1

k!ℓ!m!

ÿ

σPSk`ℓ`m

ǫpσqαpvσp1q, . . . , vσpkqqβpvσpk`1q, . . . , vσpk`ℓqq

γpvσpk`ℓ`1q, . . . , vσpk`ℓ`mqq
“

`
α ^ pβ ^ γq

˘
pv1, . . . , vk`ℓ`mq.

L’on remarquera que le coefficient 1{k!ℓ! dans la définition de ^ joue
un rôle essentiel dans la preuve.
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Pour la commutativité, considérons la permutation

τ :“
ˆ

1 . . . ℓ ℓ ` 1 . . . ℓ ` k

k ` 1 . . . k ` ℓ 1 . . . k

˙
.

La signature de cette permutation est ǫpτq “ p´1qkℓ. Nous obtenons
pα^ βqpv1, . . . , vk`ℓq

“ 1

k!ℓ!

ÿ

σPSk`ℓ

ǫpστ´1qαpvστ´1p1q, . . . , vστ´1pkqq

βpvστ´1pk`1q, . . . , vστ´1pk`ℓqq
“ ǫpτ´1qpβ ^ αqpv1, . . . , vk`ℓq
“ p´1q|α|¨|β|pβ ^ αqpv1, . . . , vk`ℓq.

Nous avons utilisé le fait que la signature ǫ : Sk`ℓ Ñ t˘1u est un
morphisme de groupes. �

Exercice 55. Montrer que

pα ^ βqpv1, . . . , vk`ℓq
:“

ÿ

σ P Sk`ℓ

σp1q ă . . . ă σpkq
σpk ` 1q ă . . . ă σpk ` ℓq

p´1qǫpσqαpvσp1q, . . . , vσpkqqβpvσpk`1q, . . . , vσpk`ℓqq.

Définition 5.42. Un espace vectoriel gradué est un espace vectoriel
de la forme

‘kPZVk,

noté aussi V˚, avec Vk espace vectoriel pour tout k. Les éléments de Vk
sont appelés éléments de degré k. Pour v P Vk on note |v| :“ k.

Une algèbre graduée est un espace vectoriel gradué muni d’un produit
¨ associatif et bilinéaire tel que Vk ¨ Vℓ Ď Vk`ℓ. Une algèbre graduée est
dite commutative (au sens gradué) si v ¨ w “ p´1q|v|¨|w|w ¨ v.

La discussion précédente montre que

pA˚pV q,^q
est une algèbre graduée commutative.

Exercice 56. Soit V “ Rn et considérons les formes linéaires

dx1, . . . , dxn P A1pRnq “ pRnq˚

constituant la base duale de la base canonique pe1, . . . , enq. Pour tout
multi-indice pi1, . . . , ikq, ordonné ou pas, nous avons l’égalité

dxi1 ^ . . .^ dxik “ dxpi1,...,ikq.
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Ceci montre que A˚pRnq est engendré en tant qu’algèbre par les
éléments 1, dx1, . . . , dxn, ou encore par A0pRnq ‘ A1pRnq. De manière
générale, si V est un espace vectoriel (de dimension finie) alors l’algèbre
A˚pV q est engendrée par A0pV q ‘ A1pV q. Le lecteur pourra penser à
l’analogie suivante : l’algèbre RrX1, . . . , Xns des polynômes à n va-
riables est engendrée par 1, X1, . . . , Xn.

Exercice 57. Montrer que

dxi ^ dxi “ 0,

et
dxI ^ dxJ “ 0 si I X J ‰ H.

Exercice 58. Soit V un espace vectoriel. Montrer que pour tout α P
V ˚ “ A1pV q l’on a

α ^ α “ 0.

Montrer qu’une famille tα1, . . . , αℓu Ă V ˚ de formes linéaires est
libre si et seulement si

α1 ^ . . .^ αℓ ‰ 0.

Exemple 5.43. Plaçons-nous dans Rn et notons

det :“ dxp1,...,nq

la n-forme multilinéaire alternée qui associe à un tuple de n vecteurs
le déterminant de la matrice n ˆ n déterminée par les coordonnées de
ces n vecteurs dans la base canonique.

L’égalité
dx1 ^ dxp2,...,nq “ det

n’est rien d’autre que la règle de calcul du déterminant par développe-
ment selon la première ligne ! De manière similaire, l’égalité

dxp1,...,kq ^ dxpk`1,...,nq “ det

n’est rien d’autre que la règle de calcul du déterminant par développe-
ment simultané selon les k premières lignes. Cette dernière règle est
moins connue, mais elle est bien mentionnée dans certains manuels
d’algèbre linéaire. La raison pour laquelle l’on est rarement amenés à
l’utiliser (si jamais !) est que l’on peut très bien calculer un déterminant
de manière itérative en développant uniquement selon des lignes. C’est
une manifestation a posteriori du fait que A˚pRnq est engendrée en
tant qu’algèbre par (1 et) les dxi.

(II) Produit extérieur de formes différentielles. Soit M
une variété. Le produit extérieur sur chaque A˚pTpMq, p P M induit
un produit commutatif (au sens gradué) sur

Ω˚pMq :“
à
kě0

ΩkpMq



138

via

pω ^ ηq|p :“ ωp ^ ηp, p P M.

Le fait que ω ^ η soit une forme lisse se vérifie directement en coor-
données locales : si ω “ ř

I ωIdx
I et η “ ř

J ηJdx
J sur un ouvert de

carte pU, φ “ px1, . . . , xnqq, alors
ω ^ η “

ÿ

I,J

ωIηJdx
I ^ dxJ

sur U . Chaque produit ωIηJ de fonctions lisses est lisse, et chaque
produit dxI ^dxJ est soit nul, soit égal au signe près à un dxK , avec K
multi-indice ordonné de longueur |I| ` |J |. Ainsi ω ^ η s’écrit comme
une combinaison linéaire à coefficients lisses de tels dxK , ce qui signifie
que ω ^ η est lisse.

Il découle directement de la discussion précédente que

pΩ˚pMq,^q
est une algèbre graduée commutative.

Il est important de remarquer le fait que le produit extérieur des
formes étend le produit des fonctions, ou encore que la restriction de
^ à Ω0pMq “ FpMq cöıncide avec le produit des fonctions.

(III) Algèbre tensorielle. Algèbre extérieure.

La définition du produit extérieur de formes multilinéaires alternées
peut sembler ad hoc. Une première manière de le rendre naturel est de
le considérer dans la perspective du développement des déterminants
selon les lignes, ou plus généralement selon les multi-lignes, comme
dans l’exemple 5.43. Une autre manière de le rendre naturel est de le
considérer dans la perspective des puissances extérieures d’un espace
vectoriel, qui repose elle-même sur la définition du produit tensoriel
d’espaces vectoriels. C’est le contenu de ce paragraphe.

Nous limitons notre présentation aux espaces vectoriels (réels), dans
quel cas le produit tensoriel constitue juste un élément de langage
convenable. Le lecteur est invité à se familiariser avec le produit ten-
soriel de modules sur des anneaux quelconques, qui lui, possède un
contenu mathématique non-trivial (voir par exemple le livre de Serge
Lang, Algebra).

(III.1) Produit tensoriel d’espaces vectoriels.

Le produit tensoriel est une manière de transformer un problème de
nature bilinéaire/multilinéaire en un problème linéaire.

Définition 5.44. Soient V , W deux espaces vectoriels (réels). Un pro-
duit tensoriel de V et W est un couple pV b W,πq, avec

π : V ˆ W Ñ V b W
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une application bilinéaire, qui satisfait la propriété d’universalité sui-
vante : pour tout espace vectoriel F et pour toute application bilinéaire
f : V ˆW Ñ F , il existe une unique application linéaire f̄ : V bW Ñ F

telle que f̄ ˝ π “ f :

V ˆ W

π

��

f // F

V b W
D!f̄

77

Le produit tensoriel est uniquement défini à unique isomorphisme
près, comme tout objet défini par une propriété d’universalité (voir la
discussion de la section 1.3). L’existence est prouvée par la construction
explicite suivante :

V bW :“ VectpV ˆ W q{B,
où VectpV ˆ W q désigne l’espace vectoriel (de dimension infinie !) en-
gendré par les éléments de V ˆW et B désigne le sous-espace engendré
par lés éléments de VectpV ˆ W q de la forme

pv ` v1, wq ´ pv, wq ´ pv1, wq,
pv, w ` w1q ´ pv, wq ´ pv, w1q,

pλv, wq ´ λpv, wq,
pv, λwq ´ λpv, wq,

avec v, v1 P V , w,w1 P W , λ P R. La projection π : V ˆ W Ñ V b W

est définie par

πpv, wq :“ rpv, wqs,
où rpv, wqs désigne la classe d’équivalence de pv, wq dans l’espace quo-
tient VectpV ˆ W q{B. L’application π est bilinéaire par construction
de V bW . Par abus de langage l’on appelle V bW le produit tensoriel
de V et W , sans plus mentionner la projection π.

Exercice fondamental.Vérifier que le couple pV b W,πq vérifie la
propriété d’universalité du produit tensoriel.

Notation.L’on note

v b w :“ rpv, wqs
et on l’appelle monôme tensoriel, ou simplement monôme.

Par construction tout élément de V bW est combinaison linéaire de
monômes

ř
i λivi bwi. Par contre, il n’est pas vrai que tout élément de

V b W est un monôme.

Remarque. L’espace vectoriel VectpV ˆ W q est de dimension non-
dénombrable même si V et W sont de dimension finie (sauf lorsque V
et W sont tous les deux réduits à zéro, auquel cas VectpV bW q est de
dimension 1, engendré par p0, 0q). Comparer ceci avec le corollaire 5.46.
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Proposition 5.45. Il existe un isomorphisme canonique

p
à
i

Viq b p
à
j

Wjq –ÝÑ
à
i,j

Vi b Wj,

déterminé par

p
ÿ

i

viq b p
ÿ

j

wjq ÞÑ
ÿ

i,j

vi b wj .

Démonstration. C’est une conséquence directe de la propriété univer-
selle du produit tensoriel. �

Corollaire 5.46. Soit tviu une base de V et twju une base deW . Alors
tvi b wju est une base de V b W . En particulier, si V et W sont de
dimension finie alors V b W est de dimension finie et

dim V b W “ dimV ¨ dimW.

Démonstration. Ceci découle de la proposition précédente et du fait
que, lorsque V etW sont de dimension 1, alors V bW est de dimension
1, engendré par v b w avec 0 ‰ v P V et 0 ‰ w P W fixés. �

Proposition 5.47. Soient V et W de dimension finie. Il existe un
isomorphisme canonique

V ˚ b W
–ÝÑ HompV,W q

déterminé par
α b w ÞÑ αp¨qw.

Démonstration. La bonne définition de ce morphisme vient de ce que
V ˚ b W Ñ HompV,W q, pα,wq ÞÑ αp¨qw est une application bilinéaire.
Pour démontrer la surjectivité choisissons des bases teiu et tfju pour V
etW respectivement, et soit te˚

i u la base duale de V ˚. Toute application
linéaire L P HompV,W q est uniquement déterminée par sa matrice paijq
par rapport aux bases choisies, définie par la condition

Lpejq :“
ÿ

i

aijfi.

Or cette identité est équivalente à

L “
ÿ

i,j

aije
˚
j p¨qfi,

ce qui montre que L appartient bien à l’image de notre morphisme.
L’injectivité découle de l’égalité des dimensions. �

Corollaire 5.48. Soient V , W de dimension finie. Il existe un iso-
morphisme canonique

V ˚ b W ˚ – pV b W q˚,

déterminé par

(5.7) α b β ÞÑ
`
v b w ÞÑ αpvqβpwq

˘
.
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Démonstration. Notons BilpV ˆ W,Rq l’espace vectoriel des applica-
tions bilinéaires à valeurs réelles définies sur V ˆ W . Nous avons un
isomorphisme canonique

BilpV ˆ W,Rq – HompV,HompW,Rqq, fp¨, ¨q ÞÑ
`
v ÞÑ fpv, ¨q

˘
.

Par définition du produit tensoriel nous avons un isomorphisme cano-
nique

pV b W q˚ – HompV b W,Rq – BilpV ˆ W,Rq.
Ainsi, par la proposition précédente, nous obtenons

pV b W q˚ – HompV,HompW,Rqq – V ˚ b W ˚.

L’expression de l’isomorphisme donnée dans l’énoncé est obtenue à par-
tir des expressions explicites des isomorphismes précédents. �

Proposition 5.49. Il existe un isomorphisme canonique

V b W – W b V

déterminé par

v b w ÞÑ w b v.

˝

Proposition 5.50. Il existe un isomorphisme canonique

pV b W q b U – V b pW b Uq
déterminé par

pv b wq b u ÞÑ v b pw b uq.
˝

Les résultats précédents admettent des généralisations évidentes aux
applications multilinéaires. Celles-ci sont représentées par des produits
tensoriels multiples. En particulier, l’espace

LkpV ˆk, Eq
des applications multilinéaires de degré k définies sur un espace vec-
toriel V à valeurs dans un espace vectoriel E est canoniquement iso-
morphe à

HompV bk, Eq,
où

V bk “ V b V b . . .b Vlooooooooomooooooooon
k fois

.

(III.2) Puissance extérieure. La discussion précédente montre que l’on
a un isomorphisme canonique

LkpV ˆk,Rq – HompV bk,Rq “ pV bkq˚.
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Le sous-espace AkpV q Ă LkpV ˆk,Rq – pV bkq˚ est canoniquement iso-
morphe au dual d’un espace quotient de V bk. Celui-ci s’appelle la k-ème
puissance extérieure de V et on le note

ΛkV.

En effet, de manière générale, un sous-espace du dual d’un espace
vectoriel est canoniquement isomorphe au dual d’un quotient appro-
prié de l’espace vectoriel lui-même. Ici notre discussion rejoint le pa-
ragraphe 1.3, et plus précisément la digression concernant la dualité
entre équations paramétriques et équations cartésiennes.

La k-ème puissance extérieure ΛkV permet de réduire l’étude des
applications k-multilinéaires alternées définies sur un produit V ˆk à
l’étude d’applications linéaires définies sur ΛkV .

Définition 5.51. Soit V un espace vectoriel réel. Une k-ème puissance
extérieure de V est une paire pΛkV, πq, où ΛkV est un espace vectoriel
et π : V ˆk Ñ ΛkV est une application k-multilinéaire alternée, satis-
faisant la propriété d’universalité suivante : pour tout espace vectoriel
F et pour toute application k-multilinéaire alternée f : V ˆk Ñ F , il
existe une unique application linéaire f̄ : ΛkV Ñ F telle que f̄ ˝π “ f :

V ˆk

π
��

f // F

ΛkV
D!f̄

77

Tout comme le produit tensoriel, la k-ème puissance extérieure est
uniquement déterminée à unique isomorphisme près. L’existence est
démontrée par une construction explicite : l’on pose

ΛkV :“ V bk{A,
où A Ă V bk est le sous-espace engendré par les éléments de la forme

vσp1q b . . .b vσpkq ´ ǫpσqv1 b . . .b vk,

avec v1, . . . , vk P V et σ P Sk. Comme d’habitude ǫpσq P t˘1u désigne
la signature de la permutation σ.

On note la classe d’un monôme v1 b . . .b vk dans ΛkV par

v1 ^ . . .^ vk.

L’application de projection π : V ˆk Ñ ΛkV est la composition des
projections V ˆk Ñ V bk Ñ ΛkV et agit par

πpv1, . . . , vkq :“ v1 ^ . . .^ vk.

Exercice fondamental. Vérifier que le couple pΛkV, πq vérifie la pro-
priété d’universalité de la puissance extérieure.
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Il découle de la propriété universelle (avec F “ R) que l’on a un
isomorphisme canonique

AkpV q – pΛkV q˚.

Proposition 5.52. Soit teiuiPI une base de V , avec I un ensemble
totalement ordonné. Une base de ΛkV est donnée par

tei1 ^ . . .^ eik : i1 ă . . . ă iku.

Démonstration. Notons ēI :“ ei1 ^ . . .^eik , avec I “ pi1 ă . . . ă ikq un
multi-indice ordonné. Il est clair que la famille des ēI engendre ΛkV .
Pour montrer l’indépendance linéaire des ēI nous utilisons la propriété
universelle de la puissance extérieure : supposons qu’il existe une com-
binaison linéaire non-triviale

ř
I λI ēI “ 0 et considérons pour J fixé

l’unique application k-multilinéaire alternée e˚
J : V ˆk Ñ R telle que

e˚
JpeIq “ δJI , avec eI “ pei1 , . . . , eikq. L’application linéaire ē˚

J : ΛkV Ñ
R fournie par la propriété universelle vérifie alors ē˚

JpēIq “ δJI . En l’ap-
pliquant à la combinaison linéaire

ř
I λI ēI “ 0 l’on obtient λJ “ 0, et

ceci vaut pour tout choix de J . �

Corollaire 5.53. Soit V un espace vectoriel de dimension n. La di-
mension de ΛkV est

dim ΛkV “
ˆ
n

k

˙
, 0 ď k ď n.

Par ailleurs ΛkV “ t0u si k ą n. ˝

Notons que, par convention, l’on a

Λ0V “ R.

Proposition 5.54. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Il
existe un isomorphisme canonique

ΛkpV ˚q – pΛkV q˚

déterminé par

(5.8) α1 ^ . . .^ αk ÞÑ
`
v1 ^ . . .^ vk ÞÑ detpαipvjqqi,j

˘
.

Démonstration. Soit dim V “ n et notons Φ : ΛkpV ˚q Ñ pΛkV q˚ le
morphisme de l’énoncé. Soit pe1, . . . , enq une base de V et pe˚

1 , . . . , e
˚
nq la

base duale de V ˚. Nous avons vu dans la proposition 5.52 que la famille
tēIu, avec I “ pi1 ă . . . ă ikq multi-indice ordonné et ēI “ ei1 ^. . .^eik ,
constitue une base de ΛkV . Notons tpēIq˚u la base duale de pΛkV q˚,
déterminée par la condition pēIq˚ ¨ ēJ “ δIJ . D’un autre côté, la famille
tē˚
I u, avec I “ pi1 ă . . . ă ikq multi-indice ordonné et ē˚

I “ e˚
i1

^. . .^e˚
ik
,

est une base de ΛkpV ˚q. Le morphisme Φ vérifie

Φpē˚
I q “ pēIq˚.
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On déduit que Φ est un isomorphisme puisqu’il envoie les éléments
d’une base sur les éléments d’une base. �

Remarque. Le lecteur est invité à comparer la formule (5.8) pour cet
isomorphisme (disons pour k “ 2) avec la formule correspondante (5.7)
pour l’isomorphisme pV ˚qb2 – pV b2q˚ donné par le corollaire 5.48. La
raison pour laquelle elles sont différentes est que l’isomorphisme (5.8)
ne s’obtient pas par restriction de l’isomorphisme (5.7). En effet, la
fléche (5.7) s’insère dans un diagramme

pV ˚qb2
(5.7)

//

π

��

pV b2q˚

Λ2pV ˚q pΛ2V q˚

incl

OO

qui ne peut pas être complété en un diagramme commutatif pour des
raisons de dimension. En même temps la flêche (5.8) se relève bien en un
morphisme dit “d’anti-symmétrisation” pV ˚qb2 Ñ pΛ2V q˚ pour former
un diagramme commutatif

pV ˚qb2 incl ˝ anti´sym. //❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

anti´sym.

((❘
❘

❘
❘

❘
❘

❘
❘

❘
❘

❘

π

��

pV b2q˚

Λ2pV ˚q
(5.8)

// pΛ2V q˚,

incl

OO

mais la composition incl ˝ anti–sym. n’est pas un isomorphisme.

Nous énonçons sans preuve un autre isomorphisme fondamental concer-
nant les puissances tensorielles.

Proposition 5.55. Il existe un isomorphisme canonique

ΛkpV ‘ W q –
à
i`j“k

ΛiV b ΛjW.

déterminé par

v1 ^ . . .^ vi ^ w1 ^ . . .^ wj pv1 ^ . . .^ viq b pw1 ^ . . .^ wjq✤oo

˝

(III.3) Algèbre tensorielle et algèbre extérieure. Soit V un espace vec-
toriel. Notons

TV :“
à
kě0

V bk.

Le produit bilinéaire

b : V bk ˆ V bℓ Ñ V bpk`ℓq,
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pv1 b . . .b vk, v
1
1 b . . .b v1

ℓq ÞÑ v1 b . . .b vk b v1
1 b . . .b v1

ℓ

induit un produit bilinéaire

b : TV ˆ TV Ñ TV,

ou encore
b : TV b TV Ñ TV,

On appelle
pTV,bq

l’algèbre tensorielle de V . C’est une algèbre graduée non-commutative.

Notons
ΛV :“

à
kě0

ΛkV.

Le produit
^ : ΛkV ˆ ΛℓV Ñ Λk`ℓV,

pv1 ^ . . .^ vk, v
1
1 ^ . . .^ v1

ℓq ÞÑ v1 ^ . . .^ vk ^ v1
1 ^ . . .^ v1

ℓ

est bilinéaire et commutatif au sens gradué :

pv1 ^ . . .^ vkq ^ pv1
1 ^ . . .^ v1

ℓq “ p´1qkℓpv1
1 ^ . . .^ v1

ℓq ^ pv1 ^ . . .^ vkq.
On appelle

pΛV,^q
l’algèbre extérieure de V . C’est une algèbre graduée commutative.

Soit V de dimension finie. L’isomorphisme

pΛV q˚ – ΛpV ˚q
induit à partir du produit ^ sur ΛpV ˚q un produit

^ : pΛV q˚ ˆ pΛV q˚ Ñ pΛV q˚

qui est bilinéaire et commutatif au sens gradué.

Proposition 5.56. La propriété universelle des puissances extérieures
détermine un isomorphisme d’algèbres graduées commutatives

pA˚pV q,^q – ppΛV q˚,^q.
˝

Nous laissons la preuve de cette proposition en exercice au lecteur. En
dernier ressort, via la définition du produit ^ et la formule (5.8) pour
l’isomorphisme pΛV q˚ – ΛpV ˚q, elle se réduit au fait que le produit
extérieur des applications multilinéaires alternées s’interprète comme
développement simultané du déterminant selon plusieurs lignes.

Un manière de lire la proposition 5.56 est la suivante : si nous avions
pris comme point de départ la structure d’algèbre graduée commuta-
tive sur ΛpV ˚q donnée par le produit ^, nous aurions induit via les
identifications

A˚pV q – pΛV q˚ – ΛpV ˚q
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un produit commutatif au sens gradué sur A˚pV q. Après analyse des
formules explicites qui entrent en jeu, nous aurions abouti à l’expres-
sion donnée dans la section 5.5.2 pour le produit extérieur des formes
multilinéaires alternées. Pour un esprit algébriste cette démarche est
certainement plus naturelle que celle de “deviner” (ou pas) la formule
du produit extérieur de la section 5.5.2 à partir du développement du
déterminant selon des lignes. Nous avons fait un long détour algébrique,
mais nous avons gagné la certitude a priori de l’existence du produit
extérieur de formes multilinéaires alternées. Son expression explicite
est a posteriori simplement rassurante, et non plus surprenante ou, je
l’espère, mystérieuse.
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5.5.3. Différentielle extérieure. Soit M une variété et considérons le
tableau suivant :

produit dérivation

Ω0pMq ¨ d

Ω˚pMq ^ ?

L’espace Ω0pMq “ FpMq porte une structure d’algèbre commutative
par rapport au produit ¨ de fonctions. La différentielle

d : Ω0pMq Ñ Ω1pMq
est une dérivation, i.e. elle vérifie la règle de Leibniz par rapport au
produit de fonctions :

dpf ¨ gq “ pdfq ¨ g ` f ¨ pdgq.
(Ici l’on regarde Ω1pMq comme un Ω0pMq-bimodule, i.e. un module à
droite et à gauche ; dans ce cas particulier les structures de module à
droite et à gauche cöıncident.)

L’espace des formes différentielles Ω˚pMq est muni d’une structure
d’algèbre graduée commutative par rapport au produit extérieur de
formes ^. Le sous-espace

Ω0pMq Ă Ω˚pMq
est stable par produit extérieur et la restriction de ^ à Ω0pMq cöıncide
avec le produit ¨ des fonctions. Le produit extérieur ^ peut donc être
vu comme une extension du produit des fonctions.

Dans ce paragraphe nous allons construire un opérateur

d : ΩkpMq Ñ Ωk`1pMq, k ě 0

qui cöıncide avec/constitue une extension de la différentielle des fonc-
tions sur Ω0pMq, et qui est une dérivation de degré 1, au sens où elle
vérifie la règle de Leibniz graduée

dpα^ βq “ pdαq ^ β ` p´1q|α|α ^ pdβq.
(Ici l’on regarde l’algèbre Ω˚pMq comme bimodule sur elle-même par
multiplication.) Le triple pΩ˚pMq,^, dq est un exemple de ce que l’on
appelle algèbre différentielle commutative graduée.

Théorème 5.57. Pour toute variétéM il existe une unique application
R-linéaire d : Ω˚pMq Ñ Ω˚pMq de degré 1, i.e.

d : ΩkpMq Ñ Ωk`1pMq, k ě 0,

appelée différentielle extérieure, qui vérifie les propriétés suivantes :
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(différentielle) d|Ω0pMq : Ω0pMq Ñ Ω1pMq est la différentielle
des fonctions.

(dérivation)

dpα^ βq “ pdαq ^ β ` p´1q|α|α ^ pdβq, α, β P Ω˚pMq.

(différentielle homologique)

d ˝ d “ 0.

La différentielle extérieure vérifie de plus les propriétés suivantes :

(localisation) pour tout ouvert U Ă M l’on a

pdωq|U “ dpω|Uq.

(fonctorialité) pour toutes deux variétés N , M et toute applica-
tion lisse ϕ : N Ñ M l’on a

ϕ˚dω “ dpϕ˚ωq.
Exercice 59. Montrer par récurrence sur p ě 2 que la propriété
(dérivation) implique

dpα1^. . .^αpq “
pÿ

i“1

p´1q|α1|`...`|αi´1|α1^. . .^αi´1^dαi^αi`1^. . .^αp,

pour tous α1, . . . , αp P Ω˚pMq.

Remarque. L’on écrit souvent

d : Ω˚pMq Ñ Ω˚`1pMq
pour mettre en évidence le fait que d est une application de degré 1.

Remarque. Les égalités postulées par les deux dernières propriétés
font intervenir les différentielles extérieures sur des variétés distinctes :
M et U , respectivement M et N . La propriété (localisation) est en
fait un cas particulier de la propriété (fonctorialité) : elle corres-
pond à N “ U et ϕ “ ι : U ãÑ M , l’inclusion de U dans M .

Avant de donner la preuve du théorème, commentons les trois dernières
propriétés de la différentielle extérieure.

‚ (différentielle homologique) La propriété

d ˝ d “ 0

doit être regardée comme étant duale, via la formule de Stokes, à la
relation

BpBNq “ H
pour une variété N à bord. Noter que l’on peut reécrire cette dernière
de manière légèrement abusive comme

B ˝ B “ 0.
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En effet, non seulement nous souhaitons construire d : Ω˚pMq Ñ
Ω˚`1pMq comme une dérivation qui étend la différentielle des fonctions,
mais nous souhaitons aussi que cet opérateur satisfasse la généralisation
de la FFCDI qu’est le théorème de Stokes. Ceci force d ˝ d “ 0 : étant
donnée un forme différentielle ω de degré k et une sous-variété orientée
à bord Nk`2 Ă M , le théorème de Stokes impliqueż

N

dpdωq|N “
ż

BN
dω|BN “

ż

BpBNq
ω|BpBNq “ 0.

Exercice 60. Soit M une variété et α P ΩppMq. Montrer que α “ 0 si
et seulement si pour toute sous-variété de dimension p orientée à bord
Np Ă M l’on a ż

N

α|N “ 0.

Lors de la preuve du théorème 5.57 nous allons voir que la relation
d ˝ d “ 0 peut aussi être lue comme une généralisation de la propriété
de commutation des dérivées secondes d’une application f : Rn Ñ R

de classe C2 (théorème de Schwarz) :

@ i, j, B2f

BxiBxj “ B2f

BxjBxi .

‚ (localisation). La propriété pdωq|U “ dpω|Uq est une propriété
qui caractérise les opérateurs différentiels, i.e. les applications R-liné-
aires entre espaces de sections de fibrés vectoriels qui s’écrivent en coor-
données locales uniquement en termes d’opérations arithmétiques élé-
mentaires impliquant des dérivées. Elle doit être interprétée comme
affirmant le fait que la valeur de dω en un point p P M ne dépend que
des valeurs de ω au voisinage de p.

‚ (fonctorialité). La fonctorialité par rapport à des applications
ϕ qui sont des difféomorphismes est une propriété nécessaire pour tout
objet défini sur une variété : elle exprime simplement l’indépendance
par rapport au choix de coordonnées. Le fait que, dans le cas des formes
différentielles, la fonctorialité est vérifiée par rapport aux applications
lisses quelconques (et non seulement par rapport aux difféomorphismes),
implique la fonctorialité de la cohomologie de De Rham et qualifie les
formes différentielles comme outil privilégié pour l’étude de la topologie
globale des variétés. Nous donnons un aperçu rapide de la cohomologie
de De Rham plus bas. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur
à la bibliographie et à l’ouvrage classique de Raoul Bott et Loring Tu,
Differential forms in algebraic topology, GTM, Springer.

Ceci est par ailleurs l’endroit opportun pour souligner une différence
fondamentale entre formes différentielles et champs de vecteurs : alors
que les champs de vecteurs peuvent être poussés en avant uniquement
par des difféomorphismes, les formes différentielles peuvent être tirées
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en arrière par des applications lisses quelconques. Il y a là un paradoxe :
les formes différentielles sont des objets plus abstraits que les champs
de vecteurs, mais, en contrepartie, beaucoup plus maniables. C’est une
situation que l’on rencontre fréquemment : l’abstraction apporte de la
souplesse.

Démonstration du théorème 5.57.

Étape 1 : le cas des ouverts de Rn.Soit V Ă Rn un ouvert. Toute forme
ω P ΩkpV q s’écrit de manière unique

ω “
ÿ

I

ωIdx
I ,

où I “ p1 ď i1 ă . . . ă ik ď nq parcourt les multi-indices ordonnés, ωI :
V Ñ R est une fonction lisse et dxI “ dxi1^. . .^dxik . Nous interprétons
ωI comme un élément de Ω0pV q et l’expression ωIdx

I comme ωI ^
dxi1 ^ . . . ^ dxik . La R-linéarité et les propriétés (différentielle),
(dérivation) (cf. Exercice 59) et (différentielle homologique)
impliquent alors que

(5.9) dω “
ÿ

I

dωI ^ dxI .

Ceci démontre l’unicité de d. Pour l’existence,

nous prenons la formule (5.9) comme définition de d.

La propriété (différentielle) est satisfaite par définition. La pro-
priété (dérivation) est une conséquence directe du fait que la différen-
tielle des fonctions satsfait la règle de Leibniz. La propriété (différen-
tielle homologique) est satisfaite grâce au fait que chaque ωI est
lisse, en particulier de classe C2, et vérifie donc le théorème de Schwarz
de commutation des dérivées secondes : B2ωI{BxiBxj “ B2ωI{BxjBxi
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pour tous i, j. En effet, pour ω “ ř
I ωIdx

I nous avons :

dpdωq “ dp
ÿ

I

dωI ^ dxIq

“ dp
ÿ

I

p
ÿ

i

BωI
Bxi dx

iq ^ dxIq

“ dp
ÿ

I,i

BωI
Bxi dx

i ^ dxIq

“
ÿ

I,i

dpBωI
Bxi qdxi ^ dxI

“
ÿ

I,i,j

B2ωI

BxjBxidx
j ^ dxi ^ dxI

“
ÿ

I

p
ÿ

i‰j

B2ωI

BxjBxidx
j ^ dxiq ^ dxI

“
ÿ

I

p
ÿ

iąj

B2ωI

BxjBxidx
j ^ dxi ` B2ωI

BxiBxj dx
i ^ dxjq ^ dxI

“
ÿ

I

p
ÿ

iąj
p B2ωI

BxjBxi ´ B2ωI

BxiBxj qdxj ^ dxiq ^ dxI

“ 0.

La propriété (localisation) est conséquence de cette même pro-
priété pour la différentielle des fonctions. Enfin, l’on vérifie la propriété
(fonctorialité) par rapport aux applications lisses ϕ : V Ă Rn Ñ
V 1 Ă Rm par un calcul direct : le point clé est que, pour toute fonction
lisse f : V 1 Ñ R, l’on a

ϕ˚df “ dpf ˝ ϕq.
En effet, ceci n’est rien d’autre qu’une transcription de la “règle de
la châıne” dpf ˝ ϕqppq “ dfpϕppqq ˝ dϕppq. Notons par ailleurs que
f ˝ ϕ “ ϕ˚f par définition, de sorte que

dpf ˝ ϕq “ dpϕ˚fq
et donc

ϕ˚df “ dpϕ˚fq.

Soit ϕ “ pϕ1, . . . , ϕmq avec ϕi “ xi ˝ ϕ “ ϕ˚xi, où px1, . . . , xmq
sont les coordonnées sur V 1. L’on a en particulier ϕ˚dxi “ dϕi. Pour
une forme différentielle générale ω “ ř

I ωIdx
I P ΩkpV 1q l’on obtient

ϕ˚ω “ ř
IpωI ˝ ϕqdϕi1 ^ . . .^ dϕik et donc, puisque d ˝ d “ 0,

dϕ˚ω “
ÿ

I

dpωI ˝ ϕq ^ dϕi1 ^ . . .^ dϕik .
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Par ailleurs

ϕ˚dω “ ϕ˚
ÿ

I

dωI ^ dxI

“
ÿ

I

pϕ˚dωIq ^ dϕi1 ^ . . .^ dϕik .

En vue de l’égalité dpωI ˝ ϕq “ ϕ˚dωI l’on conclut

dϕ˚ω “ ϕ˚dω.

Ceci achève la preuve du théorème dans le cas des ouverts de Rn.

Remarque. L’identité dϕ˚ “ ϕ˚d peut être démontrée de manière
plus conceptuelle, quoique essentiellement équivalente, en utilisant le
lemme 5.71 ci-dessous (voir aussi l’exercice 61).

Étape 2 : existence de d sur les variétés.Soit M une variété de di-
mension n. Démontrons d’abord l’existence d’un opérateur d qui satis-
fait aux propriétés de l’énoncé. Notre guide pour la définition de dω,
ω P ΩkpMq sont les propriétés de (localisation) et (fonctoria-
lité). En effet, ces deux propriétés entrâınent que, pour toute carte
pU, φq sur M , l’on doit nécessairement avoir

pdωq|U “ dpω|Uq “ dpφ˚pφ´1q˚ω|Uq “ φ˚dppφ´1q˚ω|Uq.
Ici pφ´1q˚ω|U est une forme différentielle sur l’ouvert φpUq Ď Rn, dont
nous connaissons la valeur de la différentielle extérieure dppφ´1q˚ω|Uq P
Ωk`1pφpUqq. Celle-ci peut être tirée en arrière par φ et fournit une forme
de degré k ` 1 sur U .

Étant donnée ω P ΩkpMq, nous définissons dω P Ωk`1pMq comme étant
l’unique forme différentielle qui vérifie l’identité

pdωq|U :“ φ˚dppφ´1q˚ω|Uq
pour toute carte pU, φq sur M .

Montrons la bonne définition de dω : étant donnée une autre carte
pV, ψq nous souhaitons montrer l’égalité

φ˚dppφ´1q˚ω|UXV q “ ψ˚dppψ´1q˚ω|UXV q.
Ceci est une conséquence de la (fonctorialité) de la différentielle
extérieure sur des ouverts de Rn :

ψ˚dppψ´1q˚ω|UXV q “ φ˚pφ´1q˚ψ˚dppψ´1q˚φ˚pφ´1q˚ω|UXV q
“ φ˚pψ ˝ φ´1q˚dppφ ˝ ψ´1q˚pφ´1q˚ω|UXV q
“ φ˚dppψ ˝ φ´1q˚pφ ˝ ψ´1q˚pφ´1q˚ω|UXV q
“ φ˚dppφ´1q˚ω|UXV q.
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Nous avons utilisé la propriété de (fonctorialité) dans la troisième
égalité, pour le difféomorphisme de changement de carte ψ ˝ φ´1. La
dernière égalité découle de ce que ψ ˝ φ´1 “ pφ ˝ ψ´1q´1.

Remarque. De manière explicite, notre définition de dω est telle que,
si ω|U “ ř

I ωIdx
I dans une carte locale pU, φ “ px1, . . . , xnqq, alors

pdωq|U “
ÿ

I

dωI ^ dxI .

Les cinq propriétés (différentielle), (dérivation), (différen-
tielle homologique), (localisation), et (fonctorialité) sont
de nature locale et, puisqu’elles sont vérifiées sur des ouverts de Rn,
elles le sont pour une variété quelconque. C’est un exercice utile que
de s’en convaincre.

Étape 3 : unicité de d sur les variétés.L’observation clé est la suivante.
Soit M une variété et d : Ω˚pMq Ñ Ω˚`1pMq un opérateur qui vérifie
(différentielle) et (dérivation). Pour toute ω P ΩkpMq, pour
tout ouvert U Ď M , pour tout point p P U , et pour toute fonction
ρ :M Ñ r0, 1s telle que supppρq Ă U et ρ “ 1 au voisinage de p, l’on a

dpρωqp “ dρppq ^ ωp ` ρppqpdωqp “ pdωqp.
En d’autres termes, l’on peut calculer pdωqp en connaissant uniquement
les valeurs de ω au voisinage de p.

Une variante de cette observation est la suivante. Soit M une variété
et d : Ω˚pMq Ñ Ω˚`1pMq qui vérifie les propriétés (différentielle)
et (dérivation). Soit U Ď M fixé. Pour toute forme ω P ΩkpUq et
pour toute fonction ρ : M Ñ r0, 1s avec supppρq Ă U , l’extension de
ρ|Uω par 0 en dehors de U est une forme différentielle lisse sur M . On
la note ρω. Alors : pour toute forme ω P ΩkpUq, pour tout point p P U ,
pour toutes deux fonctions lisses ρ, χ : M Ñ r0, 1s dont le support est
contenu dans U et qui valent 1 au voisinage de p, l’on a

dpρωqp “ dpχωqp.
En effet, soit σ : M Ñ r0, 1s une fonction lisse dont le support est
contenu dans un voisinage de p où ρ et χ valent 1. Alors σρω “ σχω.
L’observation précédente montre que dpρωqp “ dpσρωqp et dpχωqp “
dpσχωqp, ce qui implique dpρωqp “ dpχωqp.

L’opérateur d induit donc un opérateur

dU : Ω˚pUq Ñ Ω˚`1pUq
via

pdUωqp :“ dpρpωqp, p P U,
où ρp : M Ñ r0, 1s est une fonction lisse dont le support est contenu
dans U et qui vaut 1 au voisinage de p. Une vérification directe montre
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que dU satisfait les conditions (différentielle), (dérivation) et
(différentielle homologique) (exercice !).

Supposons maintenant que pU, φq est un ouvert de carte. L’on peut
transporter dU en un opérateur dφpUq : Ω

˚pφpUqq Ñ Ω˚`1pφpUqq via

dφpUqα :“ pφ´1q˚dUpφ˚αq,
ou encore

dUω “ φ˚dφpUqppφ´1q˚ωq.
L’opérateur dφpUq satisfait alors également les conditions (différenti-
elle), (dérivation) et (différentielle homologique). Par l’uni-
cité de la différentielle extérieure (notée dext) sur φpUq Ď Rn démontrée
à l’étape 1, nous obtenons

dφpUq “ dext,

et donc
dUω “ φ˚dextppφ´1q˚ωq.

Ainsi l’opérateur d sur M cöıncide avec la différentielle extérieure que
nous avons défini à l’étape 2.

Ceci démontre l’unicité de la différentielle extérieure sur les variétés
et achève la preuve du théorème. �
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5.5.4. Cohomologie de De Rham. Le but de ce paragraphe est de don-
ner une ouverture vers la cohomologie de De Rham. Disons-le d’emblée :
ce n’est qu’une fenêtre ouverte vers un continent mathématique, celui
de la topologie algébrique et des méthodes homologiques. Le lecteur est
encouragé à lire au moins un livre de topologie algébrique et au moins
un livre d’algèbre homologique. Voici quelques exemples, qui reflètent
mes goûts personnels :

– R. Bott et L. Tu, Differential forms in algebraic topology, GTM,
Springer.

– M. Greenberg, J. Harper, Algebraic topology - a first course, Ben-
jamin/Cummings.

– W. Fulton, Algebraic topology - a first course, GTM, Springer.

– G. Bredon, Geometry and Topology, GTM, Springer.

– C. Weibel, An introduction to homological algebra, Cambridge Uni-
versity Press.

– R. Godement, Topologie algébrique et théorie des faisceaux, Her-
mann.

– J.-L. Loday, Cyclic homology, Springer.

– A. Grothendieck, “Sur quelques points d’algèbre homologique”,
Tohoku Math. J. (2) 9 : 2 (1957), 119–221. C’est un article historique.
http://projecteuclid.org/euclid.tmj/1178244839

SoitM une variété. Le point de départ de notre discussion est la ques-
tion de savoir si une forme différentielle donnée ω P ΩkpMq admet ou
pas une primitive, i.e. une forme η P Ωk´1pMq telle que dη “ ω. Claire-
ment, la condition d ˝ d “ 0 entrâıne qu’une condition nécessaire pour
l’existence d’une primitive est que dω “ 0. Ceci motive la définition
suivante.

Définition 5.58. Une forme ω P ΩkpMq est dite fermée si elle vérifie

dω “ 0,

et elle est dite exacte s’il existe η P Ωk´1pMq telle que

dη “ ω.

On note

ZkpMq :“ tω P ΩkpMq : ω ferméeu
“ kerpd : ΩkpMq Ñ Ωk`1pMqq Ď ΩkpMq.

Ceci est un sous-espace vectoriel de ΩkpMq que l’on appelle espace des
cocycles ou, par abus de langage, espace des cycles. On note aussi

BkpMq :“ tω P ΩkpMq : ω exacteu
“ im pd : Ωk´1pMq Ñ ΩkpMqq Ď ZkpMq.
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(Par convention ΩipMq “ 0 pour i ă 0.) Ceci est un sous-espace vec-
toriel de ZkpMq que l’on appelle espace des cobords ou, par abus de
langage, espace des bords.

Définition 5.59. Le groupe de cohomologie de De Rham en degré k
est l’espace vectoriel quotient

HkpMq :“ ZkpMq
BkpMq

“ ker d : Ωk Ñ Ωk`1

im d : Ωk´1 Ñ Ωk
.

On note la classe d’un élément ω P ZkpMq par

rωs P HkpMq
et on l’appelle classe de cohomologie de ω.

Par définition, deux formes fermées ω, ω1 définissent la même classe
de cohomologie si et seulement si ω1 “ ω ` dη pour une certaine forme
η. Noter que, si dimM “ n, alors HkpMq “ 0 pour k R t0, . . . , nu,
simplement parce-que ΩkpMq “ 0 en ces degrés.

Le point de vue suivant est omniprésent en topologie algébrique. Une
suite d’espaces vectoriels et de morphismes d’espaces vectoriels

pC˚, dq :“ p. . . dÑ Ck´1 dÑ Ck dÑ Ck`1 dÑ . . .q
s’appelle complexe différentiel, ou complexe différentiel cohomologique,
ou complexe de cochaines, si l’on a

d ˝ d “ 0,

i.e. im pd : Ck´1 Ñ Ckq Ď kerpd : Ck Ñ Ck`1q en chaque degré k.
Le groupe de cohomologie de pC˚, dq en degré k, ou k-ème groupe de
cohomologie de pC˚, dq, noté HkpC˚, dq, est l’espace vectoriel quotient

HkpC˚, dq :“ ker d : Ck Ñ Ck`1

im d : Ck´1 Ñ Ck
.

Avec cette terminologie, les groupes de cohomologie de De Rham sont
les groupes de cohomologie du complexe différentiel (dimM “ n)

pΩ˚pMq, dq “ p0 Ñ Ω0pMq dÑ Ω1pMq dÑ . . .
dÑ ΩnpMq Ñ 0q.

Voici un premier exemple de calcul.

Proposition 5.60. Étant donnée une variété M , l’on a

H0pMq “
ź

composantes connexes de M

R.
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Démonstration. Une 0-forme, i.e. une fonction, est de différentielle nulle
si et seulement si elle est localement constante. Ainsi Z0pMq est un
produit de droites réelles indexé par les composantes connexes de M .
Par ailleurs B0pMq “ 0 puisque Ω´1pMq “ 0 par convention. �

Le résultat précédent s’insère dans le contexte plus large de l’identi-
fication canonique

Hkp
ž

i

Miq –
ź

i

HkpMiq.

Cette identification découle directement de la définition.

Nous énonçons sans démonstration deux autres exemples importants.

Proposition 5.61 (“Lemme de Poincaré”). Pour tout ouvert convexe
U Ď Rn l’on a

HkpUq “
"

R, k “ 0,
0, k ‰ 0.

˝

Proposition 5.62. Les groupes de cohomologie de De Rham de la
sphère Sn vérifient

dimHkpSnq “
"

1, k “ 0 ou k “ n,

0, sinon.

˝

Ce dernier calcul peut être réinterprété à la lumière du résultat
général suivant.

Proposition 5.63. Soit Mn une variété compacte de dimension n

orientée sans bord. Il existe un isomorphisme canonique

HnpMq –Ñ R, rωs ÞÑ
ż

M

ω.

˝

La bonne définition de l’application rωs ÞÑ
ş
M
ω est une conséquence

du théorème de Stokes : étant donné un autre représentant ω1 de ω,
il existe η P Ωn´1pMq telle que ω1 “ ω ` dη. Puisque BM “ H, l’on
obtient par le théorème de Stokesż

M

dη “
ż

BM
η|BM “ 0,

de sorte que
ş
M
ω1 “

ş
M
ω.

De manière heuristique, l’on pense parfois au groupe de cohomologie
HkpMq comme étant une mesure du “nombre de trous k-dimensionnels
linéairement indépendants dans M” (penser à l’exemple de Sn).

Le résultat suivant peut être démontré en utilisant la théorie de
Morse.
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Théorème 5.64. Soit M variété compacte connexe sans bord. Alors

dimHkpMq ă 8, k “ 0, . . . , n.

˝

Ceci devrait venir comme une grande surprise : les groupes de co-
homologie de De Rham sont des quotients d’espaces vectoriels de di-
mension infinie, et pourtant ils sont de dimension finie. C’est un gage
de calculabilité, et aussi un signe du fait que les groupes de cohomo-
logie de De Rham pourraient admettre une interprétation en termes
combinatoires. C’est effectivement le cas (théorème de De Rham).

Notons
H˚pMq :“

à
k

HkpMq.

C’est un espace vectoriel gradué.

Proposition 5.65. Le produit extérieur des formes différentielles in-
duit un produit commutatif au sens gradué sur H˚pMq via

rωs ^ rηs :“ rω ^ ηs.
˝

La preuve de cette proposition consiste en une vérification directe,
en utilisant la propriété de (dérivation) de la différentielle extérieure.

On appelle
pH˚pMq,^q

l’algèbre de cohomologie de De Rham.

La propriété la plus importante de l’algèbre de cohomologie de De
Rham est sa fonctorialité.

Proposition 5.66. Toute application lisse

ϕ : N Ñ M

induit un morphisme d’algèbres commutatives graduées

ϕ˚ : H˚pMq Ñ H˚pNq, rωs ÞÑ rϕ˚ωs.
De plus,

pϕ ˝ ψq˚ “ ψ˚ ˝ ϕ˚

et
pIdMq˚ “ IdH˚pMq.

Démonstration. Notons par le même symbole ϕ˚ : Ω˚pMq Ñ Ω˚pNq le
tiré en arrière des formes différentielles. Si ω est fermée alors ϕ˚ω est
fermée puisque dϕ˚ “ ϕ˚d. Cette même relation assure que la classe de
cohomologie de ϕ˚ω ne dépend que de la classe de cohomologie de ω. Le
fait que l’application induite ϕ˚ : H˚pMq Ñ H˚pNq soit un morphisme
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d’algèbres découle du fait que ϕ˚ : Ω˚pMq Ñ Ω˚pNq est un morphisme
d’algèbres. �

L’on dit que l’algèbre de cohomologie de De Rham est un foncteur
(contravariant) depuis la catégorie VarDiff des variétés différentielles
lisses vers la catégorie CGAlg des algèbres commutatives graduées.
Nous allons voir dans la section suivante une application du caractère
fonctoriel de la cohomologie de De Rham.

Un foncteur (contravariant) F : C Ñ D depuis une catégorie C
vers une catégorie D est une application qui associe à chaque objet x
dans C un objet F pxq dans D, et à chaque morphisme ϕ P Cpx, yq un
morphisme F pϕq P Dpy, xq de manière à ce que

(5.10) F pϕ ˝ ψq “ F pψq ˝ F pϕq
et

F pIdxq “ IdF pxq.

(Le foncteur est dit “contravariant” puisqu’il renverse l’ordre de la com-
position dans (5.10). Les foncteurs qui préservent l’ordre de la compo-
sition sont dits “covariants”.)

La notion de foncteur doit être pensée heuristiquement comme étant
la formalisation mathématique de la notion de dictionnaire. Dans notre
cas, la cohomologie de De Rham associe à tout énoncé formulé en
termes de variétés et applications lisses un énoncé formulé en termes
d’algèbres commutatives graduées et morphismes d’algèbres : c’est un
“dictionnaire” de la géométrie vers l’algèbre. Si l’énoncé algébrique est
faux, l’énoncé géométrique est nécessairement faux aussi. Ceci constitue
un moyen efficace d’étudier la question de la classification des variétés
à difféomorphismes près : deux variétés difféomorphes doivent avoir des
algèbres de cohomologie de De Rham isomorphes. Exemple d’applica-
tion : la sphère S2n et l’espace projectif complexe CP n ne sont pas
difféomorphes. En effet, l’algèbre de cohomologie de De Rham de S2n

est isomorphe à Rrxs{x2, |x| “ 2n, alors que l’algèbre de cohomologie
de De Rham de CP n est isomorphe à Rrxs{xn`1, |x| “ 2.

Bien évidemment, nul dictionnaire n’est parfait : il existe des variétés
non-difféomorphes qui ont des algèbres de cohomologie de De Rham
isomorphes. D’autres invariants de nature algébrique sont nécessaires !
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5.5.5. Théorème de Stokes. Dans cette section nous démontrons le
théorème 5.32 : pour toute variété M de dimension n ě 1 orientée
à bord et toute n´ 1-forme à support compact sur M l’on a

(5.11)

ż

M

dω “
ż

BM
ι˚ω,

où

ι : BM ãÑ M

est l’inclusion. Nous donnons aussi une application topologique, à savoir
le théorème de Brouwer.

Notons d’emblée le cas particulier important suivant du théorème de
Stokes, que nous avons déjà utilisé : pour toute variétéM de dimension
n ě 1 orientée sans bord et toute n ´ 1-forme à support compact sur
M l’on a ż

M

dω “ 0.

Démonstration de la formule (5.11). Nous donnons la preuve en trois
étapes. La première concerne les ouverts de Rn

`. Elle est calculatoire et
fait intervenir de manière essentielle une intégration par parties pour
une intégrale sur R. Les deux dernières étapes sont formelles (quoique
profondes !) : elles reposent sur la fonctorialité des constructions intro-
duites jusqu’ici.

Étape 1 : le cas des ouverts U Ă Rn
` munis de l’orientation rpe1, . . . , enqs

donnée par la base canonique de Rn.La forme ω s’écrit

ω “
nÿ

i“1

ωidx
1 ^ . . . xdxi . . .^ dxn,

où le symbole p signifie que l’on omet le terme en question. Ici les
ωi : U Ñ R, i “ 1, . . . , n sont des fonctions lisses à support compact.
L’on obtient

dω “
nÿ

i“1

p´1qi´1Bωi
Bxi dx

1 ^ . . .^ dxn,

de sorte que ż

U

dω “
nÿ

i“1

ż

U

p´1qi´1Bωi
Bxi dx,

le membre de droite désignant l’intégrale par rapport à la mesure de
Lebesgue sur U .

Puisque le support de ω est compact l’on peut supposer sans perte
de généralité que ce dernier est un produit d’intervalles

U “ I1 ˆ . . .ˆ In,
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avec Ii “sai, bir, ai, bi P R, ai ă bi et In “ r0, bnr, bn ą 0, chaque ωi
étant définie sur Ū “ Ī1ˆ . . .ˆ Īn. En appliquant le théorème de Fubini
et en intégrant par parties l’on obtient pour 1 ď i ď n´ 1 :
ż

U

Bωi
Bxi dx “

ż

I1ˆ...pIi...ˆIn

ż

Ii

Bωi
Bxi dx

i dx
I1ˆ...pIi...ˆIn

“
ż

I1ˆ...pIi...ˆIn
ωipx1, . . . , xi´1, ¨, xi`1, . . . , xnq

ıbi
ai

dx
I1ˆ...pIi...ˆIn

“ 0.

Ici dxI1ˆ...pIi...ˆIn désigne la mesure de Lebesgue sur le produit d’inter-

valles I1 ˆ . . . pIi . . . ˆ In, et l’on a utilisé le fait que ωi est à support
compact dans U .

Pour i “ n l’on obtient par un calcul similaire :
ż

U

Bωn
Bxn dx “

ż

I1ˆ...ˆIn´1

ż

In

Bωn
Bxn dx

n dxI1ˆ...ˆIn´1

“
ż

I1ˆ...ˆIn´1

ωnpx1, . . . , xn´1, ¨q
ıbn
0
dxI1ˆ...ˆIn´1

“ ´
ż

I1ˆ...ˆIn´1

ωnpx1, . . . , xn´1, 0q dxI1ˆ...ˆIn´1
.

En conclusionż

U

dω “ p´1qn
ż

I1ˆ...ˆIn´1

ωnpx1, . . . , xn´1, 0q dxI1ˆ...ˆIn´1
.

Par ailleursż

BU“I1ˆ...ˆIn´1ˆt0u
ι˚ω “

ż

BU“I1ˆ...ˆIn´1ˆt0u

ÿ

i

ι˚ωidx
1 ^ . . . xdxi . . .^ dxn

“
ż

BU
ι˚ωndx

1 ^ . . .^ dxn´1

“ p´1qn
ż

I1ˆ...ˆIn´1

ωnpx1, . . . , xn´1, 0q dxI1ˆ...ˆIn´1
.

Dans la deuxième égalité nous utilisons le fait que ι˚pdx1 ^ . . . xdxi . . .^
dxnq “ 0 pour 1 ď i ď n puisque ι˚dxn “ 0. Dans la troisième égalité
nous utilisons le fait que l’orientation sur BU Ă BRn

` induite par l’orien-
tation rpe1, . . . , enqs diffère par p´1qn de l’orientation donnée par la base
canonique rpe1, . . . , en´1qs dans Rn´1 (cf. §5.5.1).

Ceci achève la démonstration de l’étape 1.

Étape 2 : M “ U ouvert de carte pU, φq sur une variété orientée N .
Comme déjà annoncé, cette étape est purement formelle. Nous pou-
vons supposer sans perte de généralité que φ est une carte qui en-
voie l’orientation de U sur l’orientation rpe1, . . . , enqs de φpUq. Soit
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j : BφpUq ãÑ φpUq l’inclusion, de sorte que φ ˝ ι “ j ˝φ|BU . En utilisant
la définition de l’intégrale nous obtenons successivement

ż

U

dω “
ż

φpUq
pφ´1q˚dω

“
ż

φpUq
dppφ´1q˚ωq

“
ż

BφpUq
j˚pφ´1q˚ω

“
ż

BφpUq
pφ|´1

BUq˚ι˚ω

“
ż

BU
ι˚ω.

Dans la troisième égalité nous avons utilisé l’étape 1.

Étape 3 : le cas d’une variété M orientée arbitraire. Soit tpUi, φiqu un
atlas compatible avec l’orientation, i.e. tel que les déterminants des
différentielles de toutes les applications de changement de carte soient
positifs, et tel que chaque φi envoie l’orientation de Ui sur l’orientation
rpe1, . . . , enqs de φipUiq Ď Rn. Soit tρiu une partition de l’unité subor-
donnée au recouvrement pUiq de la variétéM . L’on note incl : BUi ãÑ Ui
l’inclusion, sans spécifier l’indice i. Nous obtenons successivement

ż

M

dω “
ż

M

dpp
ÿ

i

ρiqωq

“
ÿ

i

ż

M

dpρiωq

“
ÿ

i

ż

Ui

dpρiωq

“
ÿ

i

ż

BUi
incl˚pρiωq

“
ÿ

i

ż

BM
ι˚ρiι

˚ω

“
ż

BM
p
ÿ

i

ι˚ρiqι˚ω

“
ż

BM
ι˚ω.

Dans la troisième et dans la cinquième égalité nous utilisons le fait
que supppρiq Ă Ui, respectivement supppincl˚ρiq Ă BUi. Dans la qua-
trième égalité nous utilisons l’étape 2. Dans la dernière égalité nous
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utilisons le fait que tincl˚ρiu est une partition de l’unité subordonnée
au recouvrement de BM par les ouverts de carte pBUi, φ|BUiq. �

Application : le théorème de point fixe de Brouwer.

Soit Bn la boule unité fermée dans l’espace euclidien Rn et Sn´1 “
BBn la sphère unité.

Théorème 5.67 (Brouwer (1910)). Toute application continue ϕ :
Bn Ñ Bn possède un point fixe.

Le théorème de point fixe de Brouwer est l’un des grands théorèmes
de topologie dansRn. C’est par ailleurs l’un des plus robustes théorèmes
de point fixe qui existent. Nous allons le démontrer comme conséquence
du résultat suivant.

Théorème 5.68. Il n’existe pas d’application lisse f : Bn Ñ Sn´1 telle
que f |Sn´1 “ IdSn´1 (on appelle une telle application rétracte de Bn sur
Sn´1).

Démonstration. Supposons qu’il existe une telle rétracte et notons-là

f “ pf 1, . . . , fnq : Bn Ñ Rn,

avec ÿ

i

pf iq2 “ 1

et f i|Sn´1 “ xi, i “ 1, . . . , n. Soit ι : Sn´1 ãÑ Bn l’inclusion et munis-
sons Bn de l’orientation rpe1, . . . , enqs définie par la base canonique de
Rn. Considérons les pn ´ 1q-formes différentielles

ω :“ x1dx2 ^ . . .^ dxn, η :“ f 1df 2 ^ . . .^ dfn

définies sur Bn.

D’un côté nous avons ι˚ω “ ι˚η, de sorte queż

Sn´1

ι˚ω “
ż

Sn´1

ι˚η.

D’un autre côté, le théorème de Stokes impliqueż

Sn´1“BBn
ι˚ω “

ż

Bn
dω “

ż

Bn
dx1 ^ . . .^ dxn “ mpBnq ą 0,

avec m la mesure de Lebesgue sur Rn, etż

Sn´1“BBn
ι˚η “

ż

Bn
dη “

ż

Bn
df 1 ^ . . .^ dfn “ 0.

En effet, la relation
ř
ipf iq2 “ 1 implique par différentiation

ř
i 2f

idf i “
0, de sorte que les 1-formes df 1, . . . , dfn sont linéairement dépendantes
et donc df 1 ^ . . .^ dfn “ 0.

Ceci fournit une contradiction et achève la démonstration. �
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Démonstration du théorème 5.67.

Étape 1 : réduction au cas lisse. Supposons qu’il existe une application
continue ϕ : Bn Ñ Bn sans point fixe. Puisque Bn est compacte l’on
trouve ǫ ą 0 tel que

|ϕpxq ´ x| ě ǫ, x P Bn.

Toute application continue définie sur un compact de Rn peut être
approximée uniformément par des applications lisses. Il existe donc
ψ : Bn Ñ Rn lisse telle que

}ϕ ´ ψ}8 ď ǫ

100
.

En particulier ψ prend ses valeurs dans la boule de rayon 1 ` ǫ
100

et,
quitte à composer ψ avec une homothétie appropriée, l’on trouve une
application lisse ψ : Bn Ñ Bn telle que

}ϕ ´ ψ}8 ď ǫ

50
.

En particulier |ψpxq ´ x| ě ǫ
2
pour tout x P Bn et donc ψ n’a pas de

point fixe.

Étape 2 : preuve du théorème dans le cas lisse.Supposons qu’il existe ψ :
Bn Ñ Bn lisse sans point fixe. Nous construisons alors une application
lisse f : Bn Ñ Sn´1 telle que f |Sn´1 “ IdSn´1, ce qui contredit le
théorème 5.68.

L’application f est construite de la manière suivante : pour x P Bn le
point fpxq P Sn´1 est défini comme étant l’intersection de Sn´1 avec la
demi-droite affine d’origine ψpxq passant par x (Figure 5). La lissité de
f est vue par un calcul explicite : nous avons fpxq “ ψpxq`λpx´ψpxqq,
avec λ ą 0 uniquement déterminé par la condition

}ψpxq ` λpx´ ψpxqq}2 “ 1.

Cette dernière équation équivaut à l’équation du second degré

λ2}x´ ψpxq}2 ` 2λxψpxq, x´ ψpxqy ` }ψpxq}2 ´ 1 “ 0,

dont le discriminant est

∆ “ 4pxψpxq, x´ ψpxqy2 ´ }x´ ψpxq}2p}ψpxq}2 ´ 1qq.
Puisque }ψpxq}2 ´ 1 ď 0 nous obtenons directement

∆ ě 4xψpxq, x´ ψpxqy2 ě 0.

L’unique racine positive de l’équation est alors donnée par la formule

λ :“ ´2xψpxq, x´ ψpxqy `
?
∆

2}x´ ψpxq}2 ,

fonction lisse du point x P Bn. On en déduit que f est lisse. �
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fpxq

x

ψpxq

Figure 5. Théorème de Brouwer.

Nous concluons ce paragraphe en présentant une démonstration du
théorème 5.68 basée sur la cohomologie de De Rham.

Démonstration alternative du théorème 5.68. Supposons qu’il existe une
application lisse f : Bn Ñ Sn´1 telle que f |Sn´1 “ IdSn´1 . Si l’on note
ι : Sn´1 ãÑ Bn l’inclusion, cette dernière condition équivaut alors à

f ˝ ι “ IdSn´1.

Au niveau des groupes de cohomologie de De Rham nous obtenons
ι˚f˚ “ IdH˚pSn´1q, et en particulier un diagramme commutatif

Hn´1pSn´1q f˚

// Hn´1pBnq
ι˚

��

Hn´1pSn´1q
Id

PPPPPPPPPPPP

PPPPPPPPPPPP

Or Hn´1pBnq “ 0 (variante de la Proposition 5.61) et Hn´1pSn´1q ‰
0 (Proposition 5.62 ou Proposition 5.63). Ceci est une contradiction,
puisqu’il n’est pas possible pour l’identité d’un espace vectoriel non-
trivial de factoriser à travers un espace vectoriel nul. �

Remarque. Il est utile de comparer les deux preuves du théorème 5.68 :
la deuxième preuve est beaucoup plus conceptuelle et illustre parfaite-
ment la puissance des outils cohomologiques tels la cohomologie de De
Rham.
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5.6. Compléments sur la différentielle extérieure. Calcul de
Lie. Notre but principal dans cette section est de démontrer la formule
globale suivante pour la différentielle extérieure. Au passage nous allons
discuter la dérivée de Lie, le produit intérieur et la formule de Cartan.

Proposition 5.69. Soient M une variété, ω P ΩkpMq et X0, . . . , Xk P
X pMq des champs de vecteurs sur M . Alors

dωpX0, . . . , Xkq “
ÿ

i

p´1qiωpX0, . . . ,xXi, . . . , Xkq

`
ÿ

iăj
p´1qi`jωprXi, Xjs, X0, . . . ,xXi, . . . , xXj, . . . , Xkq.

Certaines des preuves dans cette section sont seulement esquissées,
mais vous avez tous les éléments pour les reconstruire. Au besoin,
consulter la bibliographie.

5.6.1. Dérivations. Soit A “ pA˚,^q une algèbre commutative graduée
et soit M “ M˚ un A-bimodule gradué, i.e. un espace vectoriel gradué
qui est un module à droite et à gauche sur A tel que Ak ¨ Mℓ Ď Mk`ℓ
et Mℓ ¨Ak Ď Mk`ℓ.

Une dérivation de degré d P Z sur A à valeurs dans M est une
application linéaire

D : A˚ Ñ M˚`d

qui vérifie la règle de Leibniz

Dpa^ bq “ Dpaq ¨ b ` p´1q|a|¨da ¨Dpbq.
L’on note |D| “ d.

Dans le cas particulier important où M “ A, on note l’ensemble des
dérivations de degré d de A dans A par DerdpAq, et

Der˚pAq :“
à
d

DerdpAq.

C’est un espace vectoriel gradué.

Étant donnée deux dérivations D,D1 P Der˚pAq, l’on définit leur
crochet par

rD,D1s :“ DD1 ´ p´1q|D|¨|D1|D1D.

L’on vérifie directement que rD,D1s est bien une dérivation, de degré
|D| ` |D1|.
Proposition 5.70. Le couple pDer˚pAq, r¨, ¨sq définit une algèbre de Lie
graduée. Ceci signifie que rDerkpAq,DerℓpAqs Ď Derk`ℓpAq et le crochet
vérifie la relation d’anti-symétrie graduée

rD,D1s “ ´p´1q|D|¨|D1|rD1, Ds,
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ainsi que l’identité de Jacobi graduée

p´1q|D|¨|D2|rD, rD1, D2ss ` permutations cycliques “ 0.

Démonstration : vérification directe. �

Lemma 5.71. Soient D,D1 deux dérivations de l’algèbre des formes
différentielles pΩ˚pMq,^q sur une variété M . L’on a

D “ D1

si et seulement si D et D1 cöıncident sur Ω0pMq ‘ Ω1pMq. Si D et D1

commutent avec d, alors D “ D1 si et seulement si D et D1 cöıncident
sur Ω0pMq.

Démonstration. Supposons que D “ D1 sur Ω0pMq ‘ Ω1pMq. En par-
ticulier D et D1 ont même degré. Par récurrence, D et D1 cöıncident
sur la sous-algèbre engendrée par Ω0pMq ‘ Ω1pMq. Or cette dernière
est égale à Ω˚pMq : étant donné un atlas tpUi, φi “ px1i , . . . , xni qqu et
une partition de l’unité tρiu subordonnée au recouvrement pUiq de M ,
toute forme ω s’écrit

ω “
ÿ

i

ρiω “
ÿ

i

ρi
ÿ

I

ωi,Idx
I
i “

ÿ

i,I

ρiωi,Idx
I
i .

Cette dernière expression appartient à la sous-algèbre engendrée par
Ω0pMq ‘ Ω1pMq. En effet, pour chaque i choisissons une fonction lisse
χi :M Ñ r0, 1s telle que supppχiq Ă Ui et χi “ 1 sur supppρiq. Pour un
multi-indice I “ pi1 ă ¨ ¨ ¨ ă ikq nous avons ρiωIdx

I “ ρipχiqkωIdxI “
pρiωIqpχidxi1q^¨ ¨ ¨^pχidxikq. Or ρiωI et les χidx

ij , j “ 1, . . . , k peuvent
être regardées comme une fonction, respectivement des 1-formes glo-
balement définies sur M , par extension avec 0 en dehors de Ui.

Supposons maintenant que D et D1 commutent avec d et cöıncident
sur Ω0pMq. Elles sont en particulier de même degré. Il suffit de montrer
qu’elles cöıncident sur Ω1pMq. Le calcul précédent montre qu’il suffit
de prouver que, pour un ouvert de carte pU, φ “ px1, . . . , xnqq et ρ :
M Ñ r0, 1s une fonction lisse avec supppρq Ă U , les dérivations D et
D1 prennent les mêmes valeurs sur ρdxi, i “ 1, . . . , n. L’on a

ρdxi “ dpρxiq ´ xidρ.

Soit χ :M Ñ r0, 1s lisse avec supppχq Ă U et χ “ 1 sur supppρq. Alors
xidρ “ χxidρ et Dpxidρq “ Dppχxiqdρq “ D1ppχxiqdρq “ D1pxidρq.
Dans la deuxième égalité nous avons utilisé la règle de Leibniz et le fait
que D et D1 commutent avec d. (Le fait d’avoir introduit la fonction
χ permet de regarder xi comme fonction globalement définie sur M
en la remplaçant par χxi.) Par ailleurs Dpdpρxiqq “ D1pdpρxiqq, ce qui
démontre que

Dpρdxiq “ D1pρdxiq.
�
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Exercice 61. Soit ϕ : N Ñ M une application lisse entre variétés.
Montrer l’identité

dϕ˚ “ ϕ˚d

en utilisant le lemme 5.71.

5.6.2. Dérivée de Lie.

Définition 5.72. Soit M une variété, X P X pMq un champ de vec-
teurs et ω P ΩkpMq une k-forme différentielle. La dérivée de Lie de ω
dans la direction de X, notée LXω, est la k-forme différentielle

pLXωqp :“
d

dt
|t“0

`
pϕtXq˚ω

˘
p
, p P M.

L’exercice suivant fournit une intuition quant à la signification de la
dérivée de Lie.

Exercice 62. Soit ω “ dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn la “forme volume euclidienne”
sur Rn. Soit X P X pRnq un champ de vecteurs. Montrer que le flot ϕtX
préserve la mesure de Lebesgue sur Rn pour tout t si et seulement si

LXω “ 0.

Proposition 5.73. La dérivée de Lie

LX : Ω˚pMq Ñ Ω˚pMq
est une dérivation de degré 0 de pΩ˚pMq,^q qui commute avec d, i.e.

LXpω ^ ηq “ pLXωq ^ η ` ω ^ pLXηq
et

LX ˝ d “ d ˝ LX .

Démonstration : vérification directe. �

Proposition 5.74. Soient M une variété, ω P ΩkpMq et X1, . . . , Xk P
X pMq. La dérivée de Lie vérifie l’identité

LXpωpX1, . . . , Xkqq “pLXωqpX1, . . . , Xkq
`

ÿ

i

ωpX1, . . . , LXXi, . . . , Xkq.

Démonstration : vérification directe en utilisant la règle de Leibniz et
la définition

LXpωpX1, . . . , Xkqqp “ d

dt
|t“0ωpX1, . . . , Xkq ˝ ϕtXppq,

où ϕtX est le flot de X . �
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5.6.3. Produit intérieur.

Définition 5.75. Soit M une variété, X P X pMq un champ de vec-
teurs et ω P ΩkpMq une k-forme différentielle. Le produit intérieur de
ω par X, noté ιXω, est la k ´ 1-forme différentielle

pιXωqpX1, . . . , Xk´1q :“ ωpX,X1, . . . , Xk´1q.

Proposition 5.76. Le produit intérieur

ιX : Ω˚pMq Ñ Ω˚´1pMq

est une dérivation de degré ´1 de pΩ˚pMq,^q, i.e.

ιXpω ^ ηq “ pιXωq ^ η ` p´1q|ω|ω ^ pιXηq.

Démonstration : vérification directe. �

Proposition 5.77 (Formule de Cartan). Pour tout champ de vecteurs
X sur une variété l’on a la relation

LX “ rd, ιXs,

i.e. LX “ d ˝ ιX ` ιX ˝ d.

Démonstration. Les deux membres de cette identité sont des dérivations
de degré 0 qui commutent avec d : pour le membre de droite l’on a
rd, ιXsd “ dιXd “ drd, ιXs. Il suffit de montrer qu’ils cöıncident sur
Ω0pMq. Or, pour toute fonction f P Ω0pMq l’on a

LXf “ Xpfq

et

rd, ιXsf “ ιXdf “ dfpXq.
�

5.6.4. Formule globale pour la différentielle extérieure.

Démonstration de la proposition 5.69. La preuve se fait par récurrence
sur k en utilisant la formule de Cartan et la formule globale 5.74 pour
la dérivée de Lie. Nous nous limitons ici à rendre explicites les cas k “ 0
et k “ 1 et laissons au lecteur le soin de compléter les autres détails de
la preuve.

Pour k “ 0 la formule se réduit à l’identité bien connue

dfpX0q “ X0pfq

pour toute fonction f P Ω0pMq.
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Pour k “ 1 nous avons par la proposition 5.74 et la formule de Cartan

LX0
pωpX1qq “ pLX0

ωqpX1q ` ωpLX0
X1q

“ pιX0
dωqpX1q ` pdιX0

ωqpX1q ` ωprX0, X1sq
“ dωpX0, X1q ` dpωpX0qq ¨X1 ` ωprX0, X1sq
“ dωpX0, X1q ` X1pωpX0qq ` ωprX0, X1sq.

Puisque LX0
pωpX1qq “ X0pωpX1qq nous obtenons

dωpX0, X1q “ X0pωpX1qq ´ X1pωpX0qq ´ ωprX0, X1sq,
ce qui est la formule recherchée. �

Nous concluons ce paragraphe avec un exercice utile concernant la
dérivée de Lie.

Exercice 63. Soit ωt, t P R une famille lisse de formes différentielles
de degré k sur une variété M . Soit X un champ de vecteurs (supposé
complet pour simplifier). Montrer l’identité

d

dt
|t“t0pϕtXq˚ωt “ pϕt0Xq˚pLXωt0 ` 9ωt0q,

où

9ωt0 “ d

dt
|t“t0ωt.

Remarque. Le “calcul de Lie”, qui désigne globalement l’ensemble des
identités que nous avons démontrées dans cette section, est fort utile
dans la pratique. Il joue en particulier un rôle important pour établir
les premières propriétés de la cohomologie de De Rham.
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Remarque finale : ce que j’aurais encore souhaité inclure
dans ces notes de cours. Le contenu de ces notes reflète fidèlement
ce que nous avons traité en cours pendant la période s’étalant de sep-
tembre à décembre 2014 (48h de cours). Les questions suivantes au-
raient naturellement trouvé leur place, si encore nous avions eu plus de
temps à disposition :

– quelques notions de théorie de Morse (tels par exemple les sections
I.1, I.2, et I.3 du livre de Milnor, Morse theory). J’ai brièvement évoqué
la théorie de Morse dans une digression à la fin du paragraphe 5.5.1.

– un chapitre concernant les courbes dans R2 et R3, les surfaces
dans R3, et les différentes notions de courbure qui vont avec. Ce sont
des sujets importants pour préparer votre future lecture d’un cours de
géométrie riemannienne. Je vous encourage vivement à consulter par
exemple le livre de M. do Carmo, Differential geometry of curves and
surfaces, Prentice-Hall, 1976.

– quelque calculs supplémentaires de cohomologie de De Rham. Vous
pourrez en trouver un certain nombre dans les notes de cours de F. Pau-
lin.

– une discussion de la cohomologie de De Rham des groupes de Lie.
Vous pouvez en trouver une présentation par exemple au paragraphe
V.12 de l’ouvrage de G. Bredon, Topology and Geometry.
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Fin du cours.
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Annexe A. Courbes dans R2

Définition A.1. On appelle courbe (lisse) une variété lisse de dimen-
sion 1.

L’on dira parfois aussi courbe géométrique lisse au lieu de courbe lisse
pour mieux accentuer la différence avec la notion de courbe paramétrée
définie plus bas.

Exemples.

— Cercle tpx, yq P R2 : x2 ` y2 “ R2u, R ą 0.

— Ellipse tpx, yq P R2 : x2

a2
` y2

a2
“ 1u, a, b ą 0.

— Parabole tpx, yq P R2 : y “ x2u.
— Hyperbole tpx, yq P R2 : x2 ´ y2 “ R2u, R ą 0.

Remarque. Les exemples précédents sont des exemples de courbes
algébriques réelles, i.e. des sous-variétés de R2 (ou Rn, n ě 2) décrites
comme lieu des zéros d’un polynôme à coefficients réels P pX, Y q P
RrX, Y s (respectivement comme lieu des zéros d’un système polyno-
mial submersif de n ´ 1 polynômes à coefficients réels P1, . . . , Pn´1 P
Rrx1, . . . , Xns).

Exemples.

— Pour tout a P R le lieu d’intersection du cylindre droit de rayon
1 avec le plan z “ a est une courbe dans R3 (cercle de rayon 1)

C “ tpx, y, zq P R3 : x2 ` y2 “ 1, z “ au.
— Pour tout a P R le lieu d’intersection de l’hyperbol̈ıde à une nappe

x2 `y2 “ z2 `1 avec le plan z “ a est une courbe dans R3 (cercle
de rayon

?
1 ` a2)

Ca “ tpx, y, zq P R3 : x2 ` y2 ´ z2 ´ 1 “ 0, z “ au.
— Pour tout a P Rzt0u, l’intersection du parabolöıde hyperbolique

x2´y2 “ z avec le plan z “ a est une courbe dans R3 (hyperbole)

Ha “ tpx, y, zq P R3 : x2 ´ y2 ´ z “ 0, z “ au.
(Que se passe-t-il pour a “ 0 ?)

Définition A.2. Soit I Ă R un intervalle et M une variété. Une
application lisse c : I Ñ M est appelée courbe paramétrée dans M .

Le cas qui nous intéressera surtout ici est celui où M “ Rn. Dans
cette situation c est identifiée à un vecteur pc1, . . . , cnq dont les com-
posantes sont des fonctions ci : I Ñ R, i “ 1, . . . , n ; la lissité de c
équivaut par définition à la lissité de ses coordonnées ci, i “ 1, . . . , n.

Étant donnée une courbe C dans Rn, elle admet toujours une pa-
ramétrisation locale – c’est l’une des définitions équivalentes de la no-
tion de sous-variété. Une telle paramétrisation locale est par définition
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une courbe paramétrée c : I Ñ Rn qui est un plongement sur un ouvert
de C. Ceci signifie que impcq Ă C est un ouvert, que la différentielle de
c est injective en tout point, et que c est un homéomorphisme sur son
image.

À toute courbe paramétrée c : I Ñ Rn l’on associe en tout point
t P I son vecteur vitesse

9cptq :“ d

dt

ˇ̌
ˇ
s“t
cpsq “

`dc1
dt

ptq, . . . , dc
n

dt
ptq

˘
.

Le vecteur vitesse doit être interprété comme direction infinitésimale
de mouvement le long de la courbe c.

Remarque. Tout vecteur v P Rn est vecteur vitesse en t0 d’une courbe
paramétrée définie au voisinage de t0 P R et passant à l’instant t0 par un
point p0 P Rn fixé. En effet, il suffit de considérer la courbe paramétrée
c : R Ñ Rn, cptq “ pt ´ t0qv ` p0. Cette observation est à la source
de la définition de l’espace tangent à une variété différentielle comme
ensemble de classes d’équivalences de courbes lisses pour une relation
d’équivalence appropriée. Avec cette définition, si c : I Ñ M est une
courbe paramétrée dans une variétéM , son vecteur vitesse en un point
t P I est le vecteur dans TcptqM donné par la classe d’équivalence de c.

Pour tout λ P R nous avons

dcptqλ “ d

dǫ

ˇ̌
ˇ
ǫ“0
cpt` λǫq “ λ 9cptq.

Ainsi une courbe paramétrée c est une immersion en t si et seulement
si 9cptq ‰ 0.

Définition A.3. Une courbe paramétrée c : I Ñ M est dite régulière
si 9cptq ‰ 0 pout tout t P I.

Autrement dit, une courbe régulière est la même chose qu’une im-
mersion I Ñ M . Par conséquent, une courbe régulière est toujours
localement injective.

Remarque - exercice. L’image d’une courbe régulière c n’est pas
nécessairement une courbe géométrique lisse. Il y a deux phénomènes
qui peuvent empêcher cela : la non-injectivité de c et le fait de ne pas
être un homéomorphisme sur son image.

Donner des exemples de courbes régulières c : I Ñ R2 qui satisfont
les propriétés suivantes :

(a) c n’est pas injective et son image n’est pas une sous-variété de
R2.

(a’) c n’est pas injective et son image est une sous-variété de R2.

(b) c est injective et son image n’est pas une sous-variété de R2.

(b’) c est injective et son image est une sous-variété de R2.
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(c) c n’est pas un homéomorphisme sur son image et son image n’est
pas une sous-variété de R2.

(c’) c n’est pas un homéomorphisme sur son image et son image est
une sous-variété de R2.

Montrer que si c est un plongement (immersion et homéomorphisme
sur son image) alors impcq est une sous-variété de R2.

Toute immersion est localement un plongement. Par conséquent, les
images d’intervalles ouverts suffisamment petits à la source par une
courbe régulière sont des sous-variétés au but.

Remarque. L’on peut démontrer que toute sous-variété connexe de
dimension 1 dans Rn est difféomorphe à la droite réelle R (le cas non-
compact) ou au cercle S1 “ R{Z (le cas compact). Par conséquent,
toute sous-variété connexe C de dimension 1 dans Rn est image d’une
courbe régulière (non-injective si C est compacte).

Remarque - exercice. L’image d’une courbe paramétrée dans Rn

dont la dérivée s’annule en un point a toutes les chances de ne pas être
une sous-variété. Démontrer que le graphe Γ de la fonction R Ñ R,
x ÞÑ |x| n’est pas une sous-variété de R2. Construire une courbe lisse
c : R Ñ R2 telle que impcq “ Γ. Construire une telle courbe qui est
injective et homéomorphisme sur son image ! (Indication : l’on pourra
commencer par construire une fonction lisse décroissante f : R Ñ R

telle que f “ 1 sur s ´ 8,´1s, f ą 0 sur s ´ 8, 0r, f “ 0 sur r0,8r.)

Définition A.4. Soit c : I Ñ Rn une courbe paramétrée de classe C1.
La longueur de c est par définition

Lpcq “
ż

I

} 9cptq} dt P r0,8s.

L’intégrale est entendue ici au sens de Lebesgue, ou encore au sens
d’une intégrale de Riemann impropre (l’intervalle I est ouvert). L’on
voit en particulier qu’une courbe paramétrée est de longueur nulle si
et seulement si elle est constante.

La justification de cette expression est fournie par le résultat suivant,
qui exprime Lpcq comme limite des approximations de c par des lignes
polygonales dans Rn.

Exercice. On appelle ligne polygonale s’appuyant sur la courbe pa-
ramétrée c : I Ñ Rn une suite t “ ptkqkPZ, avec tk P I, tk ď tk`1,
limkÑ8 tk “ sup I, limkÑ´8 tk “ inf I. La longueur d’une ligne polygo-
nale t est par définition

Lptq “
ÿ

kPZ
}cptkq ´ cptk´1q}.
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Démontrer l’égalité

Lpcq “ lim suptLptq : t ligne polygonale s’appuyant sur cu.

Dans l’exercice précédent il est nécessaire de travailler avec des lignes
polygonales ayant une infinité de sommets à cause du fait que nous
avons supposé l’intervalle I comme étant ouvert. Si l’on travaillait en
restriction à un intervalle compact ra, bs Ă I, il suffirait de considérer
des lignes polygonales finies (quoique l’on devrait laisser tendre le
nombre de sommets vers l’infini pour atteindre la limite supérieure
des longueurs Lptq).
Définition A.5. Une courbe f : I Ñ Rn est paramétrée par la lon-
gueur de l’arc si

@t P I, } 9cptq} “ 1.

La justification de cette définition est claire : pour une courbe pa-
ramétrée par la longueur de l’arc, la longueur au but se lit à la source :

@ra, bs Ă I, Lpc|ra,bsq “ b ´ a.

Proposition A.6. Soit c : I Ñ Rn une courbe régulière. Il existe un
intervalle J Ă R et un difféomorphisme croissant

h : J Ñ I

tels que c ˝ h soit paramétrée par la longueur de l’arc. De plus, les
intervalles J et les difféomorphismes h ayant cette propriété sont uni-
quement déterminés à translation : pour toute autre paire pJ̃ , h̃q telle

que h̃ : J̃ Ñ I soit un difféomorphisme croissant et c˝h̃ soit paramétrée
par la longueur de l’arc, il existe un unique α0 P R tel que J̃ “ α0 ` J

et h̃pτq “ hpτ ´ α0q pour tout τ P J̃ .

Démonstration. L’on cherche h : J Ñ I difféomorphisme croissant tel
que } 9c ˝ h} “ 1. En vue de 9c ˝ hpτq “ 9cphpτqqh1pτq, ceci équivaut à

h1pτq “ 1

} 9cphpτqq} .

Fixons τ0 P R et t0 P I. L’équation différentielle ci-dessus admet au
voisinage de τ0 une unique solution telle que hpτ0q “ t0 et l’on définit
J comme étant son intervalle maximal de définition. Le couple pJ, hq
vérifie bien les conditions souhaitées. L’unicité découle de l’unicité des
solutions d’équations différentielles ordinaires avec condition de Cau-
chy.

Alternativement, l’on peut chercher la fonction k “ h´1. L’équation
9c ˝ k´1pτq “ 9cpk´1pτqq 1

k1pk´1pτqq montre que la condition d’être paramétré

par la longueur de l’arc pour c ˝ k´1 équivaut à ce que la fonction k

vérifie l’équation différentielle

k1ptq “ } 9cptq}.
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Soient t0 P I et τ0 P R. Cette équation différentielle a une unique
solution telle que kpt0q “ τ0, à savoir

kptq “
ż t

t0

} 9cpsq} ds` τ0.

Posons J “sa, br avec a “
şinf I
t0

} 9cpsq} ds` τ0 et b “
şsup I
t0

} 9cpsq} ds` τ0.

Puisque k1 ą 0 l’on déduit que k : I Ñ J est un difféomorphisme
croissant, et il en est de même pour h “ k´1 : J Ñ I.

Pour toute autre solution k̃ de l’équation k1 “ } 9c} il existe un unique

α0 P R tel que k̃ptq “ kptq`α0. En notant τ “ k̃ptq P J̃ pour t arbitraire

l’on obtient h̃pτq “ k̃´1pτq “ k´1pτ ´ α0q “ hpτ ´ α0q. Clairement
J̃ “ α0 ` J . �

La paramétrisation d’une courbe régulière par la longueur de l’arc
nous permet de décrire de manière plus fine certaines propriétés locales
de la courbe. Nous nous restreignons maintenant aux courbes régulières
dans R2.

Définition A.7. Soit c : I Ñ R2 une courbe paramétrée par la lon-
gueur de l’arc. L’on appelle courbure de c au point t la norme du
vecteur d’accélération :cptq “ d

dt
9cptq, notée

κptq “ }:cptq}.

Plus généralement, si c est une courbe paramétrée régulière quel-
conque, l’on définit la courbure de c au point t comme la courbure d’une
paramétrisation par la longueur de l’arc c˝h au point τ tel que hpτq “ t.
Puisque deux paramétrisations par la longueur de l’arc cöıncident à
translation près, la définition précédente fait sens. Par ailleurs, si l’on
renverse le sens de parcours de la courbe en considérant c̄ptq “ cp´tq
l’on voit que la courbure reste inchangée puisque :̄cptq “ :cp´tq. Ainsi,
pour toute courbe géométrique lisse C Ă R2 l’on peut définir sa cour-
bure en un point p P C en considérant une paramétrisation locale (par
la longueur de l’arc) au voisinage de p et en appliquant la définition
précédente.

Exercice 64. Soit c : I Ñ R2 une courbe régulière qulconque. Montrer
que la courbure de c en un point t P I est égale à

(A.1) κptq “ 1

} 9cptq}2
›››:cptq ´ x:cptq, 9cptq

} 9cptq}y 9cptq
} 9cptq}

›››.

Exemple. Soit R ą 0 et C “ tp P R2 : lp ´ p0} “ Ru le cercle de
rayon R et centre p0 P R2. La courbure de C en tout point p vaut 1

R
. En

effet, soit cptq “ p0 ` pR cos t
R
, R sin t

R
q une paramétrisation locale de

C par la longueur de l’arc au voisinage d’un point p P C. L’on calcule

9cptq “ p´ sin
t

R
, cos

t

R
q, :cptq “ p´ 1

R
cos

t

R
,´ 1

R
sin

t

R
q,
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de sorte que κptq “ }:cptq} “ 1
R
.

L’on donne maintenant une interprétation géométrique de la cour-
bure comme rayon du cercle osculateur, le cercle qui réalise la meilleure
tangence avec la courbe en un point donné.

Définition A.8. Soient C,C 1 Ă R2 deux courbes géométriques et ℓ ě 1
un entier. L’on dit que C et C 1 ont un contact d’ordre au moins ℓ en
un point d’intersection p s’il existe des paramétrisations locales c, c1 au
voisinage de p “ cpt0q “ c1pt10q ayant le même jet d’ordre ℓ, c’est-à-dire
telles que

cpkqpt0q “ c1pkqpt10q, 0 ď k ď ℓ.

Dans la situation précédente, l’on dit aussi que les deux courbes
paramétrées c et c1 ont un contact d’ordre au moins ℓ. Cette définition
fait aussi sens pour des courbes paramétrées non-régulières.

Proposition A.9. La courbure est un invariant d’ordre 2 : si deux
courbes lisses ont un contact d’ordre ě 2 en un point p, leurs courbures
respectives en p sont égales.

Démonstration. Ceci découle de la définition de l’ordre de contact et
de la formule (A.1). �

Dans l’énoncé qui suit l’on se donne une courbe régulière c : I Ñ R2,
un point t0 P I et l’on note C0 Ă R2 l’image par c d’un voisinage ouvert
I0 de t0, supposé être suffisamment petit pour que C0 soit une sous-
variété de R2. L’on note p0 “ cpt0q et κ0 ě 0 la courbure de c en t0.
Par convention 1

0
“ 8 et un cercle de rayon infini est une droite.

Proposition A.10. Il existe un unique cercle dans R2 ayant un contact
d’ordre ě 2 avec C0 en p0. On l’appelle cercle osculateur à C0 en p0.
Son rayon est égal à 1

κ0
et son centre est situé sur la droite normale à c

au point p0, à distance 1
κ0

dans la direction de la composante normale

de :cpt0q.

Démonstration. Nous allons traiter le cas κ0 ą 0. Le cas κ0 “ 0 est
laissé en exercice au lecteur.

Considérons une reparamétrisation de c par la longueur de l’arc,
notée c̃ “ c ˝ h, avec t0 “ hpτ0q. L’on vérifie alors l’égalité

:̃cpτq “ 1

} 9cphpτqq}2
´

:cphpτqq ´ x:cphpτqq, 9cphpτqq
} 9cphpτqq}y 9cphpτqq

} 9cphpτqq}
¯
.

Le membre à l’intérieur de la parenthèse à droite désigne la composante
normale de :c, alors que :̃c est sa propre composante normale. Puisque
ces deux vecteurs diffèrent par un multiple positif, on en déduit qu’ils
pointent dans la même direction.
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Existence. Soit c̃ une reparamétrisation de c par la longueur de l’arc,
avec c̃pτ0q “ p0. Le centre du cercle donné par l’énoncé est

O “ p0 ` 1

κ0

:̃cpτ0q
}:̃cpτ0q}

“ p0 ` 1

κ20

:̃cpτ0q.

Son rayon étant 1
κ0
, une paramétrisation par la longueur de l’arc est

donnée par

αpθq “ O ` 1

κ0
pcos θκ0, sin θκ0q.

Soit θ0 tel que αpθ0q “ p0, c’est-à-dire

(A.2) :̃cpτ0q “ ´κ0pcos θ0κ0, sin θ0κ0q.
(La valeur de θ0 est uniquement déterminée modulo 2π{κ0.)

La courbe α est paramétrée par la longueur de l’arc, son vecteur
vitesse en θ “ θ0 est unitaire et orthogonal à la droite pOp0q. Il en
est de même pour le vecteur vitesse de c̃ en t0, et on en déduit que
nécessairement

9αpθ0q “ ˘ 9̃cpt0q.
Quitte à remplacer la paramétrisation α de notre cercle par la pa-

ramétrisation opposée θ ÞÑ αp´θq, l’on peut donc supposer que

9αpθ0q “ 9̃cpt0q,
c’est-à-dire que les courbes α et c̃ ont un contact d’ordre ě 1 en p0.

La condition de contact d’ordre ě 2 pour c̃ et α est automatiquement
satisfaite puisque

:αpθ0q “ κ0p´ cos θ0κ0,´ sin θ0κ0q “ :̃cpt0q,
la dernière égalité découlant de (A.2).

Unicité. Soit C un cercle ayant un contact d’ordre ě 2 avec C0 en p0.
En particulier C et C0 ont la même droite tangente en p0. Puisque
la tangente en un point à un cercle est orthogonale à la droite qui
relie le centre du cercle au point, on en déduit que le centre de C doit
nécessairement être situé sur la droite normale à C0 au point p0. Il
existe une famille à un paramètre de tels cercles. La Proposition A.9
assure que la courbure de C en p0 doit nécessairement être égale à κ0,
de sorte que le rayon de C doit nécessairement être égal à 1{κ0. Il y
a exactement deux cercles qui satisfont cette condition. Le fait que
seulement un de ces deux cercles peut avoir un contact d’ordre ě 2
avec C0 est vérifié par un calcul direct laissé au soin du lecteur, ou bien
en utilisant la notion de courbure avec signe discutée plus bas. �

Digression : courbure avec signe.

La question que nous voulons aborder maintenant est celle de raffiner
la courbure d’une courbe régulière dans R2 en lui associant un signe.
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En géométrie les signes proviennent en général du fait de travailler avec
des espaces vectoriels réels orientés.

Définition A.11. Soient B “ pv1, v2q et B1 “ pv1
1, v

1
2q deux bases de R2.

On dit que B et B1 définissent la même orientation si la matrice de pas-
sage de B à B1 est de déterminant positif. Dans le cas contraire, l’on dit
que B et B1 définissent des orientations opposées. Une orientation de R2

est une classe d’équivalence de bases pour la relation “définir la même
orientation”. L’orientation canonique de R2 est la classe d’équivalence
de la base canonique pp1, 0q, p0, 1qq. Une base qui définit l’orientation
canonique est aussi dite positivement orientée.

Soit c : I Ñ R2 une courbe régulière. Pour tout t P I la droite nor-
male en t à c, ou normale en t à c, est définie comme étant la droite
affine cptq ` 9cptqK. Autrement dit, c’est la droite affine passant par cptq
dirigée par la droite vectorielle constituée de tous les vecteurs perpen-
diculaires à 9cptq. La normale en t contient deux générateurs distingués,
à savoir les deux générateurs unitaires de 9cptqK.

Question : y a-t-il un moyen de choisir un parmi ces deux générateurs ?

Réponse : oui, en utilisant la notion d’orientation.

En effet, l’on note νptq l’unique vecteur de norme 1 orthogonal à
9cptq tel que la base p 9cptq, νptqq définisse l’orientation canonique de R2,
c’est-à-dire tel que la matrice de passage de p 9cptq, νptqq vers la base
canonique pe1, e2q de R2 soit de déterminant positif. L’on appelle νptq
vecteur normal unitaire à la courbe c au point t, ou encore normale
unitaire au point t.

Exercice 65. Soit J “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
. Montrer que pour tout vecteur

non-nul v P R2 l’on a Jv K v et la base pv, Jvq définit la même orien-
tation que la base canonique de R2. En déduire une formule pour le
vecteur normal unitaire à une courbe régulière et en particulier le fait
que la fonction ν : I Ñ R2 est lisse.

Il est maintenant aisé de définir une courbure avec signe. Soit c : I Ñ
R2 une paramétrisation par la longueur de l’arc, de sorte que :cptq K 9cptq
et donc :cptq est colinéaire à νptq.
Définition A.12. La courbure signée de c au point t est l’unique réel
κ̃ptq tel que

:cptq “ κ̃ptqνptq.

La fonction κ̃ : I Ñ R est lisse, et l’on a bien κptq “ |κ̃ptq|.
Une discussion similaire à celle développée pour la courbure montre

le résultat suivant :
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Proposition A.13. Deux courbes régulières qui ont un contact d’ordre
ě 1 en un point ont la même courbure signée en ce point si et seulement
si elles ont un contact d’ordre ě 2 en ce point. ˝

La démonstration de cette proposition est laissée en exercice au lec-
teur.
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Annexe B. Surfaces dans R3

Définition B.1. L’on appelle surface une variété lisse de dimension
2.

Exemples (faire des dessins !).

– Le plan R2, ou encore tout plan affine dans R3.

– La sphère ronde de rayon R ą 0 dans R3,

S2pRq “ tpx, y, zq P R3 : x2 ` y2 ` z2 “ R2u.

– L’ellipsöıde E “ tpx, y, zq P R3 : x2

a2
` y2

b2
` z2

c2
“ 1u, avec a, b, c ą 0.

– L’hyperbolöıde à une nappeH1 “ tpx, y, zq P R3 : x2`y2 “ 1`z2u.
– L’hyperbolöıde à deux nappes H2 “ tpx, y, zq P R3 : x2 ` y2 “

´1 ` z2u.
– Le parabolöıde hyperbolique PH “ tpx, y, zq P R3 : z “ x2 ´ y2u.
Dans cette section nous nous intéressons aux surfaces dans R3, c’est-

à-dire aux sous-variétés de dimension 2 dans R3. Plus précisément, nous
nous intéressons aux propriétés de ces sous-variétés qui sont déterminées
par le plongement.

Voici un exemple. Soit f : R2 Ñ R une fonction lisse. Le graphe de
f est la surface

Γf “ tpx, y, zq P R3 : z “ fpx, yqu.
Ceci est bien une sous-variété de R3 qui possède une paramétrisation
globale

ψf : R2 Ñ Γf , ψfpx, yq “ px, y, fpx, yqq.
En particulier, Γf est difféomorphe au plan R2 pour tout choix de fonc-
tion f . Néanmoins, la forme de Γf est très différente selon le choix de
fonction. Par exemple, pour f “ ct. le graphe est un plan affine dans
R3, pour fpx, yq “ x2 ´ y2 le graphe a la forme d’une “selle de che-
val”, pour fpx, yq “ y2 le graphe a la forme d’une piste de skateboard
ou encore celle d’une feuille de papier courbée vers le haut, et pour
fpx, yq “ x2 ` y2 le graphe a la forme d’un “puits”. Nous souhaitons
formaliser ces différences de forme.

Le phénomène mathématique auquel nous nous confrontons ici est le
suivant : lorsqu’une variété de dimension 2 est plongée dans R3 (comme
par exemple R2 via l’application ψf ci-dessus), elle hérite d’une struc-
ture supplémentaire : chaque espace tangent s’identifie naturellement
via le plongement à un sous-espace vectoriel de R3 et hérite d’un produit
scalaire induit par le produit scalaire euclidien de R3. De plus, puisque
l’espace tangent varie de manière lisse avec le point, ces produits sca-
laires peuvent être pensés comme variant de manière lisse aussi. (La
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donnée dans chaque espace tangent d’une variété d’un produit sca-
laire qui varie de manière lisse par rapport au point est encore appelé
métrique riemannienne.)

Dans le cas des courbes, nous avons dégagé une notion de courbure
en utilisant la notion de paramétrisation par la longueur de l’arc et en
comparant le vecteur d’accélération de la courbe avec le vecteur normal
unitaire. En d’autres termes, nous avons étudié la variation locale de
la direction de l’espace tangent à la courbe.

Dans le cas des surfaces nous nous proposons à nouveau de com-
prendre le comportement local de la surface en étudiant la manière
dont varie son espace tangent. Pour une surface il n’y a pas de notion
analogue à celle de paramétrisation d’une courbe par la longueur de
l’arc. Mais la notion de vecteur normal unitaire fait encore sens et va
nous fournir un outil commode pour définir une notion de courbure.

Dans la suite on note Σ2 Ă R3 une surface dans R3 et l’on identifie
chaque espace tangent TpΣ à un plan vectoriel dans R3. L’on note
S2 Ă R3 la sphère ronde de rayon 1 centrée en 0. L’espace R3 est muni
du produit euclidien standard.

Définition B.2. Un champ normal unitaire local sur Σ est une appli-
cation lisse N : U Ñ R3 définie sur un ouvert U Ă Σ telle que

@ p P U, Nppq K TpΣ et }Nppq} “ 1.

Regardée à valeurs dans S2, l’application N : U Ñ S2 est appelée
aussi application de Gauss (locale).

Il existe toujours un champ normal unitaire local au voisinage de
tout point p P Σ. En effet, considérons une paramétrisation locale ψ :
V Ă R2 Ñ Σ au voisinage de p et notons x “ pu, vq les coordonnés d’un
point dans R2. Les dérivées partielles Bψ{Bu, Bψ{Bv : V Ñ R3 sont des
applications lisses et ont la propriété que Bψ{Bupxq, Bψ{Bvpxq P TpΣ,
p “ ψpxq forment une base de TpΣ. En utilisant le produit vectoriel
^ : R3 ˆ R3 Ñ R3 l’on obtient un champ normal unitaire

Nppq “ Bψ{Bupxq ^ Bψ{Bvpxq››Bψ{Bupxq ^ Bψ{Bvpxq
›› , x “ ψ´1ppq.

Digression sur le produit vectoriel.

Produit vectoriel dans R3. Soient v “ pv1, v2, v3q, w “ pw1, w2, w3q P
R3. Leur produit vectoriel v^w P R3 est défini comme étant le vecteur

v ^ w “
´ ˇ̌

ˇ̌ v2 v3
w2 w3

ˇ̌
ˇ̌ ,

ˇ̌
ˇ̌ v3 v1
w3 w1

ˇ̌
ˇ̌ ,

ˇ̌
ˇ̌ v1 v2
w1 w2

ˇ̌
ˇ̌
¯
.

L’on retiendra cette formule à l’aide de la règle formelle suivante : le
produit vectoriel v ^ w est obtenu en développant selon la première
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ligne le déterminant ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
e1 e2 e3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ,

où pe1, e2, e3q désigne la base orthonormée canonique de R3.

Le produit vectoriel

^ : R3 ˆ R3 Ñ R3

est une application bilinéaire ayant les propriétés suivantes :

(i) elle est alternée : v ^ w “ ´w ^ v, @ v, w.
(ii) v^w “ 0 si et seulement si les vecteurs v et w sont linéairement

dépendants.

(iii) v^w est orthogonal à v et à w. Ceci est vu en utilisant l’identité

xv ^ w,Xy “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
x1 x2 x3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ,

valable pour tout vecteur X “ px1, x2, x3q P R3. Nous obtenons en
particulier :

(iv)

}v ^ w}2 “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
v ^ w

v

w

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ,

avec la convention que les coordonnées des vecteurs v ^ w, v et w
constituent les lignes de la matrice dont on calcule le déterminant.

(v) La norme de v^w est égale à l’aire du parallélogramme construit
sur v et w. Pour voir cela, rappelons que le volume du parallélipipède
construit sur trois vecteurs v1, v2 et v3 est égal à la valeur absolue du

déterminant

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
v1
v2
v3

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌. L’on utilise ensuite le point (iv) et le fait que v^w

est orthogonal à v et w.

Produit vectoriel dans Rn. Etant donnés des vecteurs v1, . . . , vn´1 P
Rn nous définissons par analogie avec le cas n “ 3 leur produit vectoriel
par

v1 ^ v2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vn´1 “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

e

v1
...

vn´1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
,
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où e “ pe1, . . . , enq est la base canonique de Rn et la ligne vi est
constituée des coordonnées du vecteur vi dans cette base, la significa-
tion de la formule étant que l’on obtient les coordonnées de v1^¨ ¨ ¨^vn´1

en développant le déterminant selon la première ligne. Le produit vec-
toriel est une application multilinéaire alternée pRnqn´1 Ñ Rn, avec la
signification que l’interversion de deux arguments équivaut à la multi-
plication par ´1. Le produit vectoriel de n ´ 1 vecteurs est nul si et
seulement si les vecteurs sont linéairement dépendants ; il est orthogo-
nal à l’espace vectoriel engendré par ces vecteurs ; sa norme est égale au
volume n´1-dimensionnel du parallélipipède construit sur ces vecteurs.

Le produit vectoriel est considéré habituellement pour n ě 3. Mais
l’on peut extrapoler au cas n “ 2, qui est aussi intéressant. Soit v “
px, yq P R2. Son “produit vectoriel” est le vecteur

ˇ̌
ˇ̌ e1 e2
x y

ˇ̌
ˇ̌ “ py,´xq.

Soit

J : R2 Ñ R2, J “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
.

L’on voit que le “produit vectoriel” d’un vecteur v est le vecteur ´Jv.
L’application lináire J vérifie J2 “ ´Id et n’est rien d’autre que la
multiplication par i via l’identification R2 ÝÑ» C, px, yq ÞÑ x ` iy. On
l’appelle aussi structure complexe canonique sur R2.

Orientation. Rappelons la définition A.11. Étant donné un vecteur
non-nul v P R2, le vecteur ´Jv est l’unique vecteur orthogonal à v,
de même norme que v, tel que p´Jv, vq soit une base positivement
orientée de R2. Alternativement, Jv est l’unique vecteur orthogonal à
v, de même norme que v, tel que pv, Jvq soit une base positivement
orientée de R2.

Ce type de considération a un analogue en dimension supérieure.

Définition B.3. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie
n ě 0. Deux bases B et B1 de V définissent la même orientation si la
matrice de passage de B à B1 est de déterminant positif. Dans le cas
contraire, on dit que B et B1 définissent des orientations opposées. Une
orientation de V est une classe d’équivalence de bases par rapport à la
relation d’équivalence donnée par le fait de définir la même orientation.
Étant donnée une orientation de V , une base de V qui définit cette
orientation est dite positivement orientée.

Il existe exactement deux orientations sur un espace vectoriel V .
Lorsque la dimension de V est 0, une orientation sur V est par conven-
tion un signe ˘1. Lorsque la dimension de V est 1, les deux orientations
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correspondent aux deux composantes connexes de V zt0u. En toute di-
mension n ě 1, le groupe GLpn,Rq agit librement et transitivement
sur l’ensemble des bases de V . Les deux orientations de V sont res-
pectivement les images d’une base quelconque par chacune des deux
composantes connexes de GLpn,Rq.

Sur Rn il existe une orientation canonique, à savoir l’orientation
déterminée par la base canonique. Une base qui définit l’orientation
canonique est dite positivement orientée.

Étant donnés des vecteurs linéairement indépendants v1, . . . , vn´1 P
Rn, leur produit vectoriel v1^¨ ¨ ¨^vn´1 est l’unique vecteur orthogonal
à Vectpv1, . . . , vn´1q, de norme égale au volume pn ´ 1q-dimensionnel
du parallélipipède construit sur ces vecteurs, tel que

pv1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vn´1, v1, . . . , vn´1q
soit une base positivement orientée. À titre d’exemple, l’on a

e1 ^ e2 “ e3 dans R3,

et
e1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ en´1 “ p´1qn´1en dans Rn

pour n ě 2. Lorsque n “ 1 l’on a Je1 “ e2 et le “produit vectoriel” de
e1 est ´e2, puisque p´e2, e1q est une base positivement orientée.

Fin de la digression.

Revenons à l’étude locale des surfaces. L’on se donne donc Σ2 Ă R3,
un point p P Σ et un champ normal unitaire local N : U Ñ S2 défini
sur un ouvert U Ă Σ contenant p. Nous regardons la différentielle

dNppq : TpΣ Ñ TNppqS
2

comme un endomorphisme linéaire

dNppq P EndpTpΣq
en vertu de l’identification canonique

TNppqS
2 – NppqK “ TpΣ.

(De manière classique, lorsqu’on regarde la différentielle dNppq de cette
manière on l’appelle aussi application de Weingarten.) La proposition-
clé pour définir la courbure de la surface Σ au point p est la suivante.

Proposition B.4. L’application

dNppq : TpΣ Ñ TpΣ

est symétrique par rapport au produit scalaire induit sur TpΣ Ă R3 par
le produit scalaire euclidien de R3, à savoir

xdNppqv, wy “ xv, dNppqwy
pour tous v, w P TpΣ.
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Démonstration. Choisissons une paramétrisation locale ψ : V Ă R2 Ñ
U , ψ “ ψpu, vq au voisinage de p “ ψp0, 0q. Puisque TpΣ est de di-
mension 2 engendré par Bψ{Bup0, 0q et Bψ{Bvp0, 0q, il suffit de montrer
l’identité

xdNppqBψ
Bu p0, 0q, Bψ

Bv p0, 0qy “ xBψ
Bu p0, 0q, dNppqBψ

Bv p0, 0qy,
ou encore

xBpN ˝ ψq
Bu p0, 0q, Bψ

Bv p0, 0qy “ xBψ
Bu p0, 0q, BpN ˝ ψq

Bv p0, 0qy.

Mais xN ˝ ψ, Bψ{Bvy “ 0 sur V par définition de N . En prenant la
dérivée partielle par rapport à u en p0, 0q l’on obtient

xBpN ˝ ψq
Bu p0, 0q, Bψ

Bv p0, 0qy “ ´xNppq, B2ψ

BuBvp0, 0qy.

De même xBψ{Bu,N ˝ ψy “ 0 sur V et en prenant la dérivée partielle
par rapport à v en p0, 0q l’on obtient

xBψ
Bu p0, 0q, dNppqBψ

Bv p0, 0qy “ ´x B2ψ

BvBup0, 0q, Nppqy.

L’identité souhaitée découle de l’égalité B2ψ{BuBv “ B2ψ{BvBu. �

Rappelons-nous maintenant que tout endomorphisme symétrique est
diagonalisable dans une base orhtonormée, avec valeurs propres réelles.

Définition B.5. Les valeurs propres λ1, λ2 de dNppq s’appellent cour-
bures principales de Σ en p par rapport à la normale Nppq.

Une droite d Ă TpΣ engendrée par un vecteur propre de dNppq s’ap-
pelle direction de courbure en p.

Le déterminant det dNppq “ λ1λ2 s’appelle courbure de Gauss de Σ
en p. On la note Kppq.

La demi-trace 1
2
tr dNppq “ λ1`λ2

2
s’appelle courbure moyenne de Σ

en p par rapport à la normale Nppq. On la note Hppq.

Pourquoi a-t-on besoin de préciser “par rapport à la normale Nppq”
dans le cas des courbures principales et dans le cas de la courbure
moyenne ? Puisque nous pouvons choisir une vecteur unitaire normal à
Σ au point p de deux manières différentes, et ces deux choix diffèrent
par un signe. Chaque choix de Nppq détermine de manière unique le
choix de Npqq pour q au voisinage de p de manière à ce que N soit
un champ continu (exercice !), auquel cas il est même lisse. Ces deux
choix de champ normal unitaire local au voisinage de p diffèrent par
un signe. Par conséquent, les courbures principales correspondantes et
la courbure moyenne vont différer aussi par un signe, et c’est là la
seule ambigüıté dans leur définition. Par contraste, la courbure Kppq
ne dépend pas de ce choix, puisque le produit λ1λ2 ne change pas si
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l’on remplace λi par ´λi pour i “ 1, 2. (Le theorema egregium, ou
“théorème remarquable”, de Gauss affirme par ailleurs que la courbure
Kppq ne dépend que des propriétés métriques de la surface Σ, héritées
à partir de R3 via le plongement.)

Le signe de la courbure de Gauss nous donne une première infor-
mation sur la forme de Σ au voisinage de p. Si Kppq ą 0, alors Σ est
localement située du même côté de son plan tangent géométrique. Si
Kppq ă 0, alors Σ intersecte localement son plan tangent géométrique
p` TpΣ selon deux courbes qui se croisent au point p, et telles que les
droites tangentes à ces deux courbes au point d’intersection p cöıncident
avec les directions isotropes de la seconde forme fondamentale définie
plus bas, appelées aussi directions asymptotiques.

Exemples.

1. Soit Σ “ S2pRq, la sphère de rayon R ą 0 centrée en 0. Alors
N : S2pRq Ñ S2 est donnée par Nppq “ p{R et dNppqv “ v{R, de sorte
que dNppq “ 1

R
Id et Kppq “ 1{R2. (De manière générale, l’unité de

mesure de la courbure est l’inverse du carré d’une longueur.)

2. Soit Σ “ tpx, y, zq P R3 : z “ x2 ´ y2u. L’on calcule Kppq ă 0 en
tout point et, en effet, l’on voit que Σ a la forme d’une “selle de cheval”
localement en tout point.

À titre d’exemple, détaillons le calcul de la courbure au point 0 “
p0, 0, 0q. Choisissons la paramétrisation ψ : R2 Ñ Σ, ψpu, vq “ pu, v, u2´
v2q, avec

Bψ
Bu “ p1, 0, 2uq, Bψ

Bv “ p0, 1,´2vq.
L’on obtient alors

N ˝ ψpu, vq “
`

´ 2u?
1 ` 4u2 ` 4v2

,
2v?

1 ` 4u2 ` 4v2
,

1?
1 ` 4u2 ` 4v2

˘
.

L’on calcule

dNp0qBψ
Bu p0, 0q “ BpN ˝ ψq

Bu p0, 0q “ p´2, 0, 0q “ ´2
Bψ
Bu p0, 0q,

dNp0qBψ
Bv p0, 0q “ BpN ˝ ψq

Bv p0, 0q “ p0, 2, 0q “ 2
Bψ
Bu p0, 0q.

Les valeurs propres de dNp0q sont donc ˘2 et l’on a Kp0q “ ´4.

Définition B.6. La forme quadratique

IIp : TpΣ Ñ R, v ÞÑ xdNppqv, vy
s’appelle deuxième forme fondamentale de la surface.

Soient e1, e2 des vecteurs propres pour les valeurs propres λ1, λ2,
formant une base orthonormée. L’on a IIppeiq “ λiei pour i “ 1, 2.
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Tout vecteur v de norme 1 s’exprime de manière unique comme v “
cos θe1 ` sin θe2, et l’on obtient

IIppvq “ λ1 cos
2 θ ` λ2 sin

2 θ.

L’on voit en particulier que λ1 et λ2 sont les valeurs extrémales que
prend la fonction IIp sur le cercle unité tv P TpΣ : |v| “ 1u Ă TpΣ.

Sections normales. Dans la discussion qui suit nous relions la deuxième
forme fondamentale et les courbures principales à la courbure de cer-
taines courbes tracées sur Σ.

Soit v P TpΣ avec |v| “ 1. Considérons le plan affine Nv “ p `
VectpNppq, vq, orthogonal à p`TpΣ, intersectant p`TpΣ selon la droite
p`Rv, et intersectant Σ localement au voisinage de p selon une courbe
que l’on note Cv Ă Nv. La courbe Cv est naturellement orientée par v.
On appelle Cv la section normale en p dans la direction v.

Proposition B.7. Si l’on oriente Np par la base pNppq, vq, ou encore
pv,´Nppqq, alors la courbure signée de Cv au point p est égale à IIppvq.

Démonstration. Soit c : I Ñ Np paramétrée par la longueur de l’arc,
avec cp0q “ p et 9cp0q “ v. Notons Nptq “ Npcptqq pour t P I. En
dérivant par rapport à t en 0 l’identité xNptq, 9cptqy “ 0, l’on obtient

x 9Np0q, 9cp0qy ` xNppq, :cp0qy “ 0,

ou encore
IIppvq “ x´Nppq, :cp0qy.

Or le membre de droite de cette égalité représente précisément la cour-
bure signée de Cv au point p. �

L’on voit que les courbures principales peuvent être interprétées
comme les valeurs extrémales que prend la courbure en p sur l’ensemble
des sections normales à Σ en p.

Le lecteur est encouragé à approfondir ces thèmes en lisant le livre
de M.P. do Carmo, Differential geometry of curves and surfaces, ou
encore le livre de M. Berger et B. Gostiaux, Géométrie différentielle :
variétés, courbes et surfaces.


