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Sont autorisées les notes individuelles de cours et de TD, ainsi que le polycopié du
cours. Les deux exercices sont indépendants.

Exercice 1. Nous souhaitons montrer qu’il n’existe pas de plongement de CP 2 dans S6.
Ici S6 désigne la sphère de dimension 6.

(i) Montrer que

H˚pCP 2;Z{2q “ Z{2rhs{ph3q, |h| “ 2.

(ii) Montrer que la classe de Stiefel-Whitney totale de TCP 2 est donnée par l’expression

wpTCP 2q “ 1 ` h ` h2.

(iii) Supposons qu’il existe un plongement CP 2
ãÑ S6. Montrer que le fibré normal à

CP 2 dans S6, noté ν, vérifie
wpνq “ 1 ` h.

(iv) Soit M4
ãÑ S6 une sous-variété orientable compacte sans bord.

(iv.1) Montrer que le fibré normal à M dans S6, noté ν, est orientable.

(iv.2) Montrer que la classe d’Euler de ν est nulle. (L’on utilisera le fait que, pour
un fibré orienté E Ñ M de rang r, la classe d’Euler epEq P HrpM ;Zq est la restriction à
M d’une classe U P HrpE,EzM ;Zq, que l’on appelle classe de Thom.)

(iv.3) Montrer que ν est trivial.

(v) Conclure.

Exercice 2. Nous calculons dans cet exercice les premiers groupes d’homotopie non-nuls
des variétés de Stiefel réelles, avec une application aux classes de Stiefel-Whitney.

L’on note VkR
n la variété de Stiefel des k-repères orthogonaux dans Rn. À titre

d’exemple V1R
n`1 “ Sn.

Première partie : étude de VkR
n et réduction à V2R

n.

(1) Montrer que l’application

p : Vk`1R
n`1 Ñ V1R

n`1, ppv1, . . . , vk`1q “ vk`1

est une fibration localement triviale de fibre VkR
n.

(2) Considérons l’inclusion

j : VkR
n

ãÑ Vk`1R
n`1, jpv1, . . . , vkq “ pv1, . . . , vk, en`1q.

Ici Rn ” Rn ˆ t0u Ă Rn`1 et en`1 “ p0, . . . , 0, 1q P Rn`1. Montrer que

j˚ : πipVkR
nq Ñ πipVk`1R

n`1q
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est un isomorphisme pour i ď n ´ 2.

(3) En déduire que
πipVkR

nq “ 0, i ď n ´ k ´ 1.

(4) L’on suppose connu que

πn´2pV2R
nq »

"

Z, n pair,
Z{2, n impair.

Montrer que

πn´kpVkR
nq »

"

Z, k “ 1 ou n ´ k pair,
Z{2, k ě 2 et n ´ k impair.

Deuxième partie : étude de V2R
n.

Soit E Ñ Sn une fibration localement triviale lisse de fibre F . Soit Φ : pSn´1, ˚q Ñ
pDiff0pF q, Idq l’application qui la définit via E » Dn

` ˆ F \ Dn
´ ˆ F { „, avec Dn

˘ deux
hémisphères qui s’intersectent le long d’un équateur Dn

` Y Dn
´ “ Sn, Dn

` X Dn
´ “ Sn´1

et px, pq „ py, qq, px, pq P Dn
` ˆ F , py, qq P Dn

´ ˆ F si et seulement si x “ y P Sn´1 et
p “ Φpxqq. Soit p0 P F et c : pSn´1, ˚q Ñ pF, p0q l’application caractéristique définie par

cpxq “ Φpxqp0.

(5) Considérons le morceau

πnpSn, ˚q B
// πn´1pF, p0q // πn´1pE, p0q // 0

de la suite exacte d’homotopie de la fibration E Ñ Sn. Montrer que l’image par B d’un
génerateur de πnpSnq est représentée par l’application c.

(6) Soit cn´1 : Sn´2 Ñ Sn´2 l’application caractéristique du fibré tangent unitaire
SpTSn´1q Ñ Sn´1. Montrer que

πn´2pV2R
nq » Z{dZ, d “ degpcn´1q.

L’on suppose par la suite avoir calculé

degpcn´1q “

"

0, n pair,
˘ 2, n impair,

de sorte que le calcul de πn´kpVkR
nq indiqué au (4) est valable.

Troisième partie : application aux classes de Stiefel-Whitney.

(7) Montrer qu’un générateur de πj´1pVn´j`1R
nq est représenté par l’application f :

Sj´1 Ñ Vn´j`1R
n décrite de façon explicite comme suit : l’on fixe un n ´ j-repère dans

Rn, noté pv1, . . . , vn´jq ; l’on note V “ Vectpv1, . . . , vn´jq ; l’on considère la sphère unité
Sj´1 Ă V K ; enfin, l’on définit f : Sj´1 Ñ Vn´j`1R

n par

fpvq “ pv, v1, . . . , vn´jq.

(8) Soit ξ un fibré vectoriel de rang n sur R au-dessus d’un CW-complexe B. Démontrer
que, pour tout 1 ă j ă n, la définition de la j-ème classe de Stiefel-Whitney de ξ en tant
que réduction modulo 2 d’une classe d’obstruction primaire cöıncide avec la définition qui
prend comme point de départ le calcul de la cohomologie des variétés de Grassmann.
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