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Le clarté des explications sera appréciée. Sont autorisées les notes individuelles de

cours et de TD, ainsi que les deux polycopiés du cours.

Exercice 1. (plongement vectoriel canonique d’un espace affine)

Soit E un espace vectoriel sur un corps K et A un ensemble. L’ensemble des fonctions
f : A Ñ E, noté FpA,Eq, porte une structure d’espace vectoriel définie par les opérations

f ` g : a ÞÑ fpaq ` gpaq, λf : a ÞÑ λfpaq, @a P A, λ P K, f, g P FpA,Eq.

1. Pour v P E, on note cv : A Ñ E la fonction constante égale à v. Montrer que
l’application C : E Ñ FpA,Eq, v ÞÑ cv est linéaire et injective.

2. Soit E un espace affine dirigé par E. Pour A P E , on note fA : E Ñ E la fonction
définie par

fApP q “
ÝÑ
PA.

Montrer l’identité
fB ´ fA “ cÝÝÑ

AB
, @A,B P E .

3. Montrer que l’application

f : E Ñ FpE , Eq, fpAq “ fA

est affine et injective de partie linéaire
ÝÑ
f “ C.

4. Soit Ê le sous-espace vectoriel de FpE , Eq engendré par les fonctions fA, A P E et
cv, v P E. Montrer que, pour tout A P E , l’on a une décomposition en somme directe

Ê “ CpEq ‘ KfA.

En déduire qu’il existe une unique application linéaire φ : Ê Ñ K telle que φpfAq “ 1 et
φ|CpEq “ 0 et montrer que cette application linéaire ne dépend pas du choix de A P E .

5. Montrer que f réalise un isomorphisme d’espaces affines entre E et φ´1p1q. On
l’appelle plongement vectoriel canonique de l’espace affine E .

6. Montrer que tout élément de ÊzCpEq s’écrit de manière unique comme λfA, avec
λ P K

ˆ et A P E . Pour λ, µ P K
ˆ et A,B P E montrer l’identité

λfA ` µfB “

#

pλ ` µqfG, G “ λ
λ`µ

A ` µ

λ`µ
B, si λ ` µ ‰ 0,

µcÝÝÑ
AB

, si λ “ ´µ,

Ici G désigne le barycentre des points pondérés pA, λ
λ`µ

q et pB, µ

λ`µ
q.
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Exercice 2. (coniques) L’on munit R2 des coordonnées standard px, yq. L’on note

P “ tpx, yq P R
2 : y “ x2u.

Pour px0, y0q P R
2 et a, b ą 0 l’on note

Cx0,y0,a,b “ tpx, yq P R
2 :

px ´ x0q2

a2
`

py ´ y0q
2

b2
“ 1u.

1. (i) Soient px0, y0q, px1
0
, y1

0
q P R

2 et a, b, a1, b1 ą 0. Déterminer une transformation
affine ϕ de R

2 telle que
ϕpCx0,y0,a,bq “ Cx1

0
,y1

0
,a1,b1.

(ii) Existe-t-il une transformation affine ϕ telle que ϕpC0,0,1,1q “ P ?

2. L’on munit P
2pRq de coordonnées homogènes rX : Y : Zs et l’on identifie R

2 à
P
2pRqztZ “ 0u en associant au point px, yq le point rx : y : 1s.

(i) Écrire l’équation de la conique projective P déterminée par la parabole P . Écrire
l’équation de la conique projective C déterminée par le cercle C0,0,1,1.

(ii) Déterminer une transformation projective Φ telle que ΦpCq “ P.

3. Considérons la conique P 1 “ trX : Y : Zs P P
2pRq : XZ ´ Y 2 “ 0u.

(i) Montrer que les droites tX “ 0u et tZ “ 0u sont tangentes à P 1 et déterminer leur
unique point d’intersection.

(ii) Déterminer une équation pour la conique affine déterminée par P 1 sur le complé-
mentaire affine de la droite tX “ 0u.

Exercice 3. (pinceaux d’hyperplans) Étant donné un espace vectoriel V de dimension
finie sur un corps K on note V ˚ “ HomKpV,Kq son dual. On rappelle que l’on a une
identification canonique V » V ˚˚.

Pour tout sous-espace vectoriel E Ă V on note Eo “ tf P V ˚ : f |E “ 0u Ă V ˚. C’est
un sous-espace vectoriel de V ˚ que l’on appelle orthogonal de E.

1. Montrer les assertions suivantes :

(i) dim Eo ` dim E “ dim V .

(ii) Eoo “ E.

(iii) E Ă F si et seulement si Eo Ą F o.

2. Considérons ∆ “ PpF q Ă PpV ˚q une droite projective, de sorte que F Ă V ˚ est un
sous-espace de dimension 2. On note W “ F o Ă V .

(i) Quelle est la codimension de PpW q dans PpV q ?

(ii) Montrer que l’application qui associe à un point rf s P ∆ l’hyperplan projectif
Ppker fq définit une bijection entre ∆ et l’ensemble des hyperplans de PpV q qui contien-
nent PpW q.

3. L’on suppose maintenant que PpV q est de dimension 2. L’on associe à toute droite
projective Σ “ PpHq dans PpV q le point Σ˚ “ PpHoq dans PpV ˚q (dualité projective).
Montrer que trois droites dans PpV q sont concourantes si et seulement si les points corre-
spondants dans PpV ˚q sont alignés.
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