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Exercice 1. Considérons trois points non-alignés A, B, C' dans un plan affine € sur
un corps k. Considérons trois points A’ € (BC), B' € (CA), C' € (AB) différents des
sommets du triangle ABC' (Figure 2). L’on note o, 3,7 € k les scalaires tels que

_  —

AB=aAC, BC=p8B4,  CA=~CB.

Le but de cet exercice est de démontrer [’énoncé suivant :

Théoréeme de Ceva. Les droites (AA"), (BB'), (CC") sont concourantes ou paralléles
si et seulement si afy = —1.

I
1. Montrer que A, B, C' forment un repére affine.

Notons E la direction de £. Par définition, trois points A, B, C' forment un repere
affine dans & si et seulement si les vecteurs AB et AC forment une base de E. Puisque
dim E = 2, ceci équivaut a I'indépendance linéaire de ces deux vecteurs, qui est a son tour
équivalente au fait que les points A, B, C' ne sont pas alignés. L’on voit par ailleurs que
les vecteurs BC' et BA sont aussi linéairement indépendants, de méme que les vecteurs

CTZlet CTB>

2. Soit P € £ un point quelconque. Montrer qu’il existe des scalaires uniquement
déterminés a,b,c € k tels que a+b+c=1 et P =aA+bB +cC, ou cette derniere égalité
est entendue au sens suivant : pour tout point P' € £ l'on a PP’ = aAP' +bBP' + cCP'.
L’on rappelle que ces scalaires sont appelés “coordonnées barycentriques” par rapport au

repére affine (A, B, C).

Fixons un point P € £.

Montrons 'unicité des scalaires a, b, ¢ comme ci-dessus. La condition PP = aAP' +
bBP + «CP appliquée a P = A entraine PA=bBA+ 0671, ou encore AP = bAB +cAC.
Cette derniere condition détermine de fagcon unique b et ¢ puisque AB et AC forment une
base de F. De la méme maniere ’on montre que a et b sont uniquement déterminés en
écrivant la condition précédente a P = C.

Montrons 'existence des scalaires a, b, ¢ comme ci-dessus. Il existe b,c € k tels que
PA=bBA+ cCA et l'on pose a=1—b— c. Pour tout P € £ 'on a

=

PP = PA+AP
— bBA+cCA+ AP
= OBP + cCP' +bP'A+cP'A+ AP’
= bB—ﬁ+cC—ﬁ+(1—b—c)/Tﬁ
= aAP' +bBP' + cCP'.




3. Déterminer les coordonnées barycentriques des points A’, B', C" par rapport au
repeére affine (A, B,C). Comment expliquez-vous le fait que, pour chacun de ces points,
une et une seule de ses coordonnées barycentriques est nulle ¢

Le point C” est situé sur la droite (AB), par conséquent il est barycentre de A et B
avec des poids appropriés C' = a’A+ VB, a’ + b = 1. Puisque C" # A, B, il s’ensuit
que a’, b’ # 1, et aussi a’, 0’ # 0. Lorsque I'on exprime le point C’ en tant que barycentre
de A, B, C comme C" = d"A+ V"B + 'C, 'on aura néces%ement a=da, =10
et & = 0. En effet, la relation ¢’ = a’A + VB implique C'A = b’m, alors que la
relation C' = a”"A + b"B + ¢’C implique C'A = VBA + c”CTzZl, ce qui entraine b = b”
et ¢ = 0 puisque BA et CA sont linéairement indépendants ; de la méme maniére on
obtient @’ = a”. Ceci montre qu’il suffit de calculer les coordonnées barycentriques de C’
par rapport au repere B, C sur la droite (BC), et que exactement une des coordonnées
barycentriques de C’ par rapport au repere A, B, C' dans &£ est nulle, a savoir la coordonnée
sur le point C. L’annulation d’'une et une seule des coordonnées barycentriques reflete le
fait que le point C" est situé sur la droite engendrée par deux des points du repere, tout
en étant différent de ces deux points.

Calculons donc o', b tels que C" = a’A + b’ B. Cette relation implique C'A = VBA et
C'B = d'AB avec a', b # 0, de sorte que

Avec a’' + V' = 1 'on obtient
d=— Y=—-

Ainsi

1
C'=—A-—L B1o.C
1—7 1—7
De la méme maniere 'on calcule les coordonnées barycentriques de A" et B’ (formelle-
ment, les expressions s’obtiennent & partir de I’expression pour C par permutations cy-
cliques) :
o

A=0-A+ B — C,
1 -« 1 -«
g 1
B =—-——"—-A B+ ——C.
-7 +0 +1—BC
II
4. Supposons que les droites (AA") et (BB') sont paralléles. Utiliser le théoreme de
Thalés pour montrer que la droite (CC") leur est paralléle si et seulement si afy = —1.

Considérons la Figure 1. En appliquant le théoreme de Thales aux droites paralleles
(AA") et (BB'), sécantes aux droites (BC) et (AC), 'on trouve

AC AC
BC B¢
OI' > > —_—>
A'C A'C 'C 1

BC BA+AC AC(1-a) l1-a
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et

AC _AB'+BC _BCO1-1/8) p-1

BC BC BC s
Ainsi 1/(1 —a) = (8 —1)/8, ou encore
1 a—1
o = ﬂ et /8 = o s
de sorte que
af =a—1.

L’on applique maintenant le théoreme de Thales aux droites (AA’) et (C'C"), sécantes
aux droites (BA) et (BC'). Les droites (AA") et (CC”) sont paralleles si et seulement si

BA"  BA
BC  BC
o L BA N BA . .
Un calcul similaire au précédent montre que = 2 ot 25 = 1—~. Ainsi les droites
p WMeTE T a1 o v

(AA’) et (CC") sont paralleles si et seulement si 1 — v = a/(a — 1), ou encore

En vue de aff = a — 1, cette derniere condition est équivalente a affy = —1.

II1

Supposons que les droites (AA") et (BB') se rencontrent en un point P de coordonnées
barycentriques (a, b, c).
5. Ezprimer « et B en fonction de a, b, ¢ (I’on pourra penser a la propriété d’associativité
du barycentre).
L'on a
c

b
P=aA+bB+cC=aA+(b+c)(b+cB+b+CC).

Ceci exprime P comme barycentre de A et d’un point A” situé sur la droite (BC'), de
coordonnées barycentriques b/(b+c) et ¢/(b+ ¢) par rapport au repere B, C'. Puisque tout
barycentre d'un systeme de points appartient a l'espace affine engendré par ces mémes
points, il s’ensuit que A” = A’ : en effet, si P € (AA”) alors A” € (AP), et puisque
A" e (BC)lona A" = A" = (AP) n (BC).

Les coordonnées barycentriques du point A’ par rapport au repere affine B, C sur la
droite (BC') sont donc b/(b+ ¢) et ¢/(b+ ¢). Le calcul de la question 3. montre que I'on a

De la méme maniere 'on obtient

6. Supposons que la droite (CC") passe par P. Exprimer alors vy en fonction de a, b,
c et en déduire que afy = —1.



Si P e (CC") alors le méme calcul que ci-dessus montre que

b
=
a
de sorte que affy = —1.
7. Supposons afy = —1. Ezxprimer alors v en fonction de a, b, ¢ et en déduire que P

est barycentre de C et C" avec des poids que ['on indiquera. Conclure.

|

La condition afy = —1 implique v = —2.
que

Le calcul de la question 3. montre alors

a b
O = A B.
atb Tatb
Puisque P = aA + bB + ¢C implique P = (a + b)(a%rbA + GLH)B) + ¢C, il s’ensuit que P
est barycentre de C' et C":

P=(a+b)C"+cC.

En particulier P appartient a la droite (CC"), ce qui montre que les droites (AA’), (BB’)
et (C'C") sont concourantes. Ceci acheve la démonstration du théoreme de Ceva.

B A C

Figure 1: Théoreme de Ceva avec droites paralleles.

Exercice 2. L’on rappelle les définitions suivantes.

Un espace vectoriel euclidien est un couple (E,b) constitué d’un espace vectoriel réel
de dimension finie et d’une forme bilinéaire symétrique définie positive b : E x E — R,
appelée aussi produit scalaire.

Un espace affine euclidien est un couple (£,b) constitué d’un espace affine réel de
dimension finie € dirigé par un espace vectoriel euclidien (E,b).
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B A’ C
Figure 2: Théoreme de Ceva avec droites concourantes.

Un isomorphisme d’espaces vectoriels euclidiens est un transformation linéaire bijec-
tive qui préserve les produits scalaires.

Un isomorphisme d’espaces affines euclidiens est une transformation affine bijective
dont la partie linéaire préserve les produits scalaires.

Un 1somorphisme d’un espace vectoriel ou affine euclidien sur lui-meéme est appelé
isométrie.

Soit £ un espace affine réel. Une bijection affine p : &€ — &£ est dite positive si le
déterminant de sa partie linéaire est positif.

Soit £ un espace affine. Une application o : E — £ est une involution st o o o = Ide.

1.1. Montrer que deux espaces vectoriels euclidiens sont isomorphes si et seulement si
ils sont de méme dimension.

Etant donnés (E,b) et (E', V), un isomorphisme d’espaces vectoriels euclidiens est un
isomorphisme linéaire ¢ : £ — E' tel que ¢*b' = b, ou encore

V(p(v), p(w)) = blv,w), Vo, we E.

I1 est clair que, si (£, b) et (£, V') sont isomorphes en tant qu’espaces vectoriels eucli-
diens, ils ont en particulier méme dimension.

Réciproquement, supposons dim F = dim E’ = n. Nous avons démontré en cours

I'existence de bases orthonormées (ey,...,e,) de E et (€],...,el) de E', c’est-a-dire des
bases telles que b(e;, e;) = V' (e, €}) = dij, 1 < i,j <n, avec d;; = 1 sii = jet dy; = 0si

i # j. Définissons ¢ : E — E’ comme 'unique isomorphisme linéaire tel que ¢(e;) = el.
L’on affirme que ¢ est alors un isomorphisme d’espaces vectoriels euclidiens. En effet,
étant donnés des vecteurs quelconques v = Y, z;e;, w = Zj y;e; dans E, avec x;,y; € R,
I'on a

b(v,w) = b(Z %61‘72?/3‘6]‘) = Z%yz = b,(Z %’6;72?/3‘6;) = b’(gb(v), ¢(w))-

1.7. Montrer que deuz espaces affines euclidiens sont isomorphes si et seulement si
ils sont de méme dimension.

Soient & et £ des espaces affines dirigés par des espaces vectoriels euclidiens (E, b) et
respectivement (E’,b"). Un isomorphisme d’espaces affines euclidiens est une application
affine ¢ : £ — &' telle que P : E — E’ est un isomorphisme linéaire qui vérifie @™ = b.
En particulier ¢ est un isomorphisme d’espaces affines.

bt



I1 est clair que, si € et £ sont des espaces affines euclidiens isomorphes, ils ont méme
dimension puisqu’ils sont en particulier isomorphes en tant qu’espaces affines.

Réciproquement, fixons un isomorphisme d’espaces vectoriels euclidiens ¢ : £ — E’
avec ¢*b' = b (cf. 1l.a). Soient O € £ et O' € £ deux points arbitraires. Il existe une
unique application affine ¢ : &€ — &’ telle que p(0O) = O" et G = ¢. Alors p est un
isomorphisme d’espaces affines euclidiens.

2.i. Soit (E,b) un plan vectoriel euclidien. Montrer que [’ensemble des isométries
linéaires positives de E qui sont des involutions est égal a {+1dg}.

Quitte & identifier (E£,b) au plan euclidien standard (R?, (-, -)) muni du produit scalaire
euclidien standard, I'on se ramene & déterminer les éléments A € SO(2) tels que A% = Id.
t —sint 2t —sin2t
En écrivant A = [ 0 i ,lon a A% = o i , de sorte que A% =
sint cost sin2t  cos2t
Id si et seulement si 2t € 277, ou encore t € wZ, ou encore A = +1d.

2.11. Soit (E£,b) un plan affine euclidien. Déterminer les isométries affines positives
de € qui sont des involutions. FEst-ce que celles-ci forment un sous-groupe du groupe des
transformations affines de £ ¢

Soit ¢ : £ — & une isométrie affine positive qui est une involution. Alors @ : £ — E
est une isométrie linéaire positive qui est une involution, donc @ = +Idg par le point 2.i.
Soit O € £ un point quelconque et notons ¢ = oo 'unique application affine qui fixe le
point O et dont la partie linéaire est —Id g, ou encore I’homothétie de centre O et rapport
—1. Toute transformation affine ¢ telle que @ = +Idg est alors nécessairement de la
forme

p=1t, ou p =1,00,

pour v e E et t, : £ — & la translation par le vecteur v.

Puisque t2 = t,,, 'on déduit que la seule translation qui est une involution est tq = Ide.

L’on a par ailleurs t, 0o 0 = o ot_,. En effet, pour tout w € E D'application t, o o
envoie le point O + w sur (O — w) + v, et 'application o o t_, envoie le point O + w sur
O — (w—v) =0 —w+v. Comme conséquence I'on obtient le fait que toute application
t, o o est une involution :

(t,o0)? = tyot,o = ot_yt,o = 0% = Ide.

L’ensemble des isométries affines positives qui sont des involutions est donc
A={lde} U {t,o0 : ve E}

Il est utile de noter que la description de cet ensemble ne dépend pas du choix du
point O € £: étant donné un autre point O’ € £, I'on a

—

oo = tu ©0p, u = 200/

L’ensemble A ne forme pas un groupe : 'on a t,0 0 t,o = t,_ 0>

translation n’appartient a A que si v —w = 0, ou encore v = w.

= ly_qw, €t cette

3.i. Soit (E,b) un espace vectoriel euclidien de dimension 3. Déterminer les isométries
linéaires positives de € qui sont des involutions.



L’on identifie (E, b) & I’espace euclidien standard (R3, (-, -)) et I’on se ramene a trouver
les éléments A € SO(3) tels que A% = Id. La classification des éléments de SO(3) montre
qu’ils admettent toujours un axe fixe d et qu’ils agissent sur le plan d* orthogonal & cet
axe comme des rotations. Le méme argument qu’au point 2.i. montre que de tels éléments
sont des involutions si et seulement si ils agissent sur le plan d* comme +Id. [Argument
alternatif : Les valeurs propres de A sont racines de X2 — 1, donc égales & +1. Puisque
det A = 1, 'on peut avoir multiplicité trois sur la valeur propre 1, auquel cas A = Id, ou
multiplicité 1 sur la valeur propre 1 et multiplicité 2 sur la valeur propre —1 (A fixe une
droite vectorielle dans R? et agit sur le plan orthogonal par —Id).]

Etant donnée une droite vectorielle d = E , notons Ry 'isométrie qui fixe d et qui agit
sur d*+ comme —Id. Alors I'ensemble des isométries positives de £ qui sont des involutions
est

B =1dg u{R,; : d c E droite vectorielle}.

Cet ensemble ne forme pas un sous-groupe de SO(FE,b) (contrairement a ce qui avait
été initialement demandé de démontrer dans le sujet du partiel). En effet, soient u,v € F
deux vecteurs unitaires qui ne sont ni orthogonaux ni colinéaires et considérons A = Ry,
et B = Ry,. Alors AB ¢ B. En effet ut N vt est une droite d, sur laquelle AB agit par
l'identité. D’un autre coté, si I'on écrit v = au + bw avec w € u*, de sorte que a,b # 0,
I'on aura AB(v) = au—bw # +v. Ainsi AB n’agit pas sur d* comme +Id, donc AB ¢ B.

3.i1. Soit (€,b) un espace affine euclidien de dimension 3. Déterminer les isométries
affines positives de € qui sont des involutions. FEst-ce que celles-ci forment un groupe ¢

Fixons O € £ et, pour chaque droite vectorielle d — E, notons R4 I'application affine
qui fixe O et dont la partie linéaire est Ry. Si ¢ est une isométrie affine positive qui est
une involution, alors @ est une isométrie linéaire positive qui est une involution, donc
un élément de l'ensemble B du point 3.i. Alors nécessairement 'on doit chercher les
isométries affines positives qui sont des involutions parmi les translations t,, v € E ou
parmi les applications de la forme t, o Ry, avec v € E et d < E droite vectorielle.

Puisque t2 = t5,, I'unique translation qui est une involution est ty = Ide.

Considérons maintenant (£, o Ry4)?. L’on identifie £ & F et Ry & Ry en vectorialisant
en O. Ecrivons le vecteur v € F comme v = v + v~, avec v* € d vecteur propre de
valeur propre 1 et v~ € d* vecteur propre de valeur propre —1. L’application (t,0Ry)* =
tyRat, Rq agit sur d comme :

u—su—ut+vt o s utovt —v s u+ 207,
et elle agit sur d* comme :
U —ur— —u+vt v s ut vt — v w207,

Ainsi
(tv o Rd)2 = t2v+7
qui vaut 'identité si et seulement si v+ = 0.
L’ensemble des isométries affines positives qui sont des involutions dans un espace
affine (£,b) de dimension 3 est donc

C = {Id¢} U {t, 0o Ry : d = E droite vectorielle et v € d*}.

Puisque tout élément de l’ensemble B du point 3.i admet un relevement affine dans C,
et puisque B n’est pas un groupe, il s’ensuit que C n’est pas un groupe non plus.



