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4.4. Sous-groupes distingués, groupes quotients

La notion de sous-groupe distingué que nous introduisons maintenant apparait na-
turellement lorsqu’on veut faire des quotients dans la catégorie des groupes : n'importe
quel sous-groupe n’est pas le noyau d'un homomorphisme de groupes. En effet, soit
¢: G — G' un homomorphisme de groupes;si g, h€ G,ona

987" hg) = (@) p(he(g).
En particulier, si ¢(h) =e,ona
Pg " hg) = p(®) lep(g) = e.
D’otl1 la définition :
DEFINITION 4.4.1. — Un sous-groupe H d’'un groupe G est dit distingué si pour tout
geGettouthe H, g'hge H.

PROPOSITION 4.4.2. — Le noyau d’'un homomorphisme de groupes est un sous-groupe
distingué.
Exemples 4.4.3. —  a) Soit G un groupe. Les sous-groupes « triviaux» {1} et G sont

distingués dans G.
b) Sile groupe G est commutatif, tous ses sous-groupes sont distingués.



80 CHAPITRE 4. UN PEU DE THEORIE DES GROUPES

¢) Soit Z I'’ensemble des g € G tels que pour tout h € G, gh = hg :le centrede G.
C’est un sous-groupe distingué de G. En effet,si he Zet g€ G, gthg=hg 'g=he
Z.

d) Soit D le sous-groupe de G (sous-groupe dérivé) engendré par les expressions
de la forme g1 g8, ! g L avec g et g dans G (commutateurs). C'est un sous-groupe
distingué de G. En effet, si g€ G et 188, 1 g ! est un commutateur, on a

s gge'eg=8"818E 29 59 g '8
=g g9 '29g '\ge) g lng ™
=y hyhy b

avec h; = g7 'gig et hy = g~ 'h; g, donc est un commutateur. Notons Dy I'ensemble
des commutateurs dans G. Un élément d de D s’écrit d; ...d, olules d; sont des com-
mutateurs ('inverse d'un commutateur est encore un commutateur). Alors,

g_ldg = (g_ldlg)...(g_ldng)

est d’apres la remarque ci-dessus un produit de commutateurs, donc appartient a D,
cqfd.

Exercice 4.4.4. — Montrer que H c G est distingué si et seulement si gH = Hg.

La construction du groupe quotient d'un groupe par un sous-groupe distingué
montre inversement que tout sous-groupe distingué est le noyau d'un homomor-
phisme surjectif. Soit G/H I'ensemble des classes a droite modulo H. On définit une
loi interne sur G/H :si g et g’ sontdans G, h et h’ dans H,on a

(gh) (g’h') — gg/(g/)—l hg'h’,
et, puisque H est distingué dans G, (g')"'hg’ appartient 2 H, et donc (g")"'hg'h’
aussi. Ainsi, la classe a droite de gg’ modulo H ne dépend que des classes a droite de
g et g’ etl’'on peut poser
(gH) * (g'H) = (gg" H.

Une fois établi que cette définition a un sens, c’est un pure exercice de routine que de
vérifier qu’elle munit G/ H d’une structure de groupe d’élément neutre H = eH, et que
I'application G — G/H qui a g € G associe sa classe a droite gH est un homomor-
phisme surjectif de groupes. Par construction, son noyau est H.

La vertu des groupes quotients est aussi de jouir d'un théoreme de factorisation (en-
core une « propriété universelle ») :

THEOREME 4.4.5. — Soit G un groupe, H un sous-groupe distingué de G. Soit f: G —
G' un homomorphisme de groupes dont le noyau contient H. Alors, il existe un unique
homomorphisme de groupes ¢: GIH — G’ tel que pour tout g € G, ¢(n(g)) = f(g).
(Autrement dit, pom = f.)
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Le noyau de ¢ est égal a n(Ker f). Ainsi, ¢ est injectif si et seulement si Ker f = H.
Enfin, @ est surjectif si et seulement si f lest.

Démonstration. — Si n(g) = n(g), il existe h € H tel que g = g'h. Ainsi,
f(g = f(g'h) = f(ghf(h) = f(g') puisque H < Ker f. Cela signifie que I'appli-
cation de G/H dans G’ qui associe a une classe de G/H l'image par f de n'importe
lequel de ses membres est bien définie. Notons ¢ cette application; elle vérifie
@om = f par construction.

Il est alors tout aussi routinier qu’avant de vérifier que ¢: G/H — G’ est un homo-
morphisme de groupes. Une classe gH appartient au noyau de ¢ si et seulement si
f(g) = e, c'est-a-dire si et seulement si g € Ker f. Ainsi, Ker¢ = n(Ker f). Dire que ¢
est injective signifie alors que g € Ker f équivauta g € H, c’est-a-dire H = Ker f . Enfin,
si f estsurjective, il est immédiat que ¢ I'est et réciproquement, si ¢ est surjective, f
I'est aussi car 7 est surjectif. O

PROPOSITION 4.4.6. — Soit G un groupe, H un sous-groupe distingué de G et n: G —
G/H I'homomorphisme canonique de noyau H.

a) Si K est un sous-groupe de G/H, 1~ (K) est un sous-groupe de G contenant H.
Réciproquement, tout sous-groupe de G contenant H est de cette forme pour un unique
sous-groupe de G/ H, a savoir n(H).

b) Si K est un sous-groupe distingué de G/H, alors lUapplication naturelle
G — G/H — (G/H)/K a pour noyau n~ ' (K) et induit un isomorphisme

G/ Y (K) = (G/H)/K.

Démonstration. — a) Comme toute image réciproque d’un sous-groupe, 7~ (K) est
un sous-groupe de G. Il contient 7~ !(e) = H. Inversement, soit K un sous-groupe de G
contenant H. Alors, 7(K) est un sous-groupe de G/H et n~!(n(K)) contient K. Pour
montrer l'autre inclusion, soit g € 77 ((K)). Alors 7(g) € n(K), donc il existe k € K
tel que n(g) = (k). Par suite, h = gk_1 est un élément de Kernr = H. Comme H c K,
g=hkeKk.

b) Lapplication f: G — (G/H)/K est un morphisme de groupes, surjectif, comme
composition de deux tels homomorphismes. De plus, un élément g € G apartient au
noyau de f si et seulement si 7m(g) appartient au noyau K du morphisme G/H —
(G/H)/K, sibien que Ker f = 27! (K). Par suite, f induit unisomorphisme G/7~1(K) =~
(G/H)IK. O

DEFINITION 4.4.7. — On dit qu'un groupe G est simple s’il n'a pas de sous-groupe dis-
tingué non trivial.



