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1. OBJETS DEFINIS PAR DES PROPRIETES D’UNIVERSALITE

Vous avez déja rencontré de nombreux tels objets, méme si vous
n’avez pas toujours formulé les propriétés d’universalité correspon-
dantes. Exemples dans la catégorie des espaces vectoriels : le quotient
d’un espace vectoriel par un sous-espace, la somme directe, le produit
direct, le produit tensoriel. L’idée de cette digression est que toute
construction “canonique” dans Vect produit un modele pour un objet
défini par une propriété d’universalité (objet universel).

Plutot que de donner la définition précise de ce qu’est en général
une propriété d’universalité, nous allons illustrer cette notion par un
exemple détaillé. Nous donnons par ailleurs les propriétés d universalité
de la somme directe, respectivement du produit direct d’une famille
d’espaces vectoriels.

1.1. Espace vectoriel quotient. Soit VV un espace vectoriel et & < V'
un sous-espace. Considérons sur V' la relation d’équivalence z ~ y <
x —y € F et notons V/E I'ensemble des classes d’équivalence. Celui-ci
porte une structure naturelle d’espace vectoriel, pour laquelle la pro-
jection m : V' — V/FE qui associe & un élément x sa classe d’équivalence
[x] est une application linéaire. L’espace vectoriel V /E est appelé [’es-
pace vectoriel quotient de V' par E. L’utilité de cette construction est
donnée par le fait suivant :

Propriété d’universalité du quotient. Pour tout espace vectoriel W
et toute application linéaire f : V' — W telle que ker f 2 F, il existe
une unique application linéaire f : V/E — W telle que form = f.
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Prenons maintenant un point de vue légérement différent. Appelons

un quotient de V' par E une paire (Q, ), avec Q un espace vectoriel
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et m: V — Q une application linéaire telle que kerm = E| qui vérifie
la propriété d’universalité suivante : pour tout espace vectoriel W et
toute application linéaire f : V' — W telle que ker f 2 F/| il existe une
unique application linéaire f : Q@ — W telle que f = f o .
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Evidemment, le quotient V/E vérifie cette propriété d’universalité.
Mais y aurait-il d’autres quotients ? La réponse est fournie par la propo-
sition suivante, qui montre que la construction est parfaitement déter-
minée.

Proposition 1.1. Un quotient de V' par E est unique a isomorphisme
unique pres, c’est-a-dire si (Q,m) et (Q',7’) sont deuzr quotients de V'
par E, il existe un isomorphisme canonique Q — Q.

Démonstration. Appliquons la propriété universelle de (Q, 7) avec W =
Q' et f = 7'. L’on trouve une unique application 7" : @ — Q' telle que
7' om = 7'. Appliquons ensuite la propriété universelle de (Q', 7") avec
W = Q et f=m. L’on trouve une unique application 7 : @ — Q telle
que 7o 7w’ = 7. En particulier (7 o @) o = 7. Puisque Idg o7 = 7,
I'unicité dans la propriété universelle de (Q,7) avec W = Q et f =
montre que 7o 7 = Idg. De méme l'on démontre que 7’ o7 = Idg/, de
sorte que 7@’ et 7 sont des isomorphismes canoniquement déterminés,
inverses 1'un de 'autre.
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L’on lit la proposition précédente en disant que la propriété d univer-
salité détermine le quotient a isomorphisme unique pres. La construc-
tion du quotient V/E montre 'existence du quotient. La propriété
d’universalité met par ailleurs en avant la projection canonique 7 :
V — V/E, que nous allons rencontrer a nouveau dans §2.

1.2. Somme directe et produit direct. Soit (V;) une famille d’es-
paces vectoriels.

Propriété d’universalité de la somme directe. Une somme directe
des V; est un espace vectoriel @ muni d’application linéaires incl; :
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V; — O qui satisfont la propriété suivante : pour tout espace vectoriel
W et toute collection d’applications linéaires f; : V; — W, il existe une
unique application linéaire F' : Q — W telle que F o incl; = f; pour
tout 7.

Cette propriété d’universalité détermine O a isomorphisme cano-
nique pres. Un modele explicite est donné par Q = @;V;, dont les
éléments sont les sommes formelles finies d’éléments appartenant aux
V;. Les applications incl; sont les inclusions canoniques, et ’application
F' déterminée par des f; : V; — W est notée @, f;.
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Propriété d’universalité du produit direct. Un produit direct des
V; est un espace vectoriel @ muni d’applications linéaires proj; : Q@ — V;
qui satisfont la propriété suivante : pour tout espace vectoriel W et
toute collection d’applications linéaires g; : W — V., il existe une
unique application linéaire G : W — Q telle que proj; o G = g; pour
tout 7.

Cette propriété d’universalité détermine O a isomorphisme cano-
nique pres. Un modele explicite est donné par @ = [, Vi, dont l'en-
semble sous-jacent est le produit cartésien des V. Les applications proj;
sont les projections canoniques, et 'application G déterminée par des
gi - W — V; est notée [ [, ;.
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Remarque. Les opérations de somme directe et celle de produit di-
rect peuvent étre interprétées comme étant duales 1'une de l'autre. La
somme directe est un espace depuis lequel on peut définir des mor-
phismes, le produit direct est un espace wvers lequel on peut définir
des morphismes. Un autre point de vue est celui des isomorphismes
canoniques

Hom(P Vi, W) = | [ Hom(V;, W),

et en particulier

(@v) =] v



2. EQUATIONS PARAMETRIQUES VS. EQUATIONS CARTESIENNES
POUR DES SOUS-ESPACES VECTORIELS

Dans cette section je reformule a ’aide des notions d’espace vectoriel
quotient et d’espace vectoriel dual deux points de vue familiers sur
les sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel V' : ceux-ci peuvent
étre décrits ou bien par des équations paramétriques, ou bien par des
équations cartésiennes.

Etant donné un sous-espace E¥ < V™ (la notation signifie que E est
de dimension k et V' est de dimension n), le point de vue des équations
paramétriques consiste & donner une application linéaire ¥ : RV —
V avec imW¥ = E. Une telle “paramétrisation linéaire” est injective
précisément lorsque N = k = dim F, et dans ce cas ¥ : R¥ — E est
un isomorphisme linéaire.

Le point de vue des équations cartésiennes consiste a se donner une
application linéaire ® : V' — R avec ker ® = E. Un tel “systeéme
d’équations cartésiennes” est surjectif précisément lorsque N =n — k,
la codimension de E, notée aussi codim E. Dans ce cas 'application
induite ® : V/E — R"* est un isomorphisme linéaire.

Ces deux points de vue sont duauz en un sens tres précis. Une pa-
ramétrisation linéaire injective équivaut a la donnée de k éléments
linéairement indépendants e, ..., ¢, € Hom(R, V) tels que ime¢; ¢ F
pour tout 7. Via l'isomorphisme canonique

Hom(R, V) >V, e—e:=¢(l)

la condition ime¢; < E se traduit par e; € E. En d’autres termes, se
donner une paramétrisation linéaire injective de F revient a se donner
une base (eq,...,e) de E.

La donnée d'un syteme minimal d’équations cartésiennes équivaut a
la donnée de n — k éléments linéairement indépendants aq,...,a, 1 €
Hom(V,R) tels que £ < ker «; pour tout i. L’espace Hom(V,R) est
appelé le dual de V et il est noté

V* := Hom(V, R).

Soit 7 : V' — V//E la projection canonique. Celle-ci induit un isomor-
phisme canonique

(V/E)* — {aeV* : E c kera}, ar>Q:=aoT.

Via cet isomorphisme, la donnée d'un systeme minimal d’équations
cartésiennes équivaut a la donnée d'une base (ay, ..., a,—) de (V/E)*.



3. ISOMORPHISMES CANONIQUES, CATEGORIES

Arrétons-nous un instant sur la notion d’isomorphisme canonique
qui est apparue a plusieurs reprises dans la discussion du §1.

Définition informelle. Soit C un “contexte mathématique”. Un objet
est dit canonique si sa construction ne fait pas intervenir de choix
extérieurs au contexte C.

Dans une premiere approximation, lorsque le contexte mathématique
auquel on fait référence est celui des espaces vectoriels, un objet est dit
“canonique” si sa construction ne nécessite pas le choix d’une base.
Nous rendrons rigoureuse cette définition plus bas, lorsque nous parle-
rons de catégories.

Exemple. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. On a un
isomorphisme canonique

V= v v (a— a(v)) (e V*)

Exemple. Soit V est un espace vectoriel de dimension finie. Les espaces

V et V* sont isomorphes (puisque de méme dimension), mais pas de

maniere canonique. Vous connaissez au moins un moyen de décrire un

isomorphisme : on choisit une base (e;) de V, on définit la base duale
* * * _

(ef) de V* par e} (e;) = 6,5, avec

. L, 1= j,
0ij 1= { 0, i+
le symbole de Kronecker, et 'on définit I'isomorphisme linéaire V ——
V* par e; — e}.

Une meilleure maniere de décrire un isomorphisme entre V et V*
est de se donner une forme bilinéaire non-dégénérée sur V. Une forme
bilinéaire B € Bil(V x V|R) est dite non-dégénérée si B(v,-) = 0
implique v = 0. En présence d'un tel élément B € Bil(V x V|R) =
V* ® V*, lapplication V. — V* v — B(v,-) est une application
linéaire entre espaces de méme dimension, et donc un isomorphisme
linéaire de V sur V*. L’isomorphisme entre V' et V* n’est pas canonique
dans la catégorie des espaces vectoriels réels, mais il est canonique dans
la catégorie des espaces vectoriels réels munis d’'un produit scalaire.

Exercice 1. Démontrer que 'on a un isomorphisme canonique Bil(V x
V,R) = V*®@V*.
La notion de catégorie, I.

Définition 3.1. Une catégorie C consiste en une collection d’objets,
notée ObC, ainsi que de la donnée d’un ensemble de morphismes
C(x,y) entre chaque deux objets x et y de C. On requiert [’existence
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d’un morphisme distingué 1, € C(x,z) pour tout objet x, appelé iden-
tité de x, et d’une application de composition

C(x,y) x C(y,z) — C(z, 2),

notée (o, f) — - B, ou encore foa. On demande a ce que cette loi de
composition soit associative, et 'on demande a ce que la composition
a droite ou a gauche avec lidentité d’un objet soit ['identité.

Lorsque je parlais plus haut de “contexte mathématique”, ce qu’il
faut lire désormais est “catégorie”. Vous connaissez déja de nombreux
exemples.

— La catégorie Set des ensembles, avec Set (z,y) = y*.

— La catégorie Top des espaces topologiques, avec Top(z,y) 1'en-
semble des application continues de z vers 1. -

— La catégorie Vect des espaces vectoriels de dimension finie, avec
Vect(z,y) 'ensemble des applications linéaires de z vers y.

— La catégorie EuclVect des espaces vectoriels de dimension finie
munis d’'un produit scalaire, avec EuclVect(z,y) 'ensemble des
application linéaires de = vers y qui préservent le produit scalaire.

— La catégorie Op,, des ouverts de R", avec Op,,(x,y) 'ensemble
des applications lisses définies sur x a valeurs dans y.

Nous pouvons reformuler la discussion précédente dans les termes
suivants : V' est canoniquement isomorphe a V** dans Vect, et V est
canoniquement isomorphe a V* dans EuclVect.

Exercice 2. Préciser le dernier énoncé en indiquant quel produit sca-
laire on met sur V*.



