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Exercice 1. Soient E “ PpV q un espace projectif de dimension 3 (c’est-à-dire, dimV “ 4)
sur un corps k et D1 “ PpH1q,D2 “ PpH2q deux droites projectives de E telles que
D1 XD2 “ H.

Soit φ : E Ñ E une homographie telle que φpMq “ M pour tout M P D1 Y D2. On
note π : GLpV q Ñ PGLpV q la projection canonique.

1. Montrer que H1 ‘H2 “ V .

2. Soit pe1, e2q une base de H1 et pe3, e4q une base de H2. Montrer que, si g P GLpV q est
telle que φ “ πpgq, alors Matpe1,e2,e3,e4qpgq est une matrice diagonale. Que peut-on
dire de plus sur les coefficients diagonaux ?

3. Montrer que pour tout M P EzpD1 Y D2q, il existe une unique droite DM passant
par M telle que D1 X DM ‰ H et D2 X DM ‰ H. On note AM l’unique point de
D1 XDM et BM l’unique point de D2 XDM .

4. Montrer que si M P EzpD1 YD2q, φpMq P DM .

5. Montrer que, siM1,M2 P EzpD1YD2q, rAM1 , BM1 ,M1, φpM1qs “ rAM2 , BM2 ,M2, φpM2qs

(en reprenant les notations de la question 2, on pourra interpréter les birapports en
terme des coefficient diagonaux de Matpe1,e2,e3,e4qpgq).

Exercice 2. Soit N ‰ tidu un sous-groupe distingué de SOp3,Rq. Le but de l’exercice
est de montrer que N “ SOp3,Rq (c’est-à-dire que SOp3,Rq est un groupe simple).

On note N0 la composante connexe de idR3 dans N .

1. Montrer que tout élément de SOp3,Rq est un produit de deux rotations d’angles π.

2. Montrer que si θ P r0, πs, toutes les rotations d’angle ˘θ sont conjuguées. En déduire
que si N contient une rotation d’angle π, N “ SOp3,Rq.

3. Montrer que N0 ‰ tidR3u (pour h P N , on pourra considérer l’application f :
SOp3,Rq Ñ N définie par fpgq “ rh, gs :“ hghg´1).

4. Montrer qu’il existe g P N0 tel que Trpgq ď 1.

5. Montrer qu’il existe g P N0 tel que Trpgq “ 1.

6. Conclure que N “ SOp3,Rq.

Exercice 3. On considère dans P2pRq :“ PpR3q, la conique

C “ trx : y : zs P P2
pRq;x2 ´ yz “ 0u

d’équation x2 ´ yz “ 0.
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1. Soit D1 Ă P2pRq la droite projective d’équation x “ 0, et on munit U1 “ P2pRqzD1

de la structure affine usuelle. Calculer une équation de la conique affine CXU1 dans
un repère affine de U1 bien choisi et déterminer la nature de C X U1 (hyperbole,
parabole, ellipse...).

2. Soit D2 Ă P2pRq la droite projective d’équation y “ 0, et on munit U2 “ P2pRqzD2

de la structure affine usuelle. Calculer une équation de la conique affine CXU2 dans
un repère affine de U2 bien choisi et déterminer la nature de C X U2 (hyperbole,
parabole, ellipse...).

3. Soit A “ r1 : 1 : 1s P C. Calculer l’équation de la tangente à C en A.
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