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CHAPITRE 0

RAPPELS : ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Ce chapitre 0 est constitué de rappels : espaces vectoriels, familles génératrices, familles libres, bases
et dimension, applications linéaires et matrices, transposée d’une matrice, théoreme du rang, formules de
changement de base, matrices équivalentes, matrices semblables. Ces notions ont été introduites en L1 et
ne seront pas traitées en cours, mais le lecteur pourra se reporter, si nécessaire, a ce chapitre 0 pour un
rappel de ces notions ou résultats. On suppose également connue la théorie du pivot pour la résolution des
systemes linéaires AX = Y ; ceci équivaut & faire des opérations sur les lignes de la matrice A et on verra
dans le chapitre 1 comment faire des opérations sur les colonnes (ce qui est plus pratique pour la recherche
de vecteurs propres).

On a indiqué par des symboles @ les définitions et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des complé-
ments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans un appendice a la fin du chapitre; ces
passages n’interviendront pas dans les évaluations.

0.1. Espaces vectoriels : définition et exemples

0.1.1. Trois exemples importants. — (1) Un exemple d’espace vectoriel sur R est ’espace de dimen-
sion 3

R® = {(z,9,2) | #,9,2 € R}.

Dans ce cas, I’espace vectoriel nous est donné comme un ensemble de n-uplets (ici n = 3) de « coordonnées ».

Deux autres exemples sont les suivants.

(2) Soient a,b € R; lensemble . (a,b) des suites (un)nen de nombres réels vérifiant la relation de
récurrence linéaire
(%) Up42 = AUp41 + buy,
est un R-espace vectoriel, qui est de dimension 2, car toute suite vérifiant (x) est déterminée par ses termes
initiaux ug et uq, qui peuvent étre choisis arbitrairement.

(3) Soient a,b € R et ¢ty € R; Pensemble .#(a,b) des fonctions f : R — R de classe C*°, vérifiant
I’équation différentielle linéaire :
(E) VEeR, (1) = af'(t) + b ()
est un R-espace vectoriel, qui est de dimension 2, car toute solution f de (F) est déterminée par les
« conditions initiales » f(tg) et f'(to), qui peuvent étre choisies arbitrairement.

Dans ces deux cas, le choix de « coordonnées » sur 'espace .#(a, b) n’est pas évident ... Une des forces de
Palgebre linéaire est qu’elle permet de décrire simplement tous les éléments de .#(a, b), une fois qu’'on a
choisi une base appropriée de cet espace ...

Rappelons que la notion d’espace vectoriel sur un corps k est définie pour tout corps k, par exemple,
k= Q ou C, ou un corps fini F; & ¢ éléments (g étant une puissance d’un nombre premier p), ou le corps
des fractions rationnelles R(X), etc.

(®version du 13/5/2015



2 CHAPITRE 0. RAPPELS : ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Définition 0.1.2 (Espaces vectoriels). — Soit k& un corps. Un k-espace vectoriel V' est un groupe abé-
lien (V,+) (c.-a-d., un ensemble muni d’une loi de groupe + commutative) muni d’une « opération »
(t,v) — t-v de k sur V vérifiant les deux conditions suivantes :

) 1l-v=vett-(t'-v)= () v
(i) t+t) v=t-v+t v, t-(v+v)=t-v+t-v.
On peut mémoriser la condition (i) en disant que 1 agit par I'identité et que 'opération est « associative »,

et la condition (ii) en disant que 'action de k sur V' est « compatible avec I'addition » (dans k et dans V).

Remarque 0.1.3 (Vecteur nul). — Etant un groupe abélien, V' est muni d’un élément zéro, qu’on no-
tera provisoirement Oy ou 0. Par exemple, dans V = R3, 0y est le vecteur nul

T =(0,0,0).

Notons 0 I’élément zéro du corps k. Alors la condition (ii) entraine, pour tout v € V,
_)
0-v=0+0)-v=0-v+0-v, dou0-v=0y= 0.

Par conséquent, le vecteur nul Oy = 0 sera noté simplement (par abus de notation) 0. Ainsi, on note {0}
I'espace vectoriel nul. Par exemple, dans R? I’espace des solutions du systeme

r—y=20
z+y=0
est lespace vectoriel nul {0} = {(0,0)}.

Terminologie 0.1.4. — On dira que k est (relativement & V) le « corps des scalaires », et que les éléments
de k sont les scalaires (ceux de V' étant les vecteurs).

Exzemples 0.1.5. — 1) Pour tout n € N*, k" = {(z1,...,2,) | ; € k} est un k-espace vectoriel.

2) L’ensemble M, ,(k) des matrices & m lignes et n colonnes & coefficients dans k est un k-espace
vectoriel. Lorsque m = n, on le note simplement M, (k).

3) L’anneau de polynémes k[X] est un k-espace vectoriel.

Définition 0.1.6 (Sous-espaces vectoriels). — Soit V un k-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel
(pour abréger, on dira « sev ») W de V est un sous-ensemble de V' qui est un sous-groupe (en particulier,
0 € W) et qui est stable par 'opération de k. Ceci équivaut & dire que W # & et que, pour tous w,w’ € W
ettek,onat-wt+w €W.

Exzemples. — (1) Le plan « horizontal »
P = {(xay70) | T,y € R},

donné par I'équation z = 0, est un sous-espace vectoriel de R>.

(2) L’ensemble des matrices (a;5)1<i,j<3 € M3(k) qui sont triangulaires supérieures, i.e. telles que as; =
az1 = aza = 0, est un sous-espace vectoriel de M3(k) .
(3) L’ensemble k,[X] des polynémes en X de degré < n est un sous-espace vectoriel de k[X].

Le lemme suivant permet de construire de nombreux espaces vectoriels de fonctions :

Lemme 0.1.7. — Soient V un k-espace vectoriel et X un ensemble. Alors l’ensemble Hom(X,V) de
toutes les applications X — V est muni d’une structure de k-espace vectoriel, définie comme suit : si
fyg € Hom(X,V) et t € k, on définit Uapplicationt- f+g: X =V par :

(t-f+g)x)=1tf(z)+g(z),
pour tout © € X.

Démonstration. Soient f,g € Hom(X,V) et ¢,¢ € k; il faut voir que les conditions (i) et (ii) de 0.1.2
sont vérifiées. Ceci est facile : pour tout x € X, on a (1- f)(z) = 1f(z) = f(z) donc 1- f = f, et

(t- (" P)@) =t((t" )2) = t{t"f(2) = @) f(x) = () - ) (@),

donc t- (t' - f) = (tt') - f. On vérifie de méme la condition (ii).
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Exemples 0.1.7.1. — (1) L’ensemble k" de toutes les suites (u,)nen d’éléments de k muni de 'addition
et de l'opération de k définies « terme & terme », c.-a-d.,

(un)nGN + ('Un)nGN = (un + ’Un)nGNa t- (un)nGN = (t : un)nGNa

est un k-espace vectoriel. En effet, ceci coincide avec la structure définie plus haut si on regarde une suite
(tUn)nen d’éléments de k comme Papplication N — k, n — w,,.

(2) Soit I un intervalle de R. Alors ’ensemble Fonc(I,R) de toutes les fonctions I — R est un R-espace
vectoriel. Pour les applications a ’analyse, il est plus intéressant de constater quesit € Retsi f,g: I - R
sont continues, resp. de classe C*, resp. C?, ..., resp. C*, alors t - f + g est encore continue (i.e. de classe
C%), resp. C*, ..., resp. C. Par conséquent, pour tout d € NU {co}, 'ensemble €¢(I,R) des fonctions
f: 1 — R de classe C? est un R-espace vectoriel.

Définition 0.1.8 (Applications linéaires et endomorphismes). — Soient k& un corps, V, W deux k-
espaces vectoriels. On dit qu’une application ¢ : V. — W est une application linéaire (ou « homomorphisme
d’espaces vectoriels ») si elle préserve ’addition et 'opération des scalaires, c.-a-d., si pour tout v,v’ € V
ettekona:

P(v +') = ¢(v) + B(v'), o(t-v) =t-¢(v).
Notons qu’on peut regrouper ces deux conditions en une seule condition :
(AL) p(t-v+v)=t-¢(v) + ()

et bien sir cette condition implique (et est impliquée par) la suivante :
Ot v+t V) =t 6(v) +1 - Bv)).
Si W =V, on dit alors que ¢ est un endomorphisme de V.

Exzemples 0.1.9. — a) Soit V = R[X]; l'application d qui & tout polynéme P = a, X" + -+ a1 X + ag
associe le polynome dérivé P’ = na, X" ! + .-+ a1 est une application linéaire de V dans V.

b) Soit V' = €°([0,1],R) le R-espace vectoriel des fonctions continues f : [0,1] — R. Alors application
1
V = R, f|—>/ f(z)dz
0

est linéaire. Par contre, I’application f +— fol f?(x)dx ne lest pas.

Définition 0.1.10 (Isomorphismes). — Soient V, W deux k-espaces vectoriels, et ¢ : V. — W une
application linéaire. Suivant des principes généraux, on dit que ¢ est un isomorphisme (d’espaces vectoriels)
si elle est bijective et si 'application inverse 1) = ¢! est linéaire.

En fait, la seconde condition est automatiquement vérifiée. En effet, soient w,w’ € W et ¢ € k; comme
¢ est bijective il existe v,v" € V uniques tels que ¢(v) = w et ¢(v') = w’. Alors

G(t-v+0) =t B(v) + 6(0)) = t-w+,
donc appliquant v a cette égalité on obtient
P(t-w+w)=t-v+v =t Pw)+ ).

Donc : toute application linéaire bijective est un isomorphisme.

Ezemple 0.1.11. — On rappelle que I'ensemble kY de toutes les suites d’éléments de k est un k-espace
vectoriel (cf. 0.1.7.1). Soient a,b € k et soit .#(a,b) le sous-ensemble de kY formé des suites (un)nen
vérifiant la relation de récurrence linéaire :

(%) Upy2 = QlUpy1 + by,

Alors .7 (a, b) est un sous-espace vectoriel de k" (le vérifier!). De plus, I’application ¢ : .#(a,b) — k? qui
& toute suite (uy)nen associe le couple (ug,uq), est lindaire (le vérifier!) ; elle est surjective (car on peut
choisir arbitrairement ug et uy), et injective (car les u, sont déterminés & partir de ug et vy par la formule
(x)). Donc ¢ est bijective, donc c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels :

¢S (a,b) — k%
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Ezxercices 0.1.12. — 1) Soit k = R. Est-ce que l'ensemble des suites (uy)nen vérifiant la relation de
récurrence

2
Unpt+2 = Un4+1 + Uy
est un sous-espace vectoriel de RN ?

2) Soient k = C et .(—1, —1) lespace des suites de nombres complexes (uy, )nen vérifiant la relation de
récurrence linéaire

Un42 = —Up41 — Un-
Soit (wp)nen 'élément de . (—1, —1) défini par wy = 2 et wy = 1. Pouvez-vous calculer wag15 et wag1 ?

0.2. Familles génératrices, familles libres, bases et dimension

Définitions 0.2.1 (Sous-espace engendré. Familles génératrices). — Soit V un k-espace vectoriel.

(1) Soit S un sous-ensemble (fini ou infini) de V. On note | Vect(.S) |’ensemble de toutes les combinaisons

linéaires finies
o=tv + -+t pour r € N* (variable), v; € S, t; € k,
c’est un sous-espace vectoriel de V, car si o' = #]v] + --- + t,v,, est une autre combinaison linéaire de ce
type et si A € k, alors
Ao+ 0’ = Moy + -+ Mo + 0] —|—~~~—|—t;v1’3

est encore une combinaison linéaire du méme type. De plus, si E est un sous-espace vectoriel de V' conte-
nant S, alors il contient toute combinaison linéaire o comme ci-dessus, i.e. il contient Vect(S). Donc :

’Vect(S) est le plus petit sous-espace vectoriel de V' contenant S. ‘ On l'appelle le sous-espace vectoriel

engendré par S.
Dans la suite, on utilisera principalement ceci dans le cas ou S est une famille finie de vecteurs vy, ..., v, ;
dans ce cas, on a simplement :
Vect(v1, ..., 0n) = {t1v1 + - + s | t1, ..., tn € k}.

(2) On dit que la famille .# = (vy,...,v,) est une famille génératrice de V si Vect(F) =V, c.-a-d.,
si tout élément de V' s’écrit comme combinaison linéaire de vy, ...,v,. Dans ce cas, on dit aussi que les
vecteurs vy, ..., v, engendrent V.

Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.

Exemple 0.2.2. — Pour tout n € N* Pespace k™ est engendré par les vecteurs

er1 = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ---, e,=(0,...,0,1).
Définition 0.2.3 (Familles libres ou liées). — Soient V un k-espace vectoriel et .% = (vy,...,v,) une
famille d’éléments de V. On dit que vy, ..., v, sont linéairement indépendants, et que % est une famille

libre, 8’1l n’existe pas de relation linéaire non triviale entre les v;, c.-a-d., si la condition suivante est vérifiée :

(FL) pour tous ti,...,t, €k, si tjvy + -+ +tpv, =0, alors t1 =0=--- = t,.
Il résulte de la définition que : toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Au contraire, on dit que vy, ..., v, sont linéairement dépendants, et que % est une famille liée, s’il existe
une relation linéaire non triviale entre les v;, c.-a-d., s’il existe des scalaires non tous nuls t1,...,t,, tels

que t1v1 + - - - +t,v, = 0. Dans ce cas, si par exemple ¢; # 0, on peut exprimer v; en fonction des v;, pour

JF: .
L o,
v = Z o
J#i
Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille liée est liée.

Exemple 0.2.4. — Dans k", la famille (e, ...,e,) (cf. 0.2.2) est libre. En effet, pour tous t1,...,t, € k
on a

tie; + -+ tphe, = (tl,...7tn),
donc si la somme de gauche est nulle, alors ty =0="--- =t,.

Définition 0.2.5 (Bases). — Soient V un k-espace vectoriel. On dit qu'une famille 8 = (vy, ..., v,) est
une base de V si tout élément v de V' s’écrit de fagcon unique comme combinaison linéaire des v;, c.-a-d.,
si pour tout v € V', il existe un unique n-uplet (t1,...,t,) € k™ tel que v = tyv1 + - - - + L, v,. Ceci équivaut
a dire que la famille 2 est a la fois génératrice et libre.
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Exemples 0.2.6. — 1) Lorsque V = k", la famille (eq,...,e,) (cf. 0.2.2) est une base, appelée la base
canonique de k™.

2) Soit M, (k) le k-espace vectoriel des matrices & m lignes et n colonnes & coefficients dans k. On
note E;; la « matrice élémentaire » dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui d’indice (i, 7) (c.-a-d.,
celui situé sur la ligne ¢ et la colonne j), qui vaut 1. Alors, toute matrice A € My, (k) s’écrit de fagon
unique comme combinaison linéaire des Fj; :

A= Z aij Eij,

i=1,....,m
j=1,....,n

.S

ol a;; est le coefficient d’indice (i, j) de A. Donc la famille (E;;)i=1,...,m est une base de M,, ,, (k).
Jj=1,....n

3) La famille (1, X, ..., X%) est une base de l'espace vectoriel k4[X] des polynomes de degré < d. En
effet, tout polynéme P € k4[X] s’écrit de fagon unique

P=ay+- - +agX? avec a; € k.
Définition 0.2.7. — Soit V un k-espace vectoriel. Disons provisoirement que V' est finiment engendré
(ou « de type fini », cf. le cours de L1) s'il est engendré par un nombre fini de vecteurs v, ..., vp.

Remarque : il existe des k-espaces vectoriels qui ne sont pas finiment engendrés, par exemple, I’espace
vectoriel k[X], mais dans ce cours on s'intéressera a ceux qui le sont.

Rappelons le résultat suivant, déja vu en premiere année :

Théoréme 0.2.8 (Dimension d’un espace vectoriel). — Soit V' un k-espace vectoriel finiment en-
gendré.

(i) Il existe des bases de V, et toutes ont méme cardinal n ; cet entier s’appelle la dimension de V' sur
k et se note dimy V' ou simplement dim V.

(ii) De toute famille génératrice F on peut extraire une base, en particulier F est de cardinal > n ; de
plus si card(.F) = n alors F est une base de V.

(iii) Toute famille libre est de cardinal < n, et toute famille libre de cardinal n est une base de V.

(iv) « Théoreme de la base incompléte » : Toute famille libre peut étre complétée en une base de V.

(v) Tout sous-espace W de V est de dimension finie < dimg V' ; de plus si dimy W = dimg V', alors
W =V. En d’autres termes, tout sous-espace vectoriel distinct de V' est de dimension < dimy V.

Démonstration. Ceci a été vu en L1. Pour étre complet, on redonne la démonstration dans un appendice
a la fin de ce chapitre, ou on introduira aussi les notions de familles génératrices ou libres dans un espace
vectoriel arbitraire (i.e. qui n’est pas nécessairement finiment engendré).

Terminologie 0.2.9. — En raison du théoreme précédent, on dira désormais « k-espace vectoriel de
dimension finie » au lieu de « k-espace vectoriel finiment engendré », et si n = dimy V/, on dira que V est
de dimension n.

D’apres les exemples de 0.2.6, k™ est de dimension n, My, (k) de dimension mn, et kq[X] de dimension
d+1.

Définition 0.2.10 (Coordonnées relativement & une base). — Soit V un k-espace vectoriel de di-
mension n et soit & = (v1,...,v,) une base de V. Alors tout v € V s’écrit de fagon unique

V=12T1V1 F -+ TpUp;

on dit que (x1,...,z,) sont les coordonnées de v par rapport & la base B = (v1,...,v,). Donc la donnée
de £ fournit un isomorphisme de k-espaces vectoriels

omz: k" SV, (T1, -y @) > TV + -+ + TpUp.
Remarque 0.2.11. — Remarquons qu’une base de V est un n-uplet ordonné; par exemple, si & =

(v1,v2) est une base de V, alors € = (v, v1) est une base de V distincte de % : 'image de (1,2) € R? par
¢ est le vecteur vy + 2vo, tandis que son image par ¢¢ est le vecteur ve + 2v; # v1 + 2vs.

Proposition 0.2.12. — Soit f:V — W une application linéaire.
a) Si f est injective et si F = (v1,...,v,) est une famille libre de V', alors f(.F) est libre.
b) Si f est surjective et si F = (v1,...,v,) est une famille génératrice de V', alors f(F) engendre W.

c) Si f est bijective et si B = (vi,...,vy,) est une base de V', alors f(#) est une base de W, d’ou
dimW =n=dimV.
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Démonstration. a) Supposons f injective et soit # = (v1,...,v,) une famille libre de V. Supposons
qu’il existe une relation linéaire dans W :

tlf(vl) +oee +tnf(vn) =0,
avec t; € k. Alors 0 = f(tyv1 +- - +tnv,) d’ol, puisque f est injective, t1v1 + - - - 4+ t,v, = 0, donc comme
F est libre, t; = 0 pour ¢ = 1,...,n. Ceci montre que f(.%) est libre.
b) Supposons f surjective et soit .# = (v1,...,v,) une famille génératrice de V. Soit w € W'; comme
f est surjective, il existe v € V tel que f(v) = w. Comme % engendre V, il existe t1,...,t, € k tels que
v =1t1v1 + -+ tpv,, dou
w=t1f(v1) + -+ tnf(vpn).
Ceci montre que f(.%) engendre W.
c¢) Supposons [ bijective et soit & = (vy,...,v,) une base de V. D’apres a) et b), f(%) est une famille
libre et génératrice de W, donc une base de W ; alors dim W =n = dim V.

Corollaire 0.2.13. — (i) Tout k-espace vectoriel V de dimension finie est isomorphe (de fagon non
canonique) a k™, pour un unique n, égal a dimy V.

(ii) Deuz k-espaces vectoriels de dimension finie V et W sont isomorphes si et seulement si ils ont la
méme dimenston.

Démonstration. (i) Si V est de dimension n alors, par le choix d’une base, il est isomorphe & k™. (Cet
isomorphisme est « non canonique » car il dépend du choix de la base.) Réciproquement, si V' ~ k™, alors
d’apres la proposition précédente, on a dimV = dim k™ = m, donc m = n. En particulier, k™ 2% k" si
m #n.

(ii) Si V ~ W, alors dimy V' = dimy, W, d’apres la proposition précédente. Réciproquement, si dimy V' =
dimy W = n, alors V' et W sont tous deux isomorphes a k™.

Ezemples 0.2.14. — 1) La droite d’équation x; + x5 = 0 dans R? admet pour base le vecteur e; — es,
mais on peut tout aussi bien choisir le vecteur e; — e.

2) Le plan d’équation x; + z2 + 3 = 0 dans R? admet pour base (e; — e, €2 — e3), mais on peut aussi
choisir (e; —es,e; —e3), ou (e1 —ea,e1 +e3 —2e3), ou (e; — (e1 +ea+e3)/3,e1 +ea —2(e; + e+ e3)/3),
etc.

Exzemple 0.2.15. — Reprenons 'espace . (a, b) des suites (un)nen d’éléments de k vérifiant la relation
de récurrence linéaire u, 1o = a1 + bu,. On a vu (cf. 0.1.11) qu’il est isomorphe & k2, par I'application
(un)nen — (ug,u1), donc est de dimension 2. Supposons que le polynome P = X2 — aX — b ait deux
racines distinctes A # p dans k. Considérons les éléments u = (up)nen €t Vv = (vn)nen de 7 (a,b) définis
par

UO:].:U(), Ulz)\, v = W.
Alors la famille (u,v) est libre (car si su+ tv = 0, on obtient s +¢t = 0 = s\ + tu, donc t = —s et
s(A—p) =0, d’out s = 0), donc est une base de .#(a,b). Par conséquent, tout élément w = (wp,)nen de
(a,b) sécrit de fagon unique

w=su+tv,

et s,t sont déterminés par les conditions s + ¢ = wq et s\ + tu = wy. Ceci permet-il de calculer wog15 et
w16 dans 'exercice 0.1.127

0.3. Noyau, image, et théoréme du rang

Définition 0.3.1 (Noyau, image et rang). — Soit f : V — W une application linéaire. D’une part,
on définit son noyau
Ker(f) ={ve V| f(v) =0},
c’est un sous-espace vectoriel de V. Noter que f est injective si et seulement si Ker(f) = {0} : en effet, on
a f(v) = f(v') <= flv—2)=0.
D’autre part, on définit son image
Im(f) = f(V) = {f(v) [v eV} C W,
c’est un sous-espace vectoriel de V. Alors f est surjective si et seulement si Im(f) = W.

Lorsque Im(f) est de dimension finie r (ce qui est le cas si W ou V est de dimension finie, cf. ci-dessous),
Pentier r = dimIm(f) est appelé le rang de f et est noté rg(f) ou rang(f).
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Théoréme 0.3.2 (Théoréme du rang). — Soit f : V. — W une application linéaire, avec V de di-
mension finie n. Alors
n =dimV = dim Ker(f) + rg(f).

(En particulier, [ est surjective si et seulement si W est de dimension rg(f) =n — dim Ker(f).)

Démonstration. Comme V est de dimension finie n, alors Ker(f) est de dimension finie d < n; soit
A = (e1,...,eq) une base de Ker(f).

lere méthode (la plus courte). Complétons £ en une base B = (e1,...,€4,€4+1,---,6n) de V. Alors
Im(f) = f(V) est engendré par f(%) (cf. Prop. 0.2.12), donc par f(eqt+1),--.,f(en) puisque f(e;) =0
pour i < d. Montrons que ces vecteurs sont linéairement indépendants : supposons qu’on ait une relation
de dépendance linéaire

0= tlf(ed+1) R tn—df(en) = f(t16d+1 +-- 4+ tn—den)

alors le vecteur t1eq4q1 + - - -+ tn—ge, appartient a Ker(f), donc est combinaison linéaire de e, ..., eq, d’out
une égalité

t1€g41 + - +tn_gén — s1€1 — -+ — 8geq = 0.
Comme (eq,...,e,) est une base de V, ceci implique t; = 0 = s; pour tous ¢, j. Ceci montre que les vecteurs
fedas1),- -, f(en) sont linéairement indépendants, donc forment une base de f(V'), d’ot dim f(V) =n—d
et donc rg(f) = dim f(V) = n — dim Ker(f).
2éme méthode. Soit toujours # = (eq,...,eq) une base de Ker(f), donnons une autre démonstration,
qui sera utile plus loin (cf. 0.5.10). ) Comme Im(f) = f(V) est engendré par n éléments (les images d’une
base de V'), Im(f) est de dimension finie < n. Soit (wy, ..., w,) une base de Im(f) et pour i =1,...,r,

soit v; un élément de V tel que f(v;) = w;. Alors la famille
B =(€1,...,€4,V1,-..,0p)

est une base de V. En effet, elle est génératrice : soit v € V arbitraire, son image f(v) s’écrit f(v) =
tywy + -+ + tpw,, dou f(v —tyvg — - —tv,) =0, donc v — tyv; — - - - — t,v, appartient & Ker(f), donc
s’écrit s1e1 + -+ - + spep, doll

v =101 + -+ v + S1€1 + 00+ Spep.
Ceci montre que & est génératrice. Elle est aussi libre : si

0=1tiv1+ - +tv. +s1e1+ -+ 5pe
alors 0 = f(0) = tjw; + -+ + t,w,, donc chaque ¢; est nul (puisque (wi,...,w,) est libre), d’ou 0 =

s1e1+- - -+ spep, donc chaque s; est nul (puisque (eq, ..., ep) est libre). Ceci montre que % est aussi libre,
donc est une base de V. Donc dimV = d + r = dim Ker(f) + rg(f).

Proposition 0.3.3. — Soit V' un k-espace vectoriel de dimension n et soit u € Endg (V) ou, plus géné-
ralement, soit u : V. — W une application linéaire, ou dim W =n = dim V. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) w est bijectif;

(ii) u est injectif;

(iii) w est surjectif.

En effet, il est clair que (i) implique (ii) et (iii). Réciproquement, si u est injectif, i.e. Ker(u) = {0}
(resp. surjectif, i.e. Im(u) = W), il résulte du théoréme du rang que u est aussi surjectif (resp. injectif),
donc bijectif.

0.4. Applications linéaires et matrices

Définition 0.4.1 (Espaces d’applications linéaires). — Soient V, W deux k-espaces vectoriels. On
note Homy(V, W) ou Z(V,W) l'ensemble des applications linéaires de V dans W. C’est un k-espace
vectoriel : plus précisément, c’est un sous-espace vectoriel du k-espace vectoriel Fonc(V, W) de toutes les
fonctions V' — W (cf. 0.1.7). Rappelons que si t € k et ¢, € Fonc(V, W) alors les fonctions ¢ + ¢ et ¢ - ¢
sont définies comme suit : pour tout v € V,

() @+ 9)(0) =o() +9() et (t-9)(v) =t d(v).

(1) Cette démonstration a ’avantage suivant. Elle montre que si une base (wi,...,w,) de Im(f) est donnée & I’avance et si
V1,...,0r € V vérifient f(v;) =w; pouri=1,...,r, alors (e1,...,€eq4,v1,...,vr) est une base de V.
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Il s’agit de voir que si ¢, : V — W sont des applications linéaires, alors il en est de méme de ¢ + 1) et de
t - ¢. Ceci se vérifie facilement : si v,v' € V et s € k, alors

(@+Y)(s-v+0) = (s v+0)+P(s-v+0) (par définition)
= s5-0(v) + (V') + s P(v) + ) (car ¢, linéaires)
= s-(o+9¥)(v)+ (¢ +¥)(v) (par définition)

et de méme

(t-d)s-v+v)=t-d(s-v+0) =ts-p(v) +t-o(v) =s-(t-d)(v) + (t- ) (V).
Donc Homy (V, W) = Z(V,W) est bien un k-espace vectoriel; on dit que c’est 'espace des applications
linéaires de V' dans W.

Supposons V' de dimension finie n et soit (eq, ..., e,) une base de V (par exemple, V = k™ et (eq,...,¢e,)
la base canonique). Soit ¢ € Homy (V, W), posons w; = ¢(e;) pour ¢ = 1,...,n; alors tout v € V s’écrit de
facon unique v = x1e1 + - -+ + xpe, et Uon a
(*) ¢(U) =z1w1 + -+ TpWy,
donc ¢ est déterminée par la donnée des n vecteurs wy, ..., w, € W. Réciproquement, pour tout n-uplet
(wi,...,wy,) € W", T'application ¢ : V' — W définie par la formule (x) est linéaire. On a donc obtenu la

Proposition 0.4.2. — Si B = (e1,...,ey,) est une base de V', se donner une application linéaire ¢ : V —
W « est la méme chose » que se donner un n-uplet (wy,...,w,) € W.

Supposons de plus que W soit de dimension finie m et soit € = (f1,..., fm) une base de W. Alors,
chaque w; = ¢(e;) s’écrit de fagon unique

wj = ayifi+-+ amjfm,

ce qu’on représente par le vecteur colonne (d’ott le choix de U'indice j pour paramétrer ces colonnes) :

a1j
ag;
w]‘ = .
amj
et donc ¢ est déterminée par la matrice suivante :
ai;p a2 - Qin
az1 G2 - A2p
Mate, (@) = Mat(s,) (c,)(¢) =
Am1 Gn2 - Omn
qui exprime les vecteurs ¢(e;) (les colonnes) en fonction de fi, ..., fm. Noter que la dimension n de I'espace

de départ V est le nombre de colonnes, et la dimension m de l'espace d’arrivée W est le nombre de lignes.
Réciproquement, pour toute matrice A comme ci-dessus, ses colonnes définissent de fagon unique n

vecteurs w1, ...,w, de W, a savoir

wj =a1jfi+ -+ amjfm,
et ce n-uplet (wy,...,wy,) € W™ définit une application linéaire ¢ : V' — W dont la matrice associée est
A. On obtient donc une bijection :

Homy (V, W) «— M,, (k).
De plus, on voit facilement que si A (resp. B) est la matrice associée a ¢ (resp. ¢), alors tA + B est la
matrice associée a t¢ + 1, donc la bijection ci-dessus est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Théoréme 0.4.3 (Applications linéaires et matrices). Soient B = (e1,...,en) une base de V', et
C = (f1,..., fm) une base de W. Si ¢ est une application linéaire V.— W, on note Matg 2($) sa matrice
dans les bases : B « au départ » et € « a Uarrivée ». ()

(1) L’application ¢ — Maty z(¢) est un isomorphisme d’espaces vectoriels :
Homy (V, W) — M, (k).

Donc le « slogan » a retenir est : « Des bases de V et W étant choisies, une application linéaire V- — W
est la méme chose qu’une matrice a m lignes et n colonnes ».

(2)L’ordre est choisi afin d’avoir, pour la composition des appplications, la formule qui figure dans le point (2) du théoréme.
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(2) Cet isomorphisme transforme la composition des applications linéaires en le produit des matrices :
si U est un k-espace vectoriel de base & = (di,...,dp) et si 6 € Homy(U,V) et ¢ € Homy(V, W), on peut
former la composée ¢po 0 :

vLev—ow

et l'on a :
] Mate, 7 (¢ 0 0) = Mateg () - Matgg o (6). \
Démonstration. — On a déja vu P’assertion (1), montrons I’assertion (2). Notons
A = Maty z(¢) = mij)gfi’f,f,ﬁ B =Matg ~(8) = (bﬂ)fi::::fz
alors, pour tout £=1,...,p, on a :
(600)(de) = &(D bjve;) =D bindles) =D bjeasfi=>_ (D aibje) fi.
j=1 j=1 j=11i=1 i=1 j=1

Donc le coefficient d’indice (i, £) de M = Maty,) (4,)(¢00) est Z?’Zl a;i;bje; ceci montre que M = AB. [

Remarque 0.4.4. — Soit A= (a;j) € My, n(k) et soient (eq,...,en) et (fi,..., fm) les bases canoniques
de k™ et k™. Alors par l'isomorphisme précédent, A correspond a 'application linéaire u : k™ — k™ telle

que, pour tout 5 =1,...,n,
m
u(e;) =Y ai; fi.
i=1
On identifiera, chaque fois que ce sera utile, A & lapplication linéaire u : k™ — k™ ainsi définie (i.e. la

i-ieme colonne de A est I'image du i-iéme vecteur de la base canonique de k™.

Corollaire 0.4.5. — Soient A € My, n(k), B € M, p(k) et u: k™ — k™, v : kP — k™ les applications
linéaires associées. Alors AB est la matrice de wowv : kP — k™.

Remarque 0.4.6. — Soient B € M, ,,(k) et A € M, ,(k). Sil'on note Ay,..., A, € k™ les colonnes de

A, alors les colonnes de BA sont les vecteurs BA,,...,BA, € k™. )
En effet, ceci se voit directement sur la formule du produit matriciel : (BA);; = Y_,_, bi¢ asj. Ou bien,
on peut raisonner comme suit : soit (eq,...,e,) la base canonique de kP, alors A correspond & l'application

linéaire qui envoie chaque e; sur le vecteur Ae; = A; € k™, et BA correspond a I’application linéaire qui
envoie chaque e; sur le vecteur B(Ae;) = BA; € k".

Remarque 0.4.7. — On ne peut effectuer le produit AB de deux matrices A € My, (k) et B € M (k)
que si n = g, c.-a~d., si le nombre de colonnes de A égale le nombre de lignes de B.

En raison de son importance, répétons le théoreme 0.4.3 et le corollaire 0.4.5 dans le cas particulier ou
l’espace de départ est le méme que celui d’arrivée, c.-a-d., le cas ot 'on considere des endomorphismes
d’un espace V de dimension finie n, ou des matrices carrées de taille n.

Proposition 0.4.8 (Endomorphismes de V ~ k™). — Le k-espace vectoriel M, (k) est un anneau (non
commutatif si n > 2), c.-a-d., la multiplication des matrices carrées est associative : A(BC) = (AB)C,
distributive a gauche et & droite par rapport ¢ Uaddition : (A+ B)C = AC+ BC et A(B+C) = AB+ AC,
et la matrice identité I, est élément neutre. De plus, M, (k) est une k-algebre, c.-a-d., pour A, B € M, (k)
ettek, onat-(AB)=(t- A)B = A(t- B), ou - désigne la loi externe.

De méme, si V' est un k-espace vectoriel de dimension n, l'espace des endomorphismes Endy (V') est une
k-algébre (la multiplication étant la composition des endomorphismes). De plus, si l'on choisit une base
B = (e1,...,en) de'V, Uapplication

Endg (V) = M, (k), u+— Matg(u)

est un isomorphisme d’anneauz et de k-espaces vectoriels, c.-a-d., un isomorphisme de k-algébres.

(3) Cette remarque sera utile pour la construction du déterminant, voir Chap. 3.
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Définition 0.4.9 (Noyau, image et rang d’une matrice). — Soit A € M, ,(k), on définit son noyau
Ker(A), son image Im(A), et son rang, noté rang(A) ou rg(A), comme le noyau, 'image et le rang de 'ap-
plication linéaire u : k™ — k™ associée. On a rang(u) < n (d’apres le théoréme du rang), et rang(u) < m
(puisque Im(u) est un sous-espace de k™), donc rang(u) < Min(m, n).

Or, I'image de u est le sous-espace de k™ engendré par les vecteurs colonnes Ci,...,C, de A, donc
par définition rang(A) est le nombre maximum de colonnes de A linéairement indépendantes, et l'on a
rang(A) < Min(m, n).

On verra plus bas que rang(A) est aussi le nombre maximum de lignes linéairement indépendantes, et
lon donnera des moyens algorithmiques pour calculer rang(A).

Définition 0.4.10 (Transposée d’une matrice). — Soit dans My, (k) :

ail a2 - A1n

a21 a2 -+ G2n
A=

Am1 Am2 T Amn,

Sa transposée, notée ' A, est la matrice de M, ,,,(k) suivante :

aix a1 - Gml
" ai2 a2 - Am2
Ainp  A2n e Amn

c.-a-d., la j-eme colonne de A est devenue la j-éme ligne de ‘A, c.-a-d., (*A);; = a;;. On a évidemment
(%) ttA) = A.
Proposition 0.4.11. — L’application A — 'A est linéaire : si A, A’ € My, (k) et s € k,
s A+ A)=s5-TA+TA.
De plus, si B € M, ,(k), alors AB € M,, ,(k) et Uon o dans M, (k) U’égalité :

(%) |{(AB) ='B'A]

Démonstration. Ecrivons A = (a,;) et A’ = (aj;). Alors sA + A" € My, »(k) est la matrice (sa;; + aj;),
et sa transposée est la matrice C' € M, ,,, (k) telle que, pour tout (j,1),
Cji = (sA+ A')ij = sai; +aj; = s("A)ji + ("A)ji,
donc C'=s-"A+"'A’. Puis, si l'on pose B = (bj¢) € M, ,(k), alors pour tout couple (i, ) on a

n

(t(AB))ei = (AB)i = Zairbr@ = Z(tB)fr ("A)r = (tB tA)M

r=1 r=1
ce qui montre que '(AB) =B A. O
0.5. Changements de base
Définition 0.5.1 (Automorphismes et matrices inversibles). — 1) Soit V un k-espace vectoriel.

On dit qu'un endomorphisme f de V est un automorphisme g'il posseéde un inverse dans Endy(V),
i.e. s'il existe un endomorphisme g de V tel que fog =idy = go f. Ceci équivaut a dire que f est bijectif,
car on a vu (cf. 0.1.10) que dans ce cas 'application inverse g est automatiquement linéaire.

2) On note GL(V') Pensemble des automorphismes de V'; c¢’est un groupe pour la composition des
endomorphismes : en effet, la composition des endomorphismes est associative, I’application identique est
élément neutre, et si f,g sont inversibles, alors f o g I'est aussi, son inverse étant g=! o f=! (puisque
fogogloft=idy :gflofflofog). )

3) De méme, on dit qu’une matrice A € M, (k) est inversible §'il existe B € M, (k) vérifiant AB =
I, = BA, ou I, désigne la matrice identité de taille n; dans ce cas B est notée A~!. On note GL, (k)
I’ensemble des matrices inversibles.

(4) Attention ! Noter I’inversion de 'ordre des facteurs : (fog)~! égale g~ o f~1, tandis que f~log™! = (go f)~1!
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Comme la correspondance bijective Endy (k™) <— M, (k) transforme la composition des endomor-
phismes en le produit des matrices, on voit qu'une matrice A est inversible si et seulement si I’endomor-
phisme correspondant u de k™ est bijectif, et dans ce cas A~! est la matrice de u~?!; de plus GL,, (k) est un
groupe pour la multiplication des matrices : la matrice I,, est élément neutre, et si A, B sont inversibles,
alors AB 1’est aussi, son inverse étant B~tA~1.

La proposition suivante est importante et tres utile :

Proposition 0.5.2. — (i) Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie et soient u,v € Endg (V) tels

que uov =idy. Alors u et v sont bijectifs et u=v"'.

(i") Soient A, B € M, (k) telles que AB = I,,. Alors on a aussi BA = I, et donc A et B sont inversibles
et inverses 'une de Uautre.

(i) Si A est inversible alors ' A est inversible et l'on a (*tA)~1 =*t(A~1).

Démonstration. (i) Pour tout x € V, on a x = u(v(x)), donc u est surjectif, et v est injectif. Donc,
d’apres la proposition 0.3.3, u et v sont bijectifs; alors en multipliant 1’égalité u o v = idy a gauche par

u~1 (ou bien & droite par v~1), on obtient que v = u~*.

(") Notons u (resp. v) 'endomorphisme de k™ correspondant & A (resp. B). Comme AB = I,, équivaut
a uowv =Iidy alors, d’apres (i), u et v sont bijectifs et inverses 'un de 'autre, donc il en est de méme de
Aet Betl'onaB=A"'et BA=1,.

(ii) Supposons A inversible, alors il existe B € M, (k) telle que AB = I, = BA. Prenant la transposée
de ces matrices, on obtient, puisque 'I,, = I,, :

'B'A="(AB) = I, ='(BA) ="'A"'B.
Ceci montre que ‘A est inversible, d’inverse !B = {(A~1).

Remarque 0.5.3. — 1) Soit V = R[X], soit I 'opérateur « d’intégration », qui envoie chaque monéme
X" sur X" /(n+1), et soit D I'opérateur de dérivation, qui envoie chaque polynome P sur le polynoéme
dérivé P’. Alors D oI = idy, donc D est surjectif et I injectif, mais D n’est pas injectif car D(1) = 0, et
I n’est pas surjectif car son image est formée des polynomes de terme constant nul.

2) De méme, soit V' espace des suites (uy,)nen et soient I (resp. D) 'opérateur qui envoie toute suite
(un)nEN sur

(0, o, ur,ug,...) resp.  (u1,usg,us,...).

Alors D oI =idy, donc D est surjectif et I injectif, mais D n’est pas injectif car D annule la suite telle
que ug = 1 et u; = 0 pour ¢ > 1, et I n’est pas surjectif car son image est formée des suites de terme ug
nul.

Ces deux exemples montrent que si V' est un espace vectoriel qui n’est pas de dimension finie et si
u,v € Endg (V) vérifient v ov = idy, alors u et v ne sont pas nécessairement bijectifs.

Lemme 0.5.4. — Soient f un endomorphisme d’un espace vectoriel V' de dimension finie, B = (v1,...,0y)
une base de V', posons w; = f(v;). Si (wy,...,wy) est une base de V, alors f est bijective, et son inverse
est l'endomorphisme g de V' défini par g(w;) = v; pouri=1,... ,n.

Démonstration. On suppose que ¥ = (w1, ..., w,) est une base de V. Alors f est surjectif, car pour
tout w € V il existe t1,...,t, € k tels que

w=twy + -+ tyw, = f(trvr + - + tyop).

Donc, d’apres la proposition 0.3.3, f est bijectif. (On peut aussi voir directement que f est injectif : soit
v € Ker(f), il existe t1,...,t, € k tels que v = x1v1 + -+ + LUy, alors 0 = f(v) = z1wy + -+ + zLw,
donc, puisque (wy,...,w,) est libre, t; =0=--- =t,, don v =0.)

Soit g 'endomorphisme de V' défini par g(w;) = v;, pour i = 1,...,n. Alors on a, d’une part, (go f)(v;) =
v; pour tout i, d’ou g o f = idy, et, d’autre part, (f o g)(w;) = w; pour tout i, d’out f o g =idy.

Définition 0.5.5 (Matrice de passage). — Soient V un espace vectoriel de dimension finie, & =
(e1,...,e,) une base de V, et B’ = (v1,...,v,) une seconde base de V. Soit P la matrice n X n ex-
primant la seconde base en fonction de la premiere, c.-a-d., chaque v; s’écrit de fagon unique

Vj =prje1+- -+ Pnjén
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et 'on forme la matrice

pir - P1j c Pln
P=|pa - pyj - Dpin
dont les colonnes sont les vecteurs v1,...,v, exprimés dans la base (e1,...,e,). Alors P s’appelle la
matrice de passage de la base # = (ey,...,e,) & la base &' = (v1,...,v,) et se note | Matz(#').
C’est une matrice inversible : son inverse P~! est la matrice exprimant ei,...,e, dans la base
(V1,...,Up).
Remarquons que P peut étre vue comme la matrice de 'application identité idy, exprimée dans les
bases : #' = (v1,...,v,) au départ, et Z = (ey,...,e,) & arrivée, c.-a-d.,

[P =Matyw(idyv)| etdememe | P! =Maty sidy) |

Conservons les notations précédentes. Tout v € V' s’écrit alors de fagon unique
v=ux1e1+ -+ Tnen et v=aiv + -+ 2o,

et les x; (resp. ) s’appellent les coordonnées de v relativement a la base # (resp. #’), cf. 0.2.10.
Relativement & la base % (resp. '), on peut représenter v comme le vecteur colonne

X x)
X=1": resp. X'=|":
Proposition 0.5.6 (Changement de coordonnées). — La formule de changement de coordonnées,

pour le changement de base B8 — %' donné par la matrice de passage P, est donnée par :

(noter que cette formule exprime les anciennes coordonnées X en fonction des nouvelles X' ).
z - s . n .
Démonstration. En effet, écrivant v; = )" | pije; puis
n n n n n
v = Tvj = T;pije; = PijT; | €
j=1 j=1i=1 i=1 \j=1

et comparant avec v = Y ;" | x;e;, on obtient qu'on a x; = Y7 pi;af pour i = 1,...,n, dout X = PX".

Soient V, %, %’ et P comme plus haut, et considérons maintenant une application linéaire u : V — W.
Soient € = (f1,..., fm) une base de W, et A € M, (k) la matrice de u dans les bases # et €. Alors,
d’apres le théoreme 0.4.3, on a :

Mats, g (u) = Matggvgg(u) . Matg&gg/(idv)
donc la matrice de u dans les bases &’ et € est AP.

Enfin, soit ¢’ = (w1, ..., w.,) une seconde base de W et soit @ la matrice de passage de € & €”; alors
Q = Matg (idw) et Q_1 = Mat(g/fg(idw), d’ou :
Mat%w@/ (u) = Matcg/fg(idw) . Matcagg/(u) = QilAP.
On a donc obtenu le théoréme suivant :
Théoréme 0.5.7 (Changement de bases pour une application linéaire)
Soit A € M, (k) la matrice d’une application linéaire uw : V. — W, relativement & des bases B =
(e1,...,en) deV et € = (f1,-.-, fm) de W. Soit ' = (v1,...,v,) (resp. €' = (w1,...,wy)) une seconde

base de V' (resp. de W) et soit P (resp. Q) la matrice de passage correspondante. Alors la matrice de u
dans les bases B’ et €' est :

Mateyr g (u) = QAP
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Remarque 0.5.8. — Le théoréme précédent est (évidemment) compatible avec la formule de changement
de coordonnées 0.5.6 : si Pon désigne par X (resp. X') les coordonnées d’un vecteur v € V' relativement &
B (resp. #'), et Y (resp. Y’) les coordonnées du vecteur u(v) dans la base € (resp. €”’), alors on a :

Y = AX, X = PX/, Y =QY’

dott Y = Q7Y = Q7 1AX = Q1 APX'. Compte-tenu de cette « compatibilité », on peut utiliser (comme
moyen mnémotechnique) 'une de ces formules pour retrouver l'autre. . .

Remarque 0.5.9. — Méme si l'on s’intéresse au départ & une matrice A € M, ,(k), il est souvent utile
de considérer A comme une application linéaire u : k™ — k™ (définie par u(e;) = a1 f1 + -+ + amj fm, OU
(e1,.-.,en), resp. (f1,..., fm), est la base canonique de k™, resp. k™). Par exemple, le théoréme précédent

donne alors le corollaire suivant :

Corollaire 0.5.10. — Soit A € M,, (k) et soit r = rang(A).
1) Il existe des matrices inversibles P € GLy, (k) et Q € GL,,,(k) telles que

Q—IAP — (0 Ir Or,n—r >

m—r,r Om—r,n—r

ot I, est la matrice identité de taille r et ot 0, , désigne la matrice nulle a p lignes et g colonnes.
2) Réciproquement, s’il existe des matrices inversibles P € GL, (k) et Q € GL,, (k) et un entier s € N

tels que
—1 _ Is Os,n—s
QAP = (0

m—s,s Om—s,n—s

alors s = rang(A).

Démonstration. Soient (e1,...,en) et (f1,..., fm) les bases canoniques de k™ et k™ et soit u application
linéaire k™ — k™ correspondant & A. Par définition, r = rang(A) est la dimension de Im(u). Soit donc
(w1, ..., w,) une base de Im(u), on peut la compléter en une base € = (wy, ..., wy) de k™ ; notons @ la
matrice de passage de (f1,..., fm) & €.

Soient v1, ..., v, des éléments de k™ tels que u(v;) = w;, pour j =1,...,r, et soit (e1,...,eq) une base de
Ker(u). D’apres la démonstration (2eme méthode) du théoreme du rang 0.3.2, # = (vy,...,vp,€1,...,€4)
est une base de k™. Alors, la matrice de v dans les bases 4 et € est

I, 0, n—r
Mat(g7@(u) = (0 ’ ) .

m—r,r Om—r,n—r
Or, si P désigne la matrice de passage de (e1,...,e,) & %, on a
Mate,z(u) = Q™" - Mat(s,) e,y (u) - P = Q7' AP,

d’ou I'assertion 1) du corollaire.
Réciproquement, supposons qu’il existe des matrices inversibles P € GL, (k) et Q € GL,, (k) et un entier

s € N tels que
—1 _ Is Os,nfs
Q AP = (0 .

m—s,s Om—s,n—s

Ceci signifie qu'il existe des bases (v1,...,v,) de k™ et (wy,...,wy,) de k™ telles que u(v;) = w; pour
i=1,...,s et u(v;) =0 pour j =s+1,...,n. Alors Im(f) = Vect(ws,...,ws) est de dimension s, d’olt
s =rang(A).

On déduit du corollaire 0.5.10 la proposition suivante.

Proposition 0.5.11. — Soit A € My, » (k). Alors

’rang(A) = rang(*A) ‘

par conséquent rang(A) est aussi le nombre mazimum de lignes de A qui sont linéairement indépendantes.

Démonstration. D’apres ce qui précede, il existe P € GL, (k) et @ € GL,, (k) telles que
I 0, —
—1 T TN—T
AP = ’ .
@ (om_r,r om_r,n_r>

ou r = rang(A). Alors
tptAtN—1 IT Or,m—r
P'AQ™ = (O .

n—r,r On—r,m—r
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Or, d’apres la proposition 0.5.2, ‘P et *Q~! sont inversibles, donc I’égalité ci-dessus entraine, d’apres le
corollaire précédent, que r = rang(*A4).

Définition 0.5.12 (Matrices équivalentes). — Soient A, B € M,, (k) ; on dit que A et B sont équi-
valentes 8'il existe des matrices inversibles P € GL,, (k) et Q € GL,,(k) telles que QAP = B. (D’apres
le corollaire 0.5.10, ceci équivaut & dire que A et B ont méme rang).

Cas des endomorphismes. — Le théoreme 0.5.7 traite le cas d’une application linéaire u : V- — W, ou
V,W sont a priori distincts. Dans ce cas, lorsque qu’on s’autorise des changements de bases arbitraires
dans V et dans W, le corollaire 0.5.10 montre que le seul invariant de w est son rang, qui est un entier
compris entre 0 et Min(dim V, dim W).

Mais, lorsque V = W et qu’on s’intéresse a la nature géométrique d’'un endomorphisme u de V', c.-a-d.,
lorsqu’on veut comparer u(x) et x, pour x variant dans V', pour pouvoir faire la comparaison on veut
exprimer x et u(z) dans la méme base, et c’est la raison pour laquelle, dans ce cas, on écrit la matrice de
u dans une méme base A au départ et a l'arrivée.

(Par exemple, si V.= W = k, les automorphismes de k comme k-espace vectoriel sont les homothéties
hx : @ +— Az avec A # 0, si on prend {1} comme base de départ et {A} comme base d’arrivée, la matrice
est (1) donc on a « perdu » le rapport A de 'homothétie ; mais si on impose de garder la méme base au
départ et & larrivée, la matrice est (A)...)

Alors, le théoreme 0.5.7 donne dans ce cas :

Théoréme 0.5.13 (Changement de base pour un endomorphisme)
Soit A la matrice d’un endomorphisme u de V relativement d une base % de V. Si %' est une seconde
base, et si P est la matrice de passage de B a %', alors la matrice de u dans la base B’ est :

| Matg (u) = P AP. |

Définition 0.5.14 (Matrices semblables). — Soit A, B € M,,(k) des matrices carrées de taille n. On
dit que A, B sont semblables s’il existe une matrice inversible P € GL,, (k) telle que P~*AP = B. Dans ce
cas, on dit que A, B sont dans la méme classe de similitude.

Remarques 0.5.15. — 1) On notera que cette définition ne fait sens que pour des matrices carrées.

2) A et B sont semblables si et seulement si elles représentent, dans des bases différentes, le méme
endomorphisme de k™.

3) Si A,B € M, (k) sont semblables, elles sont évidemment équivalentes, mais la réciproque est loin
d’étre vraie : les classes de similitude forment une partition de M, (k) beaucoup plus raffinée que celle
donnée par le rang (cf. le cas n = 1, et voir plus loin pour le cas n arbitraire).

0.6. Appendice (f) : compléments sur les familles génératrices ou libres

Dans cet appendice, on donne la définition des familles génératrices ou libres éventuellement infinies,
ainsi qu’une démonstration du théoréme sur la dimension (0.2.8).

Définitions 0.6.1 (Familles génératrices). — Soit V' un k-espace vectoriel.

1) Soit S un sous-ensemble (fini ou infini) de V. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies

tivg + - + oy, pour r € N* (variable), v; € S, t; € k,

forme un sous-espace vectoriel de V, et c’est le plus petit sous-espace vectoriel de V' contenant S. On
Pappelle le sous-espace engendré par S et on le note Vect(.S).

En particulier, si E est un sous-ensemble fini {v1,...,v,}, alors Vect(E) est 'ensemble des combinaisons
linéaires

tivy + -+ tpvn, outy,...,t, € k.

2) On dit que S est un ensemble de générateurs (ou une famille génératrice) de V si le sous-espace

engendré Vect(S) égale V, c.-a-d., si tout élément de V' s’écrit comme combinaison linéaire des éléments

de S.
Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.

Exemple 0.6.2. — Les mondémes X", pour n € N, engendrent 1’espace vectoriel k[X]. En effet, tout
polynéme P € k[X] s’écrit comme une combinaison linéaire finie : P = ag + a; X + - - - + agX%.
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Exercices 0.6.3. — 1) Soit R[[X]] l'espace des séries formelles Y a;, X", avec a; € R. Quel est le
sous-espace de R[[X]] engendré par les monémes X", pour n € N? (Réponse : c’est R[X].)

2) Pouvez-vous montrer que I’espace vectoriel R[X] n’est pas finiment engendré ?

Définitions 0.6.4 (Familles libres ou liées). — Soit V un k-espace vectoriel et soit S un sous-ensemble
(fini ou infini) de V. On dit que les éléments de S sont linéairement indépendants (ou que S est une famille
libre) 8’1l n’existe pas de relation linéaire non triviale entre les éléments de S, c.-a-d., si la condition suivante
est vérifiée :

(FL) pour tous r € N*, vy,...,v. € § deuzx-a-deuz distincts, et t1,...,t, €k, si l'on a

une relation tyvy +--- +tv, =0, alorsty =0=--- =t,.
(Ceci prend une forme plus simple si S est un ensemble fini {v1,...,v,}; dans ce cas la condition s’écrit
plus simplement : pour tous ti,...,t, €k, si tyv; + -+ +ty,v, =0, alors t; =0=--- =¢,.)

Il résulte de la définition que : toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Au contraire, on dit que les éléments de S sont linéairement dépendants (ou que S est une famille
lie) §'il existe une relation linéaire non triviale entre les éléments de S, c.-a-d., s’il existe un entier
r > 1, des éléments vy, ...,v, € S deux-a-deux distincts, et des scalaires ¢1,...,t., non tous nuls, tels que
t1v1+~-+trvr =0.

Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille liée est liée.

Exzemple 0.6.5. — Dans k[X], la famille des monoémes (X"),¢cn est libre. En effet, soient iy < -+ < i,
dans N et soient tq,...,t,. € k non tous nuls. Alors le polynéme

B Xt X
est non nul. Ceci montre que (X™)pen est une famille libre.

Remarque 0.6.6. — Soient V un k-espace vectoriel et S = (v;);e; une famille de vecteurs indexée par
un ensemble d’indice [ infini. Alors S est libre si et seulement si la condition d’unicité suivante est vérifiée :

(U) «silon a une égalité

thvj = Z SpUp t; €k, sp,€k,

jed pepP
ou J, P sont deux sous-ensembles finis de I, alors {j € J | t; # 0} égale {p € P | s, # 0} et, notant L cet
ensemble, on a t; = sy pour tout £ € L ».

En effet, supposons cette condition vérifiée; si 'on a une égalité Zje stjv; = 0 (le terme de droite
correspond & P = @ : une somme indexée par @ vaut 0), alors {j € J | t; # 0} égale @, i.e. tous les ¢; sont
nuls; ceci montre que S est une famille libre.

Réciproquement, supposons que S soit une famille libre, et qu’on ait une égalité jeg tiv; = Zpe p SpUp
comme plus haut, alors on a :

0 = Z tjl)j -+ Z (tl — si)vi — Z Sp’Up
jeJ—P icJNP pEP—J
et comme S est libre, ceci entraine que t; =0 = s, pour j € J— P et p € P—J, et que ¢; = s; pour tout
i € JN P, donc la condition (U) est vérifiée.

Définition 0.6.7 (Bases). — Soient V' un k-espace vectoriel et (v;);er une famille (finie ou infinie) de
vecteurs de V. On dit que Z = (v;)ier est une base de V si tout élément v de V' s’écrit de fagcon unique
comme combinaison linéaire des v;, c.-a-d., si :

(1) A est une famille génératrice, i.e. pour tout v € V, il existe un sous-ensemble fini J de I (dépendant
de v) et des scalaires t; € k, pour j € J, tels que v = Zje] tjv;.

(2) £ vérifie la condition (U), i.e. si I'on a un second sous-ensemble fini P de I et des scalaires s, pour

p € P, tels que
v = thvj = Z SpUp,
jeJ pEP

alors le sous-ensemble L = {j € J | t; # 0} égale {p € P | s, # 0} et pour tout £ € L, on a t; = sy.
D’apres la remarque précédente, ceci équivaut a dire que & est une famille génératrice et libre.
Exzemple 0.6.8. — La famille des monomes (X™),en est une base de k[X] : en effet, tout polynéme non

nul P € k[X] s’écrit de facon unique
P=ay+- - +agX? ouna; €k,aq#0,d=degP.



16 CHAPITRE 0. RAPPELS : ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Définitions 0.6.9. — Soient V un k-espace vectoriel, et % = (v;);ecs une famille de vecteurs de V.

(i) On dit que % est une famille génératrice minimale si c’est une famille génératrice, et si « on ne
peut pas la rendre plus petite », c.-a-d., si pour tout sous-ensemble I’ = I, la famille (v;);c; n’est pas
génératrice.

(ii) On dit que .7 est une famille libre mazimale si c’est une famille libre, et si « on ne peut pas la
rendre plus grande », c.-a~d., si pour tout v € V — %, la famille .# U {v} est liée.

Proposition 0.6.10. — Soient V' un k-espace vectoriel, et F = (v;)icr une famille non vide de vecteurs
de V. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) .Z est une base de V ;
b) Z est une famille génératrice minimale ;

c) F est une famille libre maximale.

Démonstration. Supposons que (v;);cs soit une base de V, c.-a-d., une famile génératrice et libre. Alors,
pour tout i € I, la famille (v;);c7—{;} n'est pas génératrice : sinon v; s’exprimerait comme combinaison
linéaire des v;, pour j # i, d’oll une relation linéaire non triviale v; — (t1vj, +- - - +t,v;,.) = 0. Ceci montre
que (v;)ier est une famille génératrice minimale.

De plus, tout v € V g’écrit comme combinaison linéaire (d’un nombre fini) des v;, donc si v € &, la
famille strictement plus grande .# U {v} est liée. Ceci montre que .% est une famille libre maximale. On a
donc prouvé que a) implique b) et ¢).

b) = a) Supposons que (v;);cs soit une famille génératrice minimale et montrons qu’elle est libre. Sinon,
on aurait une relation linéaire non triviale

tl“n + e + trvir = 0
avec 7 > 1 et ¢, # 0 pour au moins un indice p; alors on aurait v;, = —t,; s gt ta Vi, €t donc la famille
(vi)ier—{i,} serait déja génératrice, contredisant la minimalité. Ceci prouve b) = a).
¢) = a) Supposons que % soit une famille libre maximale et montrons qu’elle est génératrice. Soit
v €V — Z, alors la famille # U {v} est liée, donc on a une relation linéaire
sv+tvy + -+, =0

non triviale (c.-a-d., s et les ¢, non tous nuls). On ne peut avoir s = 0 car sinon, les v; étant linéairement
indépendants, on aurait t; =0 = --- =t,. Donc s # 0, dott v = —s~!(t;v;, ++ -+ t,v;,). Donc .F est une
famille libre et génératrice, donc une base de V. Ceci prouve c) = a).

Corollaire 0.6.11 (Existence de bases). — Tout k-espace vectoriel finiment engendré V posséde une
base. (On convient que l’ensemble vide & est une base de l'espace nul {0}.)

En effet, par hypothese V est engendré par une famille finie {v1,...,v,.}. Celle-ci contient une sous-
famille génératrice A de cardinal minimal, donc minimale, et d’apres la proposition, % est une base de
V.

On va voir dans un instant (cf. 0.6.13 ci-dessous) que si (vy,...,v,) est une base de V', alors toutes les
bases de V' ont n éléments. Commencons par le lemme important suivant.

Lemme 0.6.12. — Soient V' un k-espace vectoriel, vi,...,v, € V, et soient m > n et Uy,..., U, des
éléments de V' qui sont combinaison linéaire de v1,...,v,. Alors uy,...,u, sont liés.

Démonstration. On procede par récurrence sur n; le résultat est clair si n = 1, supposons donc n > 2
et le résultat établi pour n — 1. Ecrivons :

U =  anvi -+ +aipin

U2 = a21v1 + - + a2V,

Uy = Am1V1 + -+ GmpUn.
Si tous les u; sont combinaison linéaire des n—1 vecteurs v, . . ., v, alors les u; sont liés, d’apres I’hypothese
de récurrence. Sinon, quitte a renuméroter les u;, on peut supposer que ay; # 0. Alors, pour i = 2,...,m,

les m — 1 vecteurs
/ —1
U; = U; — A310717 U
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sont combinaison linéaire des n — 1 vecteurs vs,...,v,, donc sont liés d’apres ’hypothese de récurrence.
Donc il existe des scalaires non tous nuls to, ..., t,, tels que

m
0 = tQ’LLIQ 4+ 4 tmu;n = t2u2 4+ 4 tmum — (Ztiaﬂaﬁl)ul
=2

et ceci montre que les u; sont liés. Le lemme est démontré.

Le lemme précédent a les conséquences trés importantes suivantes. Soit V' un k-espace vectoriel engendré
par un nombre fini d’éléments 1, ..., 2 5. D’apres le corollaire 0.6.11, V posséde une base Z = (vy,...,v,)
formée de n < N éléments. Comme £ est une famille libre de V, il résulte du lemme précédent que :

a) toute famille génératrice de V' a au moins n éléments;

b) toute famille génératrice de V ayant n éléments est minimale, donc d’apres 0.6.10 est une base de V.
D’autre part, comme Z est une famille génératrice de V, il résulte du lemme précédent que :

a’) toute famille libre dans V' a au plus n éléments ;

b’) toute famille libre de V' ayant n éléments est mazimale, donc d’aprés 0.6.10 est une base de V.

Enfin, en combinant a) et b), on voit que : toute base de V, étant une famille & la fois génératrice et libre,
a exactement n éléments. On obtient donc le théoreme fondamental suivant.

Théoréme 0.6.13 (Dimension d’un espace vectoriel). — Soit V' un k-espace vectoriel finiment en-
gendré.

(i) Il existe des bases de V', et toutes ont méme cardinal n ; cet entier s’appelle la dimension de V' sur
k et se note dimy V' ou simplement dim V.

(ii) De toute famille génératrice F on peut extraire une base, en particulier .F est de cardinal > n; de
plus si card(.F) = n alors .F est une base de V.

(iii) Toute famille libre est de cardinal < n, et toute famille libre de cardinal n est une base de V.

(iv) « Théoreme de la base incomplete » : Toute famille libre peut étre complétée en une base de V.

(v) Tout sous-espace W de V' est finiment engendré, et dimy W < dimy V' ; de plus si dimp W = dim; V,
alors W = V. En d’autres termes, tout sous-espace vectoriel distinct de V' est de dimension < dimy V.

Démonstration. On a déja vu les assertions (i), (ii) et (iii). L’assertion (iv) résulte du fait que toute
famille libre peut étre agrandie en une famille libre maximale, c.-a-d., en une base de V' (cf. la proposition
0.6.10).

Démontrons (v). Soit W un sous-espace vectoriel de V. D’apres (iii), toute famille libre d’éléments de
W est de cardinal < n = dimy V', donc W possede une famille libre maximale €, de cardinal m < n. Alors
% est une base de W, d’apres la proposition 0.6.10, donc W est finiment engendré, et de dimension m < n.
Si de plus m = n alors, d’apres (iii), ¢ est une base de V' (donc engendre V'), d'on W = V. Le théoréme
est démontré.

Proposition 0.6.14. — Soit f:V — W une application linéaire.
a) Si f est injective et si .F est une famille libre de V', alors f(F) est libre.
b) Si f est surjective et si F est une famille génératrice de V', alors f(F) engendre W.
c) Si f est bijective et si B est une base de 'V, alors f(B) est une base de W.

Démonstration. a) Supposons f injective et soit & une famille libre de V. S’il existe une relation linéaire

dans W :
tif(z1) +- - +taf(zn) =0, ti€k, €7,

alors 0 = f(t121 + -+ -+ t,2y), donc comme f est injective t121 + - - - + t,z, = 0, donc comme Z est libre,
t; =0 pour i =1,...,n. Ceci montre que f(%#) est libre.

b) Supposons f surjective et soit . une famille génératrice de V. Soit w € W ; comme f est surjective,
il existe v € V tel que f(v) = w. Comme % engendre V, il existe 1,...,z, € F et t1,...,t, € k tels que
v=t121 + -+ tpy, ot w =t f(x1) + - + tnf(zn). Ceci montre que f(.F) engendre W.

c¢) Supposons f bijective et soit # une base de V. Alors, d’apres a) et b), f(2) est une famille libre et
génératrice de W, donc une base de W.






CHAPITRE 1

DUALITE

Résumé : Soient V un k-espace vectoriel de dimension n et % une base de V. Dans ce chapitre,
on commence par introduire I'espace dual V* et la base duale #* de %, qui est formée des « fonctions
coordonnées » relativement a la base 4. Ensuite, on introduit les opérations élémentaires sur les colonnes
d’une matrice A € M,, ,,(k), ce qui est utile pour déterminer une base de Ker(A) et de Im(A). Puis on
revoit les opérations sur les lignes (vues en L1) et l'on fait le lien, d’une part, avec la théorie des systéemes
linéaires (vue en L1) et, d’autre part, avec les formes linéaires sur V', i.e. les éléments de V*, et I’on applique
ceci aux équations qui définissent un sous-espace E de V' (cf. §1.3).

Au passage, on montre aussi comment les opérations sur les colonnes (ou bien les lignes) permettent de
déterminer si une matrice carrée A € M, (k) est inversible et de calculer, dans ce cas, son inverse.

1.1. Formes linéaires, espace dual

Définition 1.1.1 (Espace dual). — Un cas particulier trés important d’espace Z(V, W) est le cas ol
W = k. Dans ce cas, une application k-linéaire V' — k s’appelle une forme linéaire sur V, et Z(V, k)
s’appelle l’espace dual de V' et se note V™.

Supposons V' de dimension finie n et soit & = (ey, ..., e,) une base de V. On sait, d’apres 0.4.2, que se
donner une forme linéaire ¢ : V' — k équivaut a se donner ses valeurs ¢(e;) € ksurlese;. Pouri=1,...,n,
notons alors e} la forme linéaire sur V' définie par

ef(e;) =1 et e;(ej) =0 pour j #i.

Alors, pour tout n-uplet (¢1,...,t,) € k™, la forme linéaire t1e; + - - - + tye) vérifie :
n
(*) Vj:l,...,n, (tleik-i-"'-‘rtn@i;)(ej):zti ej(ej) :tj.
=1 N ad
=1sii=j
=0 sinon

Il en résulte que pour tout ¢ € V* on a ¢ = ¢(eq)ef+- -+ P(en)el, puisque ces deux applications linéaires
V' — k coincident sur la base #. De plus, si 'on a une égalité ¢ = t1e] + --- + tpel, avec les t; € k, alors
d’apres (x) on a nécessairement t; = ¢(e;) pour tout j. Ceci montre que tout ¢ € V* s’écrit de facon unique

*

comme combinaison des formes linéaires e3, ..., ef, donc B* = (e}, ...,ek) est une base de V*, appelée la

s Cno »Cn

base duale de la base & = (e, ..., e,). En particulier, V* est de dimension n. On a donc démontré le :

Théoréme 1.1.2 (Base duale). — Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n et # = (e1,...,en)
une base de V. Pouri=1,...,n, on note e} la forme linéaire sur V définie par ef(e;) =1 et ef(e;) =0
pour j # 4. Alors B* = (e},...,e’) est une base de V*, appelée la base duale de la base B ; en effet toute

forme linéaire ¢ € V* s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire des e}, i.e. on a :
_ * * R )
o =tie] +---+tpen, avec  tj = ¢(e;).

En particulier, V* est de dimension n.

De plus, €7, ... ek sont les formes linéaires « coordonnées » par rapport a la base (e1,...,e,), c.-a-d.,
tout v € V' s’écrit de facon unique v = x1e1 + - -+ + xpey, et Uon a ef(v) = z; pour tout i.



20 CHAPITRE 1. DUALITE

1.1.3. Matrices colonnes et matrices lignes. — Soient V un k-espace vectoriel de dimension n et
# = (e1,...,e,) une base de V. Alors, tout vecteur v = z1e; + - - + xpe, est représenté par le vecteur
colonne
x1
v = S Mn,l(k)-
Ty

D’autre part, toute forme linéaire ¢ € V* est un élément de Z(V, k) donc est représentée par une matrice
L € M, ,(k), i.e. par une matrice ligne

L= (tl tn) y ou tj = ¢(€j).
Alors on a ¢(v) = X0 d(xje;) = o5 i le;) = D0 ity = tiwy + -+ 4tz e P(v) est donné
——
=t;
T
par le produit matriciel suivant : ¢(v) = L-v = (t1 tn) - |. Donc, pour des entiers p,r > 1
Tn
arbitraires, si 'on a p formes linéaires ¢4, ..., ¢, € V*, représentées par des matrices lignes (& n colonnes)
= (t11 tln), N (tpl tpn) et r vecteurs
T11 T1ir
v = s . y Vy =
Tni Ty
Ly
alors, notant | @ | I'élément de M, ,, (k) dont les lignes sont Ly, ..., L, et (vy ---v,) 'élément de M, ,.(k)
Ly
dont les colonnes sont vy, ..., v,, on a I’égalité suivante de matrices a p lignes et r colonnes :

é1(v1) - oi(vr) Ly
(%) s o= )
(bp(vl) T ¢p(”r) Ly,

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.1.4 (Matrice de passage pour les bases duales. Base « préduale »)

Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n, # une base de V, et * la base duale de V*.

(1) Soient € une seconde base de V', €* la base duale, et P = Matg(%). Alors la matrice de passage
Mat g~ (€*) égale ‘P71,

(2) Pour toute base A de V*, il existe une unique base 9 de V telle que 9* = A. On lappellera la base
« préduale » de A.

Démonstration. Notons B = (e1,...,e,), B* = (ef,...,ek) et € = (v1,...,0,), € = (v},...,0v}).
Notons @ = (gi;) la matrice de passage Matg-(€™), i.e. pour j = 1,...,n, on a vj = qujei + - + qnjey,.
Donc v} correspond a la matrice ligne

Lj = (QIja"' 7an) = th

Ly
ot C; est la j-ieme colonne de @. Donc la matrice | @ | égale *Q. D’autre part, chaque v; est la j-iéme
Ly,
colonne de P = Matg(%). Donc, d’aprés (x) on obtient :
Ly vi(v1) oo i (vn)
QP=| (o ow)=| L =6
Ly, op(v1) - vy (vn)

(la derniére égalité découlant du fait que v} (v;) = 1 si i = j et = 0 sinon). Ceci prouve que 'Q = P,
i.e. Q =tP~L. Lassertion (1) est démontrée.

L’assertion (2) en découle. En effet, notons encore @) la matrice de passage Matg-(A). Sl existe une
base & de V telle que 2* = A alors, d’apres Passertion (1), la matrice de passage P = Matg(2) vérifie
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Pl = Q, ie. P = 'Q 7. Donc 2 est déterminée (si elle existe) par la condition Matg(2) = 'Q~!;
or cette condition définit bien une base de V : comme la matrice M = ‘Q~! est inversible, ses colonnes
v1,..., 0y forment une base 2 de V, telle que Matg(2) = M. Ceci prouve ’assertion (2).

Ezxercice 1.1.5. — Etant donnée une base 4, calculer la matrice dans % de chacun des éléments de la
base duale %*. Remarquer que ’on obtient la base canonique de I'espace des matrices lignes.

1.2. Opérations élémentaires sur les colonnes (ou les lignes)

1.2.1. Réductions des colonnes. — Revenons au calcul du rang d’une application linéaire k" — k™.
Soit A € M,, »(k), notons (eq,...,ey,) la base canonique de k™. On peut calculer le rang de A et, plus
précisément, une base de Im(A) et de Ker(A) de la fagon suivante.

Observons qu’échanger les colonnes C; et C; de A revient a permuter, avant d’appliquer A, les vecteurs

e; et e; de la base canonique de k", ce qui revient aussi & multiplier A d droite par la matrice P(i,j) de
l'automorphisme de £™ qui échange e; et e;, et laisse fixe chaque e, pour £ # i, j. Par exemple, pour n = 4

0 0 0 1
et (i.j) = (L) ona PALA) = [0 0 0 0
1000

De méme, multiplier une colonne C'; par un scalaire A; # 0 revient a remplacer le vecteur e; par Aje;,
c.-a~d., a multiplier A a droite par la matrice diagonale dont tous les termes diagonaux valent 1, sauf celui
d’indice j qui vaut A;. D’autre part, pour tout ¢t € k et i # j, ajouter tC; a C; revient a remplacer, avant
d’appliquer A, le vecteur e; par le vecteur e; + te;, et ceci revient encore & multiplier A & droite par la
matrice B;;(t) de I'automorphisme de k™ qui laisse fixe e, pour £ # j, et envoie e; sur e; + te;, c.-a-d.,

Bij (t) = In + tEl'j.

Définition 1.2.2. — On appellera opérations élémentaires sur les colonnes les opérations précédentes :
échange de colonnes, multiplication d’une colonne par un scalaire # 0, ou ajout de tC; a C; avec j #
1. D’aprés ce qui précede, on voit qu’effectuer ces opérations sur les colonnes revient a appliquer des
automorphismes sur ’espace de départ k™, donc ne change pas 'image de A, ni son rang.

On peut alors calculer Im(A) de la fagon suivante. Soit i; I'indice de la premiere ligne non nulle. Alors
en permutant les colonnes, on peut supposer que a;, 1 # 0 puis, en multipliant la premiere colonne par a; ’11
on se ramene au cas ol a;,,1 = 1. Ensuite, en soustrayant a;, ;C1 de Cj, on se ramene au cas ol a;, j =0
pour j > 2. Soit alors i3 le plus petit indice tel qu'il existe j > 2 tel que a4, ; # 0; en procédant comme
plus haut, on se rameéne au cas oll a;,2 = 1 et a;, ; = 0 pour j > 3. Soit alors i3 le plus petit indice tel
qu’il existe j > 3 tel que a;, ; # 0, en répétant le processus précédent, on obtient une matrice de la forme

suivante :

0 0 0 0 0O --- 0
1 0 0 0 0O --- 0
az,1 0 0 0 0 --- 0
: 0 0 0 0 -~ 0
Qiy 1 1 0 0 0 s 0
* * 0 0 o --- 0
(1) A= X 0 0 0 ... 0
iy 1 Qig2 1 0 0o --- 0
* * * 0 0O --- 0
i1 Gi.2 Q5.3 0 0
* * * 0 0
* * * 0 0
c.-a~d., les colonnes d’indice > r sont nulles et, pour j = 1,...,r, les colonnes C; vérifient
C; =e; + Z ag e,
€>ij

avec 11 < to < -+ < 1p.
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Il en résulte que les vecteurs C1,...,CL € k™ sont linéairement indépendants, donc forment une base
de Im(u) ; en particulier, r = rang(A).

Le procédé précédent s’appelle « réduction des colonnes », la matrice A’ ainsi obtenue vérifie
(1) A = AP

ou P est une matrice inversible correspondant aux opérations élémentaires sur les colonnes qu’on a effec-
tuées. On a vu que Im(A") = Im(A) ; d’autre part, le noyau de A’ est le sous-espace V' de k™ engendré par

les vecteurs e,11, ..., e, de la base canonique. Or, il résulte de (1) que
(2) Ker(A) = P(V) = Vect(Pr41, ..., Pp),
ou Pry1,..., P, désignent les (n — r) dernieres colonnes de P. En effet, si v € V, alors 0 = A'v = APv

donc Pv € Ker(A). Réciproquement, comme P est inversible, on a A = A’P~! donc si z € Ker(A) alors
0= Az =A'P 'z, dot P~lz € Ker(A") =V, donc = € P(V).

L’égalité (2) permet de déterminer explicitement une base de Ker(A) de la fagon suivante. Les opérations
sur les colonnes qu’on a faites correspondent a multiplier A a droite par certaines matrices inversibles d’un
type particulier, et P est le produit de ces matrices; alors la méme suite d’opérations sur les colonnes de
la matrice identité I,, conduit a la matrice P.

Donc, en pratique, on écrit en-dessous de A la matrice I,,, ou n = nombre de colonnes de A = dimension
de D’espace de départ, et a chaque étape on fait les mémes opérations élémentaires sur les colonnes des
deux matrices, on obtient alors & la fin du processus la matrice A’ = AP ainsi que la matrice P = I,,P. (1)
Illustrons ceci dans le cas de 'exemple suivant :

1 2 3 4
A=(1 3 6 6
3 8 15 16
Ecrivons I, en-dessous de A et, notant Cq,...,Cy les colonnes de A, faisons les opérations C; — C; — iC}
pour ¢ = 2,3,4 :
1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 3 2 1 1 0 0
C2—C2—-2Cy | 3 2 6 4 3 2 0 0
23—>03—3C1 1T —9 —3 —g| C:=C=8C: 15 3 0
1 —C4—4C1 0 1 0 0 Ca—Cy—2C2 0 1 -3 -2
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 3 0
-3 -2
1] et 1 resp. et
3 9 1 0
0 1

En résumé, la « réduction des colonnes » d’une matrice A € M,, ,,(k) fournit des bases de Im(A) et de
Ker(A). Mais, étant donné un vecteur Y = (y1,...,ym) de k™ (resp. X = (z1,...,2,) de k™), il n’est pas
forcément immédiat de déterminer si Y € Im(A) (resp. si X € Ker(A)), et il est parfois plus commode de
disposer d’équations définissant Im(A) et Ker(A). On va voir que celles-ci sont obtenues par réduction des
lignes de A.

1.2.3. Remarque importante. — Dans 'exemple précédent, le premier pivot était en position (1,1),
puis le second en position (2,2). Bien sir, il n’en est pas toujours ainsi; en théorie on peut s’y ramener
par des échanges de colonnes, mais avec un peu de pratique on n’a pas besoin de faire ces échanges de
colonnes : il suffit de se ramener & une matrice A’ dont les colonnes soient échelonnées « & permutation
pres des colonnes » ; alors les colonnes non nulles de A’ forment une base de Im(A), et dans la matrice du

(M Lorsque m = n, c.-a-d., lorsqu’on considére des matrices carrées, on peut utiliser ce processus pour déterminer si A est
inversible et calculer son inverse ; voir 1.2.8 plus bas.
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dessous (obtenue & partir de I,,), les colonnes en-dessous des colonnes nulles de A’ forment une base de
Ker(A). Ilustrons ceci dans le cas suivant :

0 0 0 1 0 0 0 1
3 1 2 1 0 1 0 1
C3—C3—4Cy 6 2 4 3 0 2 0 3
CQ-)CQ—[QCAL 1 0 0 0 01401—302 1 0 0 O
01%0173621 0 1 0 0 C3*>Cg*202 _3 1 _2 0
0 0 1 0 0 0 1 0
-3 -2 -4 1 3 =2 0 1
er(A) ont respectivement pour base les vecteurs
0 1 1 0
-3 -2
1] et 1 resp. et
9 3 0 1
3 0
1.2.4. Réduction des lignes. — Soit toujours A € M, ,(k). On peut calculer le rang de A et, plus

précisément, des équations de Ker(A) et de Im(A) en faisant des opérations sur les lignes de A.
Observons que multiplier une ligne L; de A par un scalaire \; # 0 revient & multiplier A & gauche par la

matrice diagonale inversible dont tous les termes diagonaux valent 1, sauf celui d’indice ¢ qui vaut \;. De

méme, pour tout ¢t € k et ¢ # j, ajouter tL; a L; revient a multiplier A ¢ gauche par la matrice inversible

Bj'(t) = Im + tEjZ‘

(dont l'inverse est Bj;(—t)). Enfin, échanger les lignes L; et L; de A revient & multiplier A @ gauche par
la matrice de 'automorphisme de k™ qui échange les vecteurs f; et f; de la base canonique (f1,..., fm),
et laisse fixe chaque f; pour ¢ # i, j (cette matrice est égale & son inverse).

Définition 1.2.5. — On appellera opérations élémentaires sur les lignes les opérations précédentes :
échange de lignes, multiplication d’une ligne par un scalaire # 0, ou ajout de tL; a L; avec j # 4. D’apres
ce qui précede, on voit qu’effectuer ces opérations revient a appliquer des automorphismes sur ’espace
d’arrivée k™, donc ne change pas le noyau de A, ni son rang.

On peut alors calculer des équations de Ker(A) et Im(A) de la fagon suivante. Soit j; 'indice de la
premiere colonne non nulle. En permutant les lignes, on peut supposer que a1 j, # 0 puis, en multipliant
la premiere ligne par ai}l, on se rameéne au cas ol aj,j, = 1. Ensuite, en soustrayant a; j, L1 de L; pour
tout ¢ > 2, on se ramene au cas ol a;,;, = 0 pour ¢ > 2. Soit alors js le plus petit indice tel qu'’il existe
i > 2 tel que a;,j, 7 0; en procédant comme plus haut, on se ramene au cas ou as j, = 1 et a; 5, = 0 pour
1 > 3. En répétant ce processus, on obtient une matrice de la forme suivante :

0 1 =« a17j2 * a17j3 tee al,jr *
0 0 O 1 * ag’j3 e a?,jr *
0 0 O 0 0 1 * a?’,jr ES
Do : : 0 " : M
"o__

(1) AT = 0 0 O 0 0 0 0 1 * %
0 0 O 0 0 0 . 0 0 0
0 0 O 0 0 0 e 0 0 0

On a A" = QA, ou Q € GL,, (k) est inversible, donc Ker(A) = Ker(A"), a fortiori rg(A4) = rg(4”) =r.
De plus, A” donne directement les équations de Ker(A”). En effet, considérant le systeme

T
A// : _ O
In
on voit qu’on peut choisir arbitrairement z; pour ¢ &€ {j1,...,J.}, et que chaque z;, s’exprime en fonction
des x; pour i > j.
D’autre part, Im(A”) est le sous-espace W de k™ engendré par les vecteurs fi, ..., f-; on en déduit que

Im(A) = Q1 (W). Mais il n’est pas nécessaire d’inverser la matrice @) pour avoir les équations de Im(A).
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En effet, si ’on écrit cote a cote A et un vecteur colonne
Y1
Y=|:|€ck™
Ym

et qu’on applique & A et Y les mémes opérations sur les lignes, on obtient le couple
(A" =QA|Y" = QY);
alors Y € Im(A) si et seulement si Y € Im(A”) et, puisque Im(A”) = Vect(f1,..., fr),onaY” € Im(A”) si

et seulement si les (n—r) dernieres coordonnées y, |, ...,y de Y sont nulles. Donc Im(A) est déterminée
par les équations v, =0, ..., y, =

Illustrons ceci sur le premier exemple considéré au paragraphe précédent, c.-a-d.,

1 2 3 4
A=11 3 6 6
3 8 15 16

Appliquons la réduction des lignes de A au couple :

1 2 3 4w
1 3 6 6|y
3 8 15 16| y3

D’abord, Ly — Ly — Ly et Ly — L3 — 3L; donnent :

1 2 3 4 Y1
01 3 2| y2—w
0 2 6 4 Yz — 3y1
puis L3 — L3 — 2L5 donne :
1 2 3 4 Y1
01 3 2 Y2 — Y1

0 0 0 0fwys—3y1—2(y2—v1)=ys—y1— 212

On obtient ainsi que des équations de Ker(A) sont

Ty 4+ 2r9 +3x3+4x4 = O
To+3r3+2x4 = 0

ces équations expriment x» puis x; en fonction de x3 et x4, qu’on peut choisir arbitrairement. En choisissant
x3 =1et x4 =0 (resp. x3 = 0 et x4 = 1), on obtient les vecteurs

3 0
-3 -2
u=14 resp. v=1
0 1

qui forment donc une base de Ker(A).
D’autre part, comme @ est inversible, les solutions de I'équation AX =Y sont les mémes que celles de
Péquation QAX = QY c.-a-d., A”X =Y. Or, le systeme

1+ 229+ 33 +4x4 = 1
Toa+3x3+2x4 = Y2— Y1
0 = ys—uy1— 2y

admet des solutions si et seulement si

(*) Y3 = y1 + 2yo.

On voit donc ainsi que () est une équation de Im(A). Par exemple, prenant y; = 1 et y; = 0 (resp. y1 =0
et yo = 1), on obtient que les vecteurs

1 0
0 et 1
1 2

forment une base de Im(A).
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1.2.6. Remarque importante. — Dans 'exemple précédent, le premier pivot était en position (1,1),
puis le second en position (2,2). Bien siir, il n’en est pas toujours ainsi; en théorie on peut s’y ramener
par des échanges de lignes, mais en pratique on n’a pas besoin de faire ces échanges de lignes : il suffit de
se ramener & une matrice A’ dont les lignes soient échelonnées « & permutation pres des lignes » ; alors les
lignes non nulles de A’ donnent des équations de Ker(A), et les formes linéaires en face des lignes nulles
de A’ donnent des équations de Im(A). Tllustrons ceci dans le cas suivant :

315816y1LL3L0624y173y3
1 6 3 6 |y | 2222200 3 1 2| yo—uys
1 3 2 4|yy) 7t \1 3 2 4 Ys
0 0 0 0| wy1—2y2—uys
Lioli=2L [ 5 | o Vs — us
1 3 2 4 Y3
Donc des équations de Ker(A) sont
3:62 + T3 + 21‘4 = O
Ty +3rs +2x3+4x4 = 0
et une équation de Im(A) est y; — 2ys — y3 = 0.
1.2.7. Lien avec les systémes linéaires. — Ce qui précede équivaut a la théorie des systemes linéaires
Z1
vue en L1. En effet, notant X le vecteur colonne € R”, on associe & la matrice A € M, ,(k) le
Tn
systeme linéaire AX = 0, c.-a-d., les m équations
(L) a1 + -+ aipxTn =0
données par les lignes Lq,...,L,, de A. Chaque L; peut aussi étre vue comme une forme linéaire sur
V =R", i.e. la forme linéaire qui & tout v = z1e1 + - - + zpe, (o B = (e1,...,e,) est la base canonique

de R™) associe le scalaire L;(v) = aj1@x1 + -+ + ainp.

Soit s le rang de ce systeme, c.-a-d., le nombre maximum de lignes de A qui sont linéairement indé-
pendantes (donc s = rang(*4)). Le paragraphe précédent montre, en faisant des opérations élémentaires
sur les lignes de A, que ce systeme a les mémes solutions que le systeme échelonné A”X = 0, ou A” est
la matrice a lignes échelonnées obtenue en (i) plus haut : si j; < -+ < js désignent les colonnes ou se
trouvent les pivots sur les lignes 1,...,s de A”, on peut choisir arbitrairement z; pour i &€ {j1,...,js}, et
chaque z;, s’exprime en fonction des x; pour ¢ > j,. Donc 'espace des solutions de ce systeme, qui n’est
autre que Ker(A), est de dimension égale & n — s. On retrouve ainsi la théorie des systémes linéaires, vue
en L1. D’autre part, comme dim Ker(A4) = n — rg(A) d’apres le théoréme du rang, on obtient le corollaire
suivant (dont une autre démonstration a déja été donnée en 0.5.10) :

Corollaire 1.2.7.1. — Pour tout A € M, ,(k), on a rg(*A) = rg(A).

Remarquons d’autre part que faire des opérations sur les lignes de A revient a faire des opérations sur
les colonnes de *A ...

Remarque 1.2.7.2. — Notons B = (ey,...,e,) (resp. € = (f1,..., fm)) la base canonique de V = R"
(resp. de W = R™) et B* = (e,...,¢€) (resp. € = (fy,..., f},)) la base duale de V* (resp. de W*).

Alors les formes linéaires Ly, ..., L, données par les lignes de A ont les deux interprétations suivantes.
Fixons un indice de ligne ¢ € {1,...,m}. D’une part, pour tout j € {1,...,n}, on a L;(e;) = a;; et donc

* *
Li = aﬂel —+ -4 amen.

D’autre part, L;(e;) est la i-itme coordonnée dans la base € du vecteur Ae;, c.-a-d., L;(e;) = fF(Ae;) =
(ff o A)(e;). Comme les formes linéaires L; et f; o A coincident sur la base Z = (e1,...,e,) de R, elles
sont égales, et ’on a donc

(%) Vi=1,...,m, fioA=L;=ane] + -+ ainey,.

Si 'on note u 'application linéaire V = k™ — k™ = W définie par A, alors 'application W* — V* qui a
tout f € W* associe f ou € V* est linéaire : on dit que c’est la transposée de u et on la note *u ; il résulte
de (%) ci-dessus que 'on a :

Matgg*fg* (tu) =tA
(les lecteurs intéressés pourront consulter 'appendice 1.5 & la fin de ce chapitre).
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1.2.8. Calcul de l’inverse d’une matrice carrée. — Soit A € M, (k). On peut utiliser 1’algorithme
de réduction des colonnes pour déterminer si A est inversible et calculer son inverse, de la facon suivante.
Notons (ey,...,e,) la base canonique de k™.

Si la premiere ligne de A est nulle, alors évidemment A n’est pas inversible, car alors I'image de A est
contenue dans le sous-espace engendré par es, ..., e,. On peut donc supposer que la premiere ligne de A
est non nulle ; alors la premiere étape de I'algorithme de réduction des colonnes nous fournit une matrice
Ay = APy dont la premiere ligne est :

(10 - 0
Soit t € {2,...,n} et supposons qu’apres t — 1 étapes on ait obtenu une matrice

A1 =AP1-- P

dont les ¢ — 1 premieres lignes sont de la forme

1 0 0 0 0
* 1 0 0 0];
* x 1 0 0

engendré par les colonnes Ay, ..., A;_1 et par les vecteurs e;y1, ..., e, de la base canonique, donc A n’est
pas inversible.

On obtient donc l'alternative suivante : ou bien au cours du processus on obtient une matrice de la
forme

si la t-eme ligne a tous ses coefficients d’indice > ¢ nuls, alors Im(A) est contenue dans le sous-espace

Ay

Il
* % %% % =
* ¥ ¥|% = O
* % ¥ |k OO
* % OO O O
* % OO O O

auquel cas A n’est pas inversible (d’apres ce qui précede), ou bien on arrive & une matrice triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale :

1 0 0 0
* 1 0 0
A, = * * 1 0f;
0
anl1  an2 e An n—1 1
alors soustrayant a,;C;, a la j-éme colonne, pour j =1,...,n — 1, on obtient une matrice
1 0 o --- 0
* 1 0 0
AnJrl - AnPn+1 = * * 1 01l-
Gpn-11 GQp-12 -+ 1 0
0 0 0 0 1
retranchant alors a,—1,;Cr—1 & la j-e€me colonne, pour j =1,...,n — 2, on obtient une matrice
1 0 0 0
x 1 0 0
An+2 - AnPn+1Pn+2 = * * 1 . 01>
o -~ 0 1 0
0 0 0 0 1

etc. En continuant ainsi, on arrive & une forme réduite A’ = AP qui égale la matrice identité I,, ; alors,
d’apres la proposition 0.5.2, on a P = A~!. De plus, comme indiqué dans le paragraphe 1.2.1, la matrice
P est obtenue en écrivant au début du processus la matrice I,, en-dessous de A, et en effectuant & chaque
étape les mémes opérations élémentaires sur les colonnes des deux matrices; on obtient ainsi a la fin du
processus, en haut la matrice réduite A’ = AP = I,,, et en bas la matrice I, P = P = A~
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2 -1 1
Tllustrons ceci par un exemple : soit A= |1 0 3] € M3(Q);ona:
1 2 0
2 -1 1 1 0 0 1 0 0
10 3| cinepe 1/2 1/2 5/2 1/2 1 0
1 2 0| c=Cetciy2 | 1/2 5/2 —1/2 Cy—2C5 1/2 5 -—13
1 0 0| cyscs—ciy2 |1/2 1/2 —=1/2| cs—cs—50, |1/2 1 =3
0 1 0 0 1 0 0 2 -5
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
C1—C1+C3/26 1/2 1 0 0 1 0
Cy—Ca+5C3/13 0 0 1 C1—C1—Cy/2 0 0 1
C3——C3/13 5/13  —2/13 3/13 6/13 —2/13 3/13
-5/26 1/13  5/13 -3/13 1/13  5/13
1/26  5/13 —1/13 —-2/13  5/13 —1/13

Notons que, au lieu de la suite d’opérations sur les colonnes utilisée plus haut, on peut choisir n’importe
quelle suite d’opérations sur les colonnes de facon a obtenir des calculs les plus simples possibles. Ainsi,
dans ’exemple considéré, il apparait plus avantageux de procéder comme suit :

2 -1 1 1 0 0 1 0 0
10 3| o0 [0 13 0 1 0
1 2 0| comci42c, | =2 5 2| c3—05-3c, | =2 5 —13
1 0 O C3—C34+Co 0 1 0 0O 1 -3
0 1 0 -1 2 1 -1 2 =5
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0
C1—C1—2C3/13 0 1 0
Cy—Cy+5C3/13 0 0 1

Cs——C3/13 6/13 —2/13 3/13
—-3/13 1/13  5/13
—2/13 5/13 —1/13

Bien stir, on peut aussi procéder par réduction des lignes : partons de A € M,,(k), si la premiére colonne
de A est nulle, alors évidemment A n’est pas inversible. On peut donc supposer que la premiere colonne de
A est non nulle; alors la premiere étape de 'algorithme de réduction des lignes nous fournit une matrice
Ay = Q1A dont la premieére colonne est :

0
Soit t € {2,...,n} et supposons qu’apres t — 1 étapes on ait obtenu une matrice
A1 = Qi1 (A

dont les ¢ — 1 premieres colonnes sont de la forme

1 % *

0 1

0 0 1 ;
I (|

0 0 O

si la t-ieme colonne a tous ses coefficients d’indice > ¢ nuls, alors Im(A) est contenue dans le sous-espace
engendré par les vecteurs eq,...,e;—1 de la base canonique et par les colonnes Ayy1,..., A,, donc A n’est
pas inversible.
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On obtient donc D'alternative suivante : ou bien au cours du processus on obtient une matrice de la
forme

I

OO O =
OO = ¥
Ol % ¥
*| % % %

Ay

S O ¥* ¥ ¥
*

*

0 0 0|0 = =
auquel cas A n’est pas inversible (d’aprés ce qui précede), ou bien on arrive & une matrice triangulaire
supérieure avec des 1 sur la diagonale :

1 * .- a1n
0 1 S aon
A, = 0 0 1 * * .
: . " Gn—1,n
0O 0 0 O 1
alors soustrayant a;, L, a la i-ieme ligne, pour ¢ = 1,...,n — 1, on obtient une matrice
1 * * a1,n—1 0
0 1 ¥ A2,n—1 0
Anp1=Quudn=|[0 0 1 : 0];
0 - 0 1 0
0 0 O 0 1
retranchant alors a; ,—1L,—1 & la i-iéme ligne, pour ¢ = 1,...,n — 2, on obtient une matrice
1 * 0 0
0 1 = 0 O
An+2 = Qn+2Qn+1An = 0 100 s
0 - 010
0 0 0 0 1

etc. En continuant ainsi, on arrive & une forme réduite A’ = QA qui égale la matrice identité I,, ; alors,
d’apres la proposition 0.5.2, on a Q = A~'. De plus, la matrice Q s’obtient en écrivant au début du processus
les matrices A et I,, cote a cote, et en effectuant & chaque étape les mémes opérations élémentaires sur les
lignes des deux matrices ; on obtient ainsi & la fin du processus, d’un c6té la matrice réduite A’ = QA = I,,,
et de Pautre la matrice QI, = Q = A~ 1.

Illustrons ceci en reprenant ’exemple précédent :

2 -1 1]1 0 0 LLI;LIL/22 1 —-1/2 1/2] 1/2 0 0
1 0 3|0 1 of 222 (g 12 52| -1/2 1 o Leze
1 2 0|0 0 1) Beleml/2 \g 52 —1/2| -1/2 0 1) "e7heoke

1 —1/2 1/2|1/2 0 o\ Folethe/26 /0 19 0| 15/26 —5/26  1/26
0 1 5 | -1 2 o2t/ g 1 o —3/13 1/13  5/13
0 0 -13| 2 -5 1) Ffemle/13 \g o 1|-2/13 5/13 -1/13
1 0 0| 6/13 —-2/13 3/13
0 1 0| -3/13 1/13 5/13
0 0 1|-2/13 5/13 —-1/13
Remarquons & nouveau que, au lieu de la suite d’opérations sur les lignes utilisée plus haut, on peut
choisir n’importe quelle suite d’opérations sur les lignes de fagon & obtenir des calculs les plus simples
possibles. Ainsi, dans cet exemple, il apparait plus avantageux de procéder comme suit :

L1—>L1+L2/2
Rkl Ml

2 -1 1|1 0 0\ Ii—=Le 1 0 3]0 1 0

1 0 3|0 1 o =2 g 1 5|1 —2 of L=k

1 2 0|0 o0 1) "7t \o 2 —3|0 —1 1) Fe7bet2le
10 3]0 1 0 il*iﬁgf/ig 1 0 0] 6/13 —2/13 3/13

1 5 | -1 2 of B2t/ g 0| —3/13 1/13  5/13
00 —13| 2 -5 1) Te=7E/3 o 0 1] -2/13 5/13 —1/13
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Remarque 1.2.8.1. — Attention, dans cet algorithme pour calculer A~! il faut choisir de faire des opé-
rations sur les colonnes ou bien sur les lignes, mais il ne faut pas mélanger les deux !

En effet, si I'on fait a la fois des opérations sur les lignes et sur les colonnes de A, et qu’on fait les mémes
opérations sur la matrice I,, on arrive au bout du processus a une paire de matrices :

(QAP =1,, QI,P=QP);

alors la premiere égalité donne A = Q~'P~! d’ott A~! = PQ, mais de I'autre c6té c’est QP que l'on a
calculé. . .

1.3. Codimension et équations d’un sous-espace

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de codimension d’un sous-espace vectoriel, puis nous
justifions I'idée que la codimension d’un sous-espace est le nombre d’équations nécessaire pour le décrire.

Définition 1.3.1 (Codimension). — Soient V un k-espace vectoriel de dimension n et E un sous-espace
vectoriel de V', on appelle codimension de E dans V' et l'on note codimy (E) V'entier dim V' — dim E.

Soit # = (e1,...,en) une base de V. Notons (x1,...,x,) les « fonctions coordonnées » par rapport a
A, i.e. tout v € V s’écrit de facon unique
v=a1(v)er + -+ z,(v)ey.

Si #* = (e7,...,e;,) est la base duale de V*, alors pour tout v € V on a €} (v) = z;(v), donc la fonction
zj : V. = k, v = z;(v) n’est autre que la forme linéaire e;. Considérons maintenant des « équations
linéaires »

(Ls) ai1x1 + -+ apxn =0

pour i = 1,...,m et soit F le sous-espace de V défini par ces équations, i.e. F est I’ensemble des vecteurs
v=uwx1e; + -+ x,e, dont les coordonnées (x1,...,x,) vérifient les équations précédentes. Alors E est le
noyau de la matrice A € My, (k) dont les lignes sont Ly, ..., Ly, donc dim E' = n — s ou s est le rang du

systeme, i.e. le nombre maximum d’équations linéairement indépendantes.

Comme dans le paragraphe 1.2.7, ces équations peuvent aussi étre vues comme des formes linéaires
sur V, i.e. chaque L; est la forme linéaire a;1e] + --- + aine), ; alors E est I'ensemble des v € V' tels que
L;(v) =0pouri=1,...,m. Quitte & renuméroter les L;, on peut supposer que L1, ..., Ls sont linéairement
indépendantes ; alors pour i > s chaque L; est combinaison linéaire de Ly, ..., Ly donc I'égalité L;(v) =0
est conséquence des égalités Ly(v) = 0 pour t = 1,...,s, et donc E est le sous-espace de V' défini par les
équations Li(v) =0 pour t =1,...,s, et dim F = n — s. Pour résumer, on a obtenu la

Proposition 1.3.2. — Soit V un espace vectoriel de dimension n et soient Ly,...,L,, € V*. Le sous-
espace E de V' défini par ces équations (i.e. E = {v € V | Ly(v) =0, ¥t = 1,...,m}) est de dimension
n—s, ot s = dimVect(Ly,..., L, ). En particulier, lorsque L1, ..., Ly, sont linéairement indépendantes,
on adimE =n—m.

Remarque 1.3.3. — Remarquons que F ne dépend que du sous-espace F' = Vect(Ly,...,L,,) de V*
engendré par les L;. En effet, d'une part, tout ¢ € F s’annule sur F (car ¢ est combinaison linéaire de
Ly,...,Ly,). Dautre part, si 'on pose

Fo={veV]glv)=0, VoeF}

on a B C F° d’aprés ce qui précede, et F° C {v eV | L(v) =0, Vt =1,...,m} = E, dou E = F°.
On appelle F° ['orthogonal de F dans V ; alors la proposition précédente peut se récrire en disant que
dim F° =n —dim F.

Réciproquement, si E est un sous-espace vectoriel de V' de dimension r, il peut étre défini par n — r
équations linéairement indépendantes. En effet, soit (eq,...,e,) une base de F'; complétons-la en une base
B = (e1,...,e,) de V et soit B* = (ef,...,ef) la base duale de V*. Alors E est défini par les formes
linéaires ey, y,..., €}, c.-a-d., par les équations x; = 0 pour @ = r + 1,...,n. De plus, une forme linéaire
¢ =tie] + -+ tpe) s'annule sur E si et seulement si ¢y =0 = --- = t¢,, donc, si 'on définit [’orthogonal
E+ de E dans V* par :

Et={pecV*|é(x)=0 pour tout = € F},

*

alors E égale Vect(e, 1, ..., e}) donc est de dimension n—r. Donc, si L1, . . ., L,, sont des formes linéaires

rEn

qui définissent F, c.-a-d., telles que

E={veV|L(w)=0, Vi=1,...,m}



30 CHAPITRE 1. DUALITE

alors Ly, ..., L, € E*+, et d’aprés la proposition précédente, on a :
n — dim Vect(Lq,...,L,,) =dimE =r
et donc dim Vect(Ly, ..., L,,) =n —r = dim E*, donc (L4, ..., L,,) est une famille génératrice de E* et

I’on peut en extraire un systeme de n — r équations qui définissent E. Pour résumer, on a obtenu la

Proposition 1.3.4. — Soient V' un espace vectoriel de dimension n et E un sous-espace vectoriel de
dimension r. Alors E peut étre défini par n — r équations linéairement indépendantes; de plus de tout
systeme d’équations L, . .., L, définissant E, on peut extraire n—r équations linéairement indépendantes

définissant E (en particulier, on a m >mn —r).

Ezemples 1.3.5. — 1) Dans R?, la droite D engendrée par le vecteur (Z) # 0 est de codimension 2—1 = 1.
L’orthogonal D+ C (R?)* est engendré par la forme linéaire ¢ = bei — ael # 0, i.e. D est définie par
I’équation bx — ay = 0. Cette équation est unique a un scalaire pres, i.e. toute autre équation de D est de
la forme A(bx — ay) = 0, avec A € R*.

2) Dans R3, le plan P engendré par les vecteurs e; — ey et ea — e3 est de codimension 3 — 2 = 1. Son
orthogonal P+ C (R3)* est engendré par la forme linéaire ¢ = e} + e + e # 0, i.e. P est défini par
I’équation = + y 4+ z = 0. Cette équation est unique a un scalaire pres, i.e. toute autre équation de P est
de la forme Az +y + z) =0, avec A € R*.

3) Dans R3, la droite D engendrée par le vecteur aej + bea — e3, avec (a,b) # (0,0), est de codimension
3 — 1 = 2, donc son orthogonal D+ C (R3)* est de dimension 2, il admet pour base, par exemple,
(e + ael, el + bey), i.e. D est définie par les équations = + az = 0 et y + bz = 0. Une autre base de D+
est, par exemple, (bej — aes, ef + e + (a+b)el), donc D est aussi définie par les équations bz — ay = 0 et
r+y+(a+b)z=0.

Remarques 1.3.6. — Soient V' un espace vectoriel de dimension n et V* son dual.

(1) On voit facilement que pour tout sous-espace E de V (resp. F de V*), on a E C (E+)° (resp.
F C (F°)%Y), et il résulte des deux propositions précédentes que dim(E+)° = n — dimE+ = dim E et
dim(F°)t =n — F° = dim F. On a donc les égalités : E = (E+)° et F' = (F°)*.

(2) On a introduit temporairement la notation F° pour lorthogonal de F' dans V', pour le distinguer a
priori de son orthogonal F* dans le dual V** = (V*)* de V*. Mais en fait on a un isomorphisme canonique
V =V** ie. V estle dual de son dual (voir 'appendice 1.6), et les deux notions d’orthogonalité coincident,
donc pour un sous-espace F' de V* on peut aussi noter F son orthogonal dans V. ..

1.4. Conclusion : notion de dualité

La notion de "dualité” est apparue vers 1820 dans les travaux de Gergonne et Poncelet en géométrie
projective(®). Elle est aujourd’hui omniprésente en mathématiques et dans les sciences en générale, en par-
ticulier en physique. Elle exprime I'idée que certains objets mathématiques admettent des objets "duaux”,
sortes d’images miroir dont les propriétés se déduisent de celles des objets initiaux. Ceci présente un intéret
certain pour le mathématicien : on peut produire de nouveaux théoremes & partir d’anciens simplement en
“passant au dual”; mais aussi pour I’étudiant en mathématiques : il suffit de retenir la moitié des énoncés
puisque la deuxieme moitié se déduit de la premiere par dualité!

Dans ce chapitre, nous avons illustré plusieurs aspects de la dualité dans les espaces vectoriels, par-
fois appelée ”dualité linéaire”. Représentons dans un tableau les objets, propriétés et notions dont nous
avons identifié les duaux dans ce chapitre. Le lecteur pourra compléter au fur et & mesure que sa culture
mathématique s’enrichira.

Espace vectoriel V' Espace dual V*
Vecteur Forme linéaire

Base # Base duale #*
Matrice A Matrice transposée t A

Colonnes d’une matrice | Lignes d’une matrice
Opérations sur les lignes | Opérations sur les colonnes
Base d’un sous-espace Equations d’un sous-espace
Sous-espace vectoriel E | Orthogonal E+

Somme de sous-espaces | intersection de sous-espaces

(2)Ceux-ci ont par exemple remarqué I’analogie qu’il y a entre les propriétés des points alignés dans le plan et celles des
droites concourrantes. Les propriétés des droites concourantes sont “duales” de celles des points alignés.
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1.5. Appendice (}) : Transposée d’une application linéaire

Soit A = (ai;) € My, n(k) et soit u 'endomorphisme k™ — k™ associé a A. Notant # = (ey,...,en)
(resp. € = (f1,..., fm)) la base canonique de k™ (resp. k™) et B* = (e}, ...,e}) (resp. €* = (f7,..., [))

la base duale, u est défini par u(e;) = >, a;;f; pour j =1,...,n, donc aussi par :
fi*(u(ej)):aij Vj=1,...,n, Vi:1,...7m.
Donc, pour ¢ =1,...,m, la forme linéaire f ou : k"™ — k s’écrit :
n
(1) frou="Y aie;.
j=1

Considérons alors Papplication 6 : (k"™)* — (k™)* qui & toute forme linéaire ¢ : k™ — k associe la forme
linéaire ¢ ou : k™ — k. Alors 0 est linéaire, car

Ot-o+v)=0t-0+Y)ou=t-dpout+pou=t-0(¢)+06(¢),
et () montre que 0(f) = Z?:l aijej, d’ott: Matg- - (0) =" A. Ceci conduit & la définition et au théoréme

suivants.

Définition 1.5.1 (Transposée d’une application linéaire). — Soient F, F' deux k-espaces vectoriels
et u : E — F une application linéaire. On appelle transposée de u et I'on note ‘u l'application linéaire
F* — E* définie par ‘u(¢) = ¢ o u, pour tout ¢ € F*. On peut visualiser ceci par le diagramme :

E—=F

N
N
¢
fu(g)=¢ou \\ l
k.

Remarquons que si v est une application linéaire F' — G, alors ’t(v ou) =tuoty. ‘ En effet, pour tout
¥ € G* on a

fvou)() =vovou="uov)="u"v(¥)) = ("uo'v)(®).

Lemme 1.5.2. — Soit u : E — F une application linéaire. Alors Ker(‘u) = Im(u)t = {¢p € F* |
¢(u(E)) = 0}.

Démonstration. On a Ker(‘u) = {¢p € F* | pou=0} = {¢ € F* | ¢(u(E)) =0} = Im(u)*.
Théoréme 1.5.3. — Soient E, F deuz k-espaces vectoriels de dimension finie, u : E — F une application
linéaire, B (resp. €) une base de E (resp. de F') et A = Maty z(u).

(i) On a Matg« @+ (‘u) = A.

(ii) On a : rang(‘u) = rang(u)* et rang(A) = rang(*A). Par conséquent, rang(A) est aussi le nombre
mazimum de lignes de A linéairement indépendantes.

Démonstration. On a déja vu le point (i) au début de ce paragraphe. D’apres le lemme, on a Ker(‘u) =
dim Im(u)* donc, d’apres le théoréeme du rang, appliqué & ‘u, et la proposition 1.3.4, on a

n —rg(‘u) = dimKer(*u) = dim Im(u)* = n — rg(u),

d’ott rg(*u) = rg(u). Le point (ii) en découle.

1.6. Appendice (1) : Bidual

Soient V' un k-espace vectoriel et V* son dual. Puisque V* est un k-espace vectoriel, on peut aussi
former son dual (V*)*  qu’on note V** et qu’on appelle le bidual de V. Remarquons que tout vecteur
v € V définit une forme linéaire &, sur V*, I'application « d’évaluation en v » :

€v: V¥ — k, e fl).

Onabiene,(t-f+ f)= - f+f)v) =t f(v)+ f'(v) =t -e,(f) +eu(f'), donc &, est un élément du
bidual V**.
De plus, 'application v — ¢, est linéaire. En effet, pour tout f € V*, on a

twro (f) = f(E-v+0) =t f(0) + (V') =t eu(f) + v (f),
ce qui montre que &4, = t- &, +&,r. On obtient donc une application linéaire « canonique » (c.-a-d., qui
ne dépend d’aucun choix) :
eV = V*, V> Ey.
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Proposition 1.6.1. — Supposons V de dimension finie n. Alors l'application canonique € : V. — V** est
un isomorphisme, donc permet d’identifier canoniquement V' a son bidual V**.

Démonstration. D’abord, on a dimg(V**) = dimg(V*) = dimg (V). D’autre part, soit v; € V non nul,
on peut compléter la famille libre {v1} en une base (v1,...,v,) de V, et si v} est la forme linéaire définie
par vi(vy) = 1 et vj(v;) = 0 pour i = 2,...,n, alors ,, (vf) = 1, donc €,, # 0. Ceci montre que € est
injective ; comme dimy(V**) = dimy (V') alors € est un isomorphisme.

Remarque 1.6.1.1. — Attention! Si V' n’est pas de dimension finie, on peut montrer que ¢ : V. — V**

est injective mais pas surjective. (C’est facile dés qu’on dispose de I'existence de bases de V et de V*). (On
peut méme montrer (mais c’est plus difficile) qu’il n’existe aucun isomorphisme de V' sur V**.)

Remargque 1.6.2. — Soient V un k-espace vectoriel de dimension n. L’isomorphisme ¢ : V — V**
permet, d’une part, de démontrer le point (2) de la proposition 1.1.4 comme suit. Soit A = (f1,..., fn)
une base de V*, et soit A* = (ff,..., f}) la base duale de V**. Via I'isomorphisme € : V. —5 V** A* est

I'image d’une base # = (ey,...,e,) de V; alors, pour tous 4, j, on a :
1 1sii=j,
0 sinon,

filej) = ee; (fi) = f7(fi) = {

et donc A = (f1,..., fn) est la base duale de Z = (eq,...,e,).
D’autre part, soient F' un sous-espace vectoriel de V*, et FX son orthogonal dans V**. Alors, via
l'isomorphisme € : V —5 V**, F+ s’identifie &
{zeVI|VfeF, 0=c(f)=f(2)}=F"°
(cf. la remarque 1.3.6).



CHAPITRE 2

GEOMETRIE AFFINE DANS R”

Résumé : Dans ce chapitre, on quitte partiellement le monde “linéaire” pour faire une incursion dans
son proche cousin, le monde “affine”. Il s’agit ni plus ni moins d’un retour provisoire a la géométrie classique,
celle a laquelle nous avons été familiarisés au lycée, college et méme avant. Lorsque R™ est vu comme un
espace vectoriel, ’origine joue un role particulier, c’est le vecteur nul. Dans ce chapitre, c¢’est un point qui
ne présente pas plus d’intérét qu’un autre, et on voit donc apparaitre des droites et des plans ne passant
pas par origine, des applications qui n’envoient pas 'origine sur l'origine... On introduit les notions de
repere, d’application affine, de barycentres, et enfin de sous-espace affine.

Il existe une notion d’espace affine abstrait qui explicite les concepts apparaissant dans ce chapitre, mais
elle ne sera pas vue cette année.

Notation : Etant donnés deux points a,b € R™, on note (% le vecteur b — a € R™.
On a alors I'identité fondamentale suivante (appelée relation de Chasles) :

ab=at+ b

pour tous points a,b,c € R™.

2.1. Repeéres et coordonnées cartésiennes

Définition 2.1.1 (Repéres cartésiens de R"). — Un repére (cartésien) #Z de R™ est un couple
(O,%), ou O est un point de R™ et & = (ey,...,e,) est une base de R™ (vu comme espace vecto-
riel) ; on dira aussi que le (n+ 1)-uplet (O, e1,...,e,) est un repere de R”. Dans ce cas, pour tout point
de R™, il existe un unique n-uplet (z1,...,2,) € R™ tel que

—
Oz =x1e1 + - + They,

ce qui s’écrit aussi x = O+ x1e1 + -+ xpen, et Pon dit que (z1,. .., 2,) sont les coordonnées de P dans
le repere Z.

Exzemple 2.1.2. — Soit B = (ey,...,e,) la base canonique de l’espace vectoriel

R" ={(z1,...,z,) | Vi=1,...,n, z; €R}.

Notons O = (0,...,0) Vorigine. Alors pour tout point z = (x1,...,2,) de R™, ses coordonnées dans
le repere Z = (0,%) sont (x1,...,2,). Si on fixe un point arbitraire A = (aq,...,a,) de R™ et qu’on
considere le repere Z’ = (A, A), alors les coordonnées (2], ..., z),) de x dans %’ sont données par 1'égalité

Az = zhey + -+ xl e, et comme Az =x — A=>"" (z; — a;)e;, on obtient x} = z; — a; pour tout i.
Ce qui précede est un cas particulier du théoréme suivant :

Théoréme 2.1.3 (Changement de repére). — Soient = (e1,...,e,) et € = (f1,..., fn) deuz bases
de R", soit P = Matg(%) la matrice de passage, et soient O,0" € R™. Posons OO’ = tie1 + -+ + tpey.

(O version du 08/09/2016
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Pour x € R™ arbitraire, notons (1, ...,x,) (resp. (x4,...,x})) ses coordonnées dans le repére Z = (O, B)
(resp. #' = (0',€)). Alors on a
X l'/l tl iL’ll Xr1 — tl
=P |+ ], et donc = p1
ZTn x), tn x, Ty — tn

De facon abrégée, si l'on note X, X' et T les vecteurs colonnes ci-dessus, on a

X =PX'+T (X' =P (X -T)]

Démonstration. — Soient X, X’ comme ci-dessus et rﬁons Y le vecteur colonne PX’. Alors, d’apres la

formule de changement de base appliquée au vecteur O’z, on a :

pavas / /
OI:iﬁflJF"'JFInfn:ylel+"‘+yn€n,

s .
et comme Oz = OO’ 4+ O’z on obtient

i=1

et 'on a donc aussi X' = P~1(X — T), ce que I'on peut aussi retrouver en écrivant que
n n
—_— =
ngfi =0z =0x—-00"= Z(SEZ —ti)e;
i=1 =1

dott X’ = P~L(X - T). O

2.2. Applications affines

Définition et proposition 2.2.1 (Applications affines). — Une application f : R™ — R" est une
application affine s’il existe un point b € R™ et une application linéaire u : R™ — R"™ tels que :

f(@) =u(x) + b, pour tout x dans R™.

L’application linéaire u est unique. On la note u = ? et on l'appelle partie linéaire de f. Elle vérifie :

Yoy €R™, f@)fW) = T@)| et |VoveR™  flato)=f@)+ 1 ).

Démonstration. — Supposons que I'on puisse écrire de deux manieres Vo € R™, f(z) = u(x)+b = u'(x)+V,
avec b, b’ € R™ et u,u’ linéaires. Alors, comme u(0) = «/(0) =0, on a b =¥ et donc u = u'.
Soient maintenant x,y € R". Alors, avec les notations ci-dessus :

F@FW) = fy) - f@) = Fw)+b— F@)—b= Fly—2) = @),

ou pour la troisieme égalité, on a utilisé la linéarité de ?
Soient maintenant x,v € R™, et posons y = z + v. Alors, d’apres 'identité précédente,

1) = )+ T (@),
et donc f(x—I—v):f(x)—&—?(v). O
Proposition 2.2.2 (Ecriture d’une application affine dans des repéres cartésiens)
Soient f : R™ — R™ une application affine, Z = (O, B) et #' = (O',B’) des repéres de R™ et R™,
A= Mat(@/7@(?) € My m(R) et (by,...,b),) les coordonnées de f(O) dans %'.

Alors, pour tout x € R™, de coordonnées (x1,...,%m) dans %, les coordonnées (y1,...,yn) de f(x)
dans X' sont données par :

Y1 L1 by
=A o
Yn Tm, b,
1 bll _ T
Démonstration. — En effet, on a : = f(O)f(as) = 7(OI) =Al | O

/
Yn — bn Tm
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Définition 2.2.3 (Translations). — Pour tout u € R™, on appelle translation de vecteur u appli-
cation t, : R™ — R", qui a tout x € R™ associe le point x + u. C’est une application affine, dont la partie
linéaire est idgx.

Lemme 2.2.4. — Pour tout u,v € R", on a |t, ot, =tyyy | Donc l'ensemble des translations est un

groupe commutatif; en particulier, toute translation t, est bijective, d’inverse t_,,.

Démonstration. — Pour tout € R, on a (¢, oty)(x) = ty(x +v) =  + v + u = ty4(x). Ceci prouve la
premiere assertion, et la seconde en découle facilement. O
Proposition 2.2.5 (Composée d’applications affines). — Soient R™ LR & R? deus applications

affines, alors la composée go f: R™ — RP est affine, et sa partie linéaire est | (g o f) =7o ?
Démonstration. — Par définition, il existe b € R™ et ' € RP, tels que pour tout z € R™ et tout y € R™,

J@)=TF@+b et gly)=Fy)+V.

On en déduit, en utilisant la linéarité de ¢ :

gof@) =FU@)+¥ =F(F @ +b)+¥ =F(F @)+ T +¥ =G o f (@) +4g0),

pour tout x € R™. Ceci termine la démonstration. O
Remarque 2.2.6. — Une application linéaire de R™ est affine. Réciproquement, une application affine de
R™ qui fixe le point 0 est linéaire. En effet, si 'on écrit f = f +b pour un certain b € R™, alors en évaluant

au point 0 on obtient 0 = £(0) = £ (0) + b, donc b= 0 et enfin f = J.

Théoréme et définition 2.2.7 (Transformations affines et groupe GA(R"™))

(1) On note TAff(R™) I’ensemble des transformations affines de R™, i.e. applications affines R™ — R™ ;
il est stable par composition, c.-a-d., si f,g € TAHH(R™) alors go f € TAff(R™).

(2) Pour tout O € R™, tout f € TAI(R™) s’écrit de maniére unique comme la composée d’une transla-
tion et d’une application affine qui fize O.

(3) Soit f € TAHH(R™), alors| f bijective < 7 bijective.

(4) On note GA(R™) = {f € TAH(R™) | f bijective} ; c’est un groupe, et lapplication GA(R™) —
GL(R™), f+— f est un morphisme de groupes.

(5) Pour tout f € TAF(R™) et W € R, ona fot, = 2 () © f; en particulier si f € GA(R™) alors
Jotuo [™h =13,

Démonstration. — (1) découle de 2.2.5. Prouvons (2). Soient O € R™ et f € TAff(R"), posons u = Of(O;
et g=t_, 0 f € TAff(R™). Alors g est affine fixe O puisque :

9(0) =t_(f(0)) = f(O) + Of(0) = O.
Cela prouve (2). L’application affine ¢ = tp ogot_o a la méme partie linéaire que g donc que f. De plus,
¢ fixe 0 et est donc linéaire d’apres 2.2.6. On en déduit que ¢ = 7 Comme les translations sont bijectives
et f=tyotpo fot_p,ona:
f bijective <= 7 bijective,
ce qui prouve (3).

Prouvons (4). On sait déja que GA(R™) est stable par composition. Montrons que si f € GA(R"), alors
1 est aussi affine. On aura alors montré que GA(R™) est un groupe. Soit f € GA(R™), alors, il existe
b € R™ tel que f = ? + b et on peut donc écrire f = t, o f. L'inverse de f s’écrit alors ( f )~ ot_y.
Il s’agit de la composée de deux applications affines, donc d’une application affine. Le reste du point (4)
découle alors de 2.2.5.

Prouvons (5). Pour tout z € R™, on a

(fotu)@) = fla+u) = f(e) + f(u) = (t5 0y © (@)
ce qui prouve le premier point de (5), et le second en découle. O

Remarque 2.2.8. — Soit f : R™ — R"™ une application affine bijective. Alors ? : R™ — R” est une
application linéaire bijective, donc n = m.
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2.3. Barycentres

Définition 2.3.1 (Barycentres). — Soient 1,...,x, € R"etty,...,t; desréelstelsque |ty + -+t = 11|

Le point

(**) ’G:tlxl—i—-n—i—thk.

est appelé barycentre des points pondérés (z;,t;) (i.e. chaque point x; est affecté du « poids » t;)
Lorsque t; = -+- = tg, dou t; = --- =t = 1/k, on dit que G est le centre de gravité ou isobary-

centre des points x1, ..., Tg.

Définition 2.3.2 (Segments). — Soient a,b € R™, on définit le segment [a,b] comme ’ensemble des

points qui sont « entre » a et b, i.e. 'ensemble des points x de la forme
%
x:a+tc%:b+(1—t)ba:(1—t)a+tb, avec t € [0, 1],

c’est donc aussi I'ensemble des barycentres de points pondérés (a, (1 — t)) et (b,t), avec ¢ € [0,1]. En
particulier, le centre de gravité de a,b (qui correspond & ¢ = 1/2) est le milieu du segment [a, b].

Proposition 2.3.3 (Associativité des barycentres). — Soient ai,...,ar € R", t1,...,tx € R tels
quety + -+t =1, et G le barycentre des points pondérés (ai,t1), ..., (ak,tx).

(1) On suppose que p =11 + -+ tx—1 = 1 — tg est non nul. Soit H le barycentre des points pondérés
(a1, t1/1), « oy (ag—1,tk—1/1), alors ’ G est le barycentre de (H, ) et de (ak,tk).‘

(2) En particulier, sity = --- =ty = 1/k, soit G (resp. H) le centre de gravité G de aq,...,ay (resp.

de ay,...,ai—1), alors G est le barycentre de (H,(k —1)/k) et de (ax, 1/k).

1 —
Démonstration. — Le point H est défini par H = — Zf:f t;a; et le barycentre G’ de (H, ) et de (ag, tx)
"

est défini par
k—1
G = wH + trpar = Ztiai + trar = G.
i=1

O

Ezemple 2.3.4 (Centre de gravité d’un triangle). — Dans le plan affine R?, soient A, B,C trois
points non alignés, soit G le centre de gravité des points A, B,C, et soit O € R? arbitraire. Notons I
le milieu du segment [BC], alors la droite (AI) s’appelle la médiane du triangle issue de A. Appliquons
la proposition précédente & a; = B, as = C, a3 = A, alorson a p=2/3 et t;/u =1/2 pour i = 1,2, donc
H=1TIetlona:

2 1
G=-I+-A.
3 + 3
Et donc GA = —2GI, ce qui montre que G est situé sur le segment [AI], aux deux-tiers du segment en

partant du sommet A. On a le méme résultat si Pon introduit les milieux J et K de [BC] et [C'A], donc
on obtient le résultat suivant : « les médianes d’un triangle se coupent auzx deuz-tiers de leur longueur (en
partant des sommets), et leur point d’intersection est le centre de gravité du triangle ».

Théoréme 2.3.5 (Applications affines et barycentres). — Soit f : R™ — R"™ une application af-
fine. Alors f préserve les barycentres : si G € R™ est le barycentre des points (a;,t;) alors f(G) € R™
est le barycentre des points (f(a;),t;).

Démonstration. — Pour tout € R™ notons ' = f(z). Fixons O € R™. Par définition, ona G = Zle t;a;,
—
et donc O@ = Zf:l t;Oa;. D’on, puisque 7 est linéaire :

o'a

79

k k
O'G =7 (3 t:0a) =Y 7 Oai) = Yt

=1

et done G’ = Zle t;a;. Ceci montre que G’ est le barycentre des points (a, t;). O
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2.4. Sous-espaces affines

Définition 2.4.1 (Sous-espaces affines). — Une partie .# C R”™ est un sous-espace affine (en
abrégé sea) de R™ ¢’il existe un point o € R™ et un sous-espace vectoriel F' de R™ tel que l'on ait

F=x9g+F={axg+v|veF}.

La proposition suivante affirme que ’espace vectoriel F' ci-dessus est unique. On I'appelle la direction
de .%. On définit la dimension de .% comme la dimension de sa direction F'. Le point 2y n’est en revanche
pas du tout unique, il peut étre remplacé par n’importe quel autre point de .%.

Proposition 2.4.2. — Soit F un sous-espace affine de R™. Le sous-espace vectoriel F' de la définition
2.4.1 est déterminé par expression :

F={abla,be F)}.
De plus pour tout élément x € F, on a F =x+ F.

Démonstration. — Par hypothese, # = xg + F donc pour tout v € F, le point z = xg + v est dans
Z. On en déduit que v = x — g € {abla,b € F}. Nous avons prouvé l'inclusion F C {% la,b € F}.
Réciproquement, soient a,b € % . Alors, il existe u,v € F tels que a = zg + u et b = xg + v. Mais alors,
ab=x0+v— (x9g+u) =v—u € F, puisque F est un sous-espace vectoriel. Nous avons prouvé I'inclusion
réciproque {ab|a,b € F} C F.

Fixons x € %#. Alors x = xg + vg pour un certain vecteur vg. Montrons que x + F = xo + F. Soit v € F.
Alors,  +v = 29+ (vg+v). Or vg+v € F donc x4+ v € zg+ F, et nous avons prouvé x + F C xo + F. De
maniere similaire, zg+v = x+(—vo+v) € x+F, ce qui prouve z+F C 29+ F, et donc a+F =29+ F. O

Proposition 2.4.8. — Une partie non vide F de R™ est un sous-espace affine si et seulement si elle est
stable par barycentre, autrement dit le barycentre de tout ensemble de points pondérés (xo,to),...,(xk, tx)
de F appartient aussi a .F .

Démonstration. — On suppose que # est un sous-espace affine de direction F'. Soient x, ...,z des points
de Z, et tg,...,tr € R vérifiant tg + --- + t;, = 1. D’apres la proposition 2.4.2, chaque z;, i = 1,...,k,
peut s’écrire x; = xg + v; avec v; € F. Le barycentre G = tgxg + t1x1 + - - - + txxy s’écrit alors
G = (t0+t1+"'+tk)$o+t1v1+"'+tkvk =x9+tiv1 + -+ tpvg.
Comme t1v1 + - -+ + tgv, appartient a F, on en déduit que G appartient a .%, ce qui prouve la premiere
implication.
Réciproquement, supposons que .# soit stable par barycentre. On fixe xg € .% et on note
F={x—xo|xe F}
On vérifie facilement que % = zo + F et il ne nous reste donc plus qu’a montrer que F' est un sous-espace
vectoriel de R™. Soit u € F' et t € R. Alors, xg et xg + u appartiennent & .% donc le barycentre des points
pondérés (xg,1 —t) et (zg + u,t), c’est & dire le point z¢ + tu appartient & %. D’out tu € F. Nous avons
montré que F est stable par multiplication par un scalaire. Soient u,v € F. Alors, g + u et xg + v sont
des points de F' donc leur isobarycentre également :
L(zo+u) + 2(zo +v) =20 + S(u+0) €.Z.
On en déduit que %(u +v) € F et donc u+ v € F. Nous avons montré que F est stable par addition. [

Remarque 2.4.4 (Sea de direction F passant par un point A). — Soit F' un sev de R™. Pour tout
a € R", il existe un unique sea de direction F' passant par a, c’est :

F =a+ F.

Exemples 2.4.5. — (1) Pour tout = € R™, le singleton {x} est un sea de R de dimension 0, et récipro-
quement.

(2) Soit Z un sea de R™ de dimension 1, et soit D = R - u sa direction (une droite vectorielle dans R™).
Pour tout a fixé dans Z, on a :

P=a+Ru={a+tu|teR}={(1-t)a+tb|teR}
ou 'on a posé b = a + u. Réciproquement, pour tout a # b dans R", I’ensemble des barycentres :
{(I=t)a+tb|teR}

est un sea de R" de direction R%, qu’on appelle la « droite affine » (ab).
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Proposition 2.4.6 (Sous-espaces affines définis par des équations)
Soient f1,..., fp € (R™)* des formes linéaires sur R™ et c1,...,c, € R. On pose

F={zeR"| filr)=c¢, VYi=1,...,p}.

Alors, si F # &, c’est un sea de R™, de direction [’espace vectoriel

P
F={ueR"| fi(u) =0, Vi=1,...,p}=[)Ker(f).

i=1
Démonstration. — Supposons % # & et soit xg € F. Alors un point arbitraire x € R™ appartient & .# si
et seulement si on a :

Vi=1,...,p, fi(x) = ¢; = fi(wo)
ce qui équivaut a :
Vi=1,...,p, filx —29) =0

ou encore & : ¥ — xg € F = (}_, Ker(f;) et enfin & z € 9 + F. Ceci montre que .7, s’il est non-vide, est
un sea de direction F'. O

Exemples 2.4.7. — Remarquons, que la proposition précédente peut étre interprétée en termes de sys-
temes linéaires. En effet, en notant = (z1,...,2,) € R™ alors toute forme linéaire sur R™ est de la forme
T a1x1 + -+ + apx, et donc se donner des équations f;(x) = ¢; pour i = 1,...,p équivaut a se donner
un systeme :

anxy+---+apTn = €

ap1T1 + -+ AppTn = Cp
et la proposition précédente signifie la chose suivante : si I’ensemble .# des solutions de ce systéme
est non-vide, alors c’est un sea de R"™ de direction le sev F' formé des solutions du systéme
homogeéne :

anzry+--+apr, = 0

ap1x1 + -+ apnt, = 0.

Tllustrons ceci par les deux exemples suivants :

(1) F = {(z1,22,23) €ER? | 11 + 290 + 23 =1, 21 + 229 = 2} # & (il contient, par exemple, le point
(0,1,0)), c’est un sea de R? de direction la droite vectorielle

F = {(1‘1,.1’2,.’1?3) e R? | T1+axs+23=0=121 +21}2}.
(2) Par contre,
F ={(x1,22) ER?* |21 + 20 =1, 21 + 225 =3}

est vide!

De maniere similaire & ce que nous avons vu dans le chapitre sur la dualité, tout sous-espace affine %
de dimension r dans R™ peut étre défini par exactement n — r équations :

Proposition 2.4.8. — Soit % un sea de R™ de direction F, dim F' = r. Alors il existe n — r formes

linéaires fri1,... fn sur R™, linéairement indépendantes, et des réels ¢y 41,...,cn € R tels que :
F={zeR"| filx)=c¢, Yi=r+1,...,n}

Démonstration. — D’apres la proposition 1.3.4, il existe des formes linéaires f, 41, ..., fn sur R™, linéaire-

ment indépendantes, telles que F = {z € R" | f;(z) =0, Vi=r+1,...,n}. Soient o € .F et ¢; = f;(xo)

pour i =7+ 1,...,n. Alors un point z € R™ appartient a % si et seulement si x — xg € F, c’est a dire si

et seulement si f;(x — xo) = 0 pour tout ¢ =+ 1,...,n, et donc si et seulement si f;(x) = ¢; pour tout
i=r+1,...,n. O

Définition et proposition 2.4.9 (Sous-espace affine engendré par une partie non-vide)
Soit X une partie non vide de R™. Alors l’ensemble F de tous les barycentres
G:t0a0+~--+tpap, ot ag,...,ap €X, to,...,tp ER, to+---+t, =1

est un sous-espace affine de R™, et c’est le plus petit sea de R" contenant X. On [’appelle le sea
engendré par X et on le note Aff(X). De plus, pour tout choix d’un point ag € X, on a :

Aff(X) = {ao + Maoai + - -+ Apaoay | a1, ...,ap € X, M,..., N €R}
— a + Vect{aoh | b € X}
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Démonstration. — On définit & par :
F ={G=toap+---+tpap | ao,...,ap € X, to,...,tp €R, to+---+t, =1},

cette définition ne dépend d’aucun choix et tous les points de X y jouent le méme role. On pourrait montrer
directement, avec cette définition, que # est stable par barycentre, mais il est plus commode de procéder
comme suit. Fixons un point ag € X, alors, comme dans la démonstration de la proposition 2.4.3, on voit
que

Aff<X> :{ao—i—)\laoal—l—---—i—)\paoap|a1,...,ap€X, Al,...,APGR}
= ay +Vect{c@|b€X}.

Ceci montre que % est un sea de direction F' = Vect{cm | b € X} (qui ne dépend pas du choix de ayg,
cf. 2.4.2). De plus, F contient X, et si &’ est un sea contenant X, alors sa direction F” contient tous les

vecteurs cgl)), pour b € %, donc F’ contient F', et .%’ = ag+ F’ contient .%. Ceci montre que .Z est le plus

petit sea de R™ contenant X, ce qui justifie la notation Aff(X). O
Corollaire 2.4.10 (Sea engendré par des points ao,...,a,). — Le sous-espace affine engendré par
des points ag,...,a, € R est

Aff(ao,...,ap> :{G:t0a0+'-'+tpap|t0,...,tp€R, to—l—"'—i-tp:l}
= ag + Vect{apai,...,apap}

sa dimension est celle de Uespace vectoriel F' = Vect{agpai,...,apa,} ; en particulier, dim Aff(ao, ..., ap) =
p st et seulement si les vecteurs apad, . ..,apa, sont linéairement indépendants.

Remarque 2.4.11. — Dans le corollaire précédent, on a choisi le point ay comme « origine », mais bien stur
le méme résultat est valable pour tout point a;, i.e. on a aussi F' = Vect{a;aj | j # i} et Aff(ao,...,ap) =
a; + F.

Définition 2.4.12 (Points affinement indépendants ou liés). — Soit p € N*. On dit que (p + 1)
points ag, . .., a, € R” sont affinement indépendants si le sea de R™ qu’ils engendrent (i.e. le plus petit
sea de R™ qui les contient) est de dimension p, c.-a-d., si les vecteurs m, . ,cﬁap sont linéairement
indépendants (ceci équivaut a dire que, pour i fixé, les p vecteurs CTQ;7 pour j # i, sont linéairement
indépendants). Dans le cas contraire, on dit que ao, ..., a, € R™ sont affinement liés.

Si p = 2, les trois points ag, aj, as sont affinement liés si et seulement si ils sont alignés. Donc ag, a1, as
sont affinement indépendants si et seulement s’ils sont non alignés.

On dit que des points ay, . .. ,a, € R™ sont coplanaires s’ils sont contenus dans un sea &7 de dimension 2
(un plan affine), i.e. si dim Aff(ao, . .., a,) < 2. Donc quatre points ag, . . ., ag sont affinement indépendants
si et seulement s’ils sont non coplanaires.

Définition 2.4.13 (Retour sur les repéres). — Se donner un repére Z = (ag, #B) de R™ (ot B est
une base de R™) équivaut & se donner un (n+1)-uplet de points ag, a1, . . ., a, affinement indépendants :
dans ce cas les n vecteurs agafi, ..., aga, sont linéairement indépendants donc forment une base %4 de R",
et la donnée de (ag, ) équivaut bien sir a celle du (n + 1)-uplet (ag, a1, .. .,ay). On dira aussi qu’un tel
(n + 1)-uplet de points affinement indépendants forme un repére de R™.

Attention, cette fois I'ordre des points est important : ag est 'origine et la base & = (cTal)7 . ,m)
est ordonnée, i.e. les coordonnées (z1,...,x,) dans ce repére correspondent au point

n
ag + x1a9ai + - - -+ xpaay = (1 — in)ao +x1a1 + -+ xpan.
i=1

Définitions 2.4.14 (Sea paralléles). — Soient %, %5 deux sea de R", de directions respectives F et
.

(1) On dit que F#; est faiblement paralléle & o sil’on a Fy C Fy. Dans ce cas, si ag € 1 N Fa, alors
F1=ao+ F1 Cag+ Fy = %, donc on a 'alternative suivante : ou bien

F1 C Sy ou bien F1NFy=0.

(2) On dit que #; et %, sont paralléles si 'on a F; = F5. Dans ce cas, on a l'alternative suivante : ou
bien %7 = %5 ou bien % N %y = @.



40 CHAPITRE 2. GEOMETRIE AFFINE DANS R"

Remarque 2.4.14.1. — Attention, deux sea %1, %, qui vérifient %, N %, = & ne sont pas nécessai-
rement paralleles ! Par exemple, dans R? les droites affines 2, et 2, d’équations respectives x =y = 0 et
x —1=0 =z vérifient 21 N P, = & mais ne sont pas paralleles : la direction Dy de %, (resp. Dy de %s)
est la droite vectorielle d’équation z = 0 =y (resp. z = 0 = 2) et l'on a D # Ds.

Proposition 2.4.15 (Sea engendré par deux sea # et F'). — Soient F, F' deux sous-espaces af-
fines de directions respectives F et F', p € .F etp' € F'.

H
(1) Le sous-espace vectoriel V. =F + F' 4+ Rpp' est indépendant du choiz de p € F et p' € F'.
(2) OnaV=F+F < FnNF +0.
(3) Le sous-espace affine engendré par F U F' estp+V =p' +V, on le notera F + F'. (V)
(4) Par conséquent,

dim(F + F) si FNF 0,

dim(Z + F') =
im( ) {dim(F+F’)+1 si FNF =0.

eF’
X

- N = — —
Démonstration. — (1)Siqe Fetq € F  alorsqq = qp +pp' +p'q et donc F+F'+q¢ = F+F'+pp'.
Prouvons (2). L’implication < est évidente_,>car sig € FNZF, on peut prendre p = ¢ = p/, dol

cF

V = F + F'. Réciproquement, supposons que pp’ = u + ' avec u € F et v’ € F'. Alors le point ¢ =p+u
appartient & .%, et l'on a aussi

p—’(;:@—]g:u—(u—i—u’):—u’eF’
donc g € F' N #. Ceci prouve (2).

Prouvons (3). Par définition, Aff(# U.Z') = p+ W, ou W est le sous-espace vectoriel engendré par les
vecgurs pa et 1% = ]? + p'b, ot a (resp. b) parcourt % (resp. .#’'). Donc W est le sev engendré par F, F’
et pp’,ie. W = V._()Jeci prouve (3). Enfin, (4) découle de (2), car dimV < dim(F + F’) + 1, avec égalité
si et seulement si pp’ ¢ F + F'. O

Remarque 2.4.16. — Dans la proposition précédente, si dim.# = d, dim %’ =r et si (p,ay,...,aq) et
(p',b1,...,b.) sont des reperes de .# et .F', alors F + %' = Aff(p,a1,...,aq4,p',b1,...,b.).

Proposition 2.4.17 (Intersection de deux sea .7 et #'). — Soient &, .7’ deux sous-espaces affines
de directions respectives F' et F'. St F N.F' est non vide, c’est un sea de direction F N F’.

Démonstration. — Supposons que a € % N .%’. Alors un point arbitraire p € R™ appartient & % N %’ si
et seulement si ap appartient & F et & F', i.e. & F'N F’. Ceci montre que .Z N.Z’ est un sea de direction

FNF. O
Proposition 2.4.18 (Applications affines et sous-espaces). — Soit f : R™ — R™ une application
affine, notons ¢ = f sa partie linéaire.

(1) Soit F un sea de R™ de direction F, alors f(F) est un sea de R™; plus précisément, si p € F
alors f(F) = f(p) + ¢(F).

(2) Soit F' un sea de R™ de direction F'. On a f~1(F') = @ si f(R™)N.F' = @, sinon f~1(F') est
un sea de R™ de direction ¢~—1(F') ; plus précisément, si p € R™ est tel que f(p) € F' alors

FTHUF) ={a=p+ueR"| f(q) = f(p) + d(u) € F'}
—{g=p+ucR™ | f(p)f(q) = o) € F'} = p+ ¢~ (F).

Démonstration. — Laissée au lecteur comme exercice. O

2.5. Projections, symétries, points fixes

Proposition 2.5.1. — Soient (F,F), (#',F') deux sous-espaces affines tels que F + F' = R™. Alors
F N.F' est non vide et est un sous-espace affine de direction F N F’.

Démonstration. — Ceci résulte des g}opositions 2.4.15 et 2.4.17. En effet, soient p € .Z et p’ € .#'. Comme

F + F' = E, on a nécessairement pp’ € F + F’ donc, d’apres la proposition 2.4.15, on a .F N.F' # &.
Donc, d’apres la proposition 2.4.17, .% N .%’ est un sea de direction F' N F”. O

(1) Attention, cette notation n’est peut-étre pas standard, peut-étre les puristes s’en tiennent-ils & la notation A(FUFy. ..
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Corollaire 2.5.2 (Sous-espaces supplémentaires). — Si R” = F & F’, i.e. si F et F' sont supplé-
mentaires, alors pour tous sea .F de direction F et F' de direction F', lintersection .F# N .F' est un
singleton {p}.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, # N .F’ est non vide et est un sea de direction

FNF' ={0}, donc c’est un singleton {p}. O

Définition 2.5.3. — Soient (%, F) et (F',F') deux sea tels que R = F & F’. D’aprés le corollaire
précédent, . N .7’ est un singleton {O} et, comme R" = F @ F’, on a :
— =
Ve e R, 3l(p,p)eF xF telque Ox=O0p+ Op.
On définit alors :

(1) la projection m = 74 g sur % parallélement a .#' par 7'1'(51,') D,

—
) la symétrie s = 57 7 par rapport 4 .Z parallelement & .Z' par s(x) = z + 27p = = — 20y,

ie. xs ;—2@—201)

(Falre un dessin dans le plan affine &2, pour deux droites sécantes .# et %', non nécessairement orthogo-
nales, par exemple .# d’équation y =1 et #' d’équation y —z=1)

Si de plus dim % = n — 1 (de sorte que dim #’ = 1, i.e. Z’ est une droite affine), on dit que Z est un
hyperplan affine de R" et que sz g est la reﬁex10n par rapport a I’hyperplan % parallelement
a la droite .7’

Définition 2.5.4 (Points fixes). — Si X est un ensemble et f une application X — X, on dit que
x € X est un point fixe de f si f(x) = . On notera Fix(f) ’ensemble des points fixes de f; il peut étre
vide.

Soit f : R™ — R™ une transformation affine. Si f posséde un point fixe O, on a vu que via 'application
R™ — R", z — Oz, f s’identifie a sa partie linéaire f. Donc, lorsque f posséde un point fixe, I’étude de
la transformation f se ramene a ’étude de I’endomorphisme f de E, et 'on peut appliquer les résultats
connus sur les endomorphismes. Ceci explique l'intérét d’étudier I’ensemble des points fixes de f. On a la
proposition suivante.

Proposition 2.5.5 (Points fixes de f). — Soient f : R™ — R"™ une application affine, et ? sa partie
linéaire.

(1) Si Fix(f) est non vide, c’est un sea de direction Fix(?) = Ker(? — idgn).

(2) Si Ker(? —idgn) = {0}, alors f a un point five unique I.
Démonstration. — (1) Si Fix(f) # @, soit I € Fix(f). Alors, pour un point arbitraire © € R on a :

) — — -
zeFix(f) e f(z) =2 < Iz =If(z) = f(I)f(z) = ?(Ix) — Iz e le(?).

Ceci montre qu’alors Fix(f) est un sea de direction Fix(?) = Ker(? —idgn).

(2) Supposons Ker(? — idg») = {0}. Pour tout point € R™, on a

(@) = £(0) + FO) F(z) = £(0) + F(02) = £(0) + F (x)

v = f(a) <= (f —idan)(@) = —£(0).

Or, par hypothese, 7 —idgn est injective, donc bijective puisque R™ est de dimension finie. Donc il existe

et donc on a :

un unique vecteur v € R™ tel que ( f — idgn)(u) = —f(0), et il existe donc un unique I € R™ tel que
(? —idg=)(I) = =Of(0O), i.e. I est Punique point fixe de f. La proposition est démontrée. O






CHAPITRE 3

APPLICATIONS MULTILINEAIRES, GROUPE SYMETRIQUE,
DETERMINANT

Résumé : On introduit les formes multilinéaires, puis on étudie le groupe symétrique, c’est a dire
I’ensemble des permutations de {1,...,n}. En particulier on définit la signature d’une permutation ce qui
nous permet d’étudier précisément les formes n-linéaires antisymétriques sur un espace de dimension n et
ainsi définir le déterminant d’une famille de vecteurs. On introduit ensuite le déterminant d’une matrice,
et démontrons ses propriétés. Enfin, nous terminons le chapitre en définissant pour un endomorphisme, le
déterminant, le polynome caractéristique, la trace, les valeurs et vecteurs propres.

3.1. Applications multilinéaires

Définition 3.1.1 (Espace des applications & valeurs dans un espace vectoriel)
Soient X un ensemble et F' un k-espace vectoriel, on note Applic(X, F') ’ensemble de toutes les appli-
cations X — F. Si f,g € Applic(X, F) et A € k, on définit 'application A - f 4+ g par
A-ftg)@)=A-f(z)+g(z)

pour tout « € X ; on vérifie facilement que ceci munit Applic(X, F') d’une structure de k-espace vectoriel.

Définition 3.1.2 (Applications et formes p-linéaires). — Soit p un entier > 2.

(1) Soient E,...,E, et F des k-espaces vectoriels ; une application

f:E1x---xE, - F

est dite p-linéaire ou multilinéaire (si p = 2, on dit bilinéaire) si elle est linéaire par rapport & chacune des
variables (les autres variables étant fixées), c.-a~d., si pour tout ¢ =1,...,p, on a :
(%) floy,.ootiwi o, xp) =t fler, oo, @iy e xp) + flon, .2, 1)
ol chaque z; est dans F; (et z; € E;), et t; € k. Onnotera Z(E1, ..., Ep; F) 'ensemble de ces applications,
et si tous les E; sont égaux & un méme espace E, on le notera simplement | £,(E, F).

Sif,g € Z(Er,....,E,; F) et A€k, on voit aisément que I'application A- f+¢: Ey X --- X E, - F
vérifie (%;) pour tout ¢; ceci montre que Z(E4,. .., E,; F) est un k-espace vectoriel (c’est un sous-espace
vectoriel de Applic(Eq x --- x E,, F)).

(2) Lorsque lespace d’arrivée F est le corps k, un élément de .Z,(E, k), i.e. une application p-linéaire
E x ---x E — k, s’appelle une forme p-linéaire sur E (et forme bilinéaire si p = 2).

—_——
p facteurs

Remarque 3.1.3. — 1l résulte de la définition que f(z1,...,x,) = 0 s'il existe un indice i tel que z; =0
(puisque f est linéaire par rapport a la i-éme variable).

Remarque 3.1.4. — Attention, si ’on considere, pour p > 2, I'espace vectoriel
Ey X"'XEp:El@"‘@Ep
une application multilinéaire £y x --- x E, — F n’est pas la méme chose quune application linéaire

E,®---®E, = F. Par exemple,sit € kon a:

tf(z1,...,zp) sl f est linéaire;

t? f(x1,...,2p) sif est multilinéaire;

[z, ... tap) = {

(O version du 12/06/2015
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d’autre part, prenant p = 2 pour simplifier, f(z1 + y1, 22 + y2) égale :

fler,z2) + fyi,y2) si f est linéaire;
f(x1,z2) + f(x1,y2) + f(y1,72) + f(y1,y2) si f est multilinéaire.

Exemple 3.1.5 (Produit scalaire sur R?). — Soit ¢ : R? x R* — R le produit scalaire « euclidien »
usuel :
L1 Y1
H(X,Y)=my1 + xay2 +w3y3 si X =|x2|, Y =|up
3 Y3

alors ¢ : R? x R? — R est une application bilinéaire, c.-a-d.,
O(X + XY +1Y") = ¢(X,Y) + s6(X",Y) + to(X,Y') + stp(X',Y").

Comme ¢ est & valeurs dans le corps des scalaires (ici R), on dit que ¢ est une forme bilinéaire sur R3. De
plus, on dit que ¢ est symétrique car

S(X,Y)=o(Y.X), VXY eR

Plus généralement, pour tout n > 1, le produit scalaire « euclidien » sur R™ défini par

L1 Y1
O(X,Y)=z1y1 + -+ TnUn si X=|:1], Y=
Ln Yn
est une forme bilinéaire symétrique sur R™.
Ezemple 3.1.6 (Produit vectoriel dans R?® « euclidien »). — Le produit vectoriel A : R3 x R? — R3
défini par
L2Y3 — T3Y2 T Y1
(%) XANY = | z3y1 — 21Y3 si X=|z2]|, Y=1|u
T1Y2 — T2Y1 3 Y3

est une application bilinéaire R3 x R3 — R3 alternée, c.-a-d., X A X = 0 pour tout X. Pour X,V € R?
arbitraires, ceci entraine : 0 = (X +Y)A (X +Y)=XAX+YAY +XAY +Y AX dou

XAY =-Y AKX, VX,Y e R®
donc le produit vectoriel est antisymétrique (ce qu’on voit aussi directement d’apres la définition (x)).

Exemple 3.1.7 (Couplage V* x V — k). — Soient V un k-espace vectoriel, V* lespace dual. Alors
Papplication V* x V = k, (f,v) — f(v) est bilinéaire.

3.2. Groupes symétriques : quelques propriétés

Définition 3.2.1 (Groupe symétrique S,). — Soit S, le groupe des permutations de {1,...,n},
i.e. des bijections de {1,...,n} sur lui-méme (), C’est un groupe pour la composition des applications,
et il est de cardinal n!, car une permutation o est déterminée par la donnée de o(1), pour lequel il y a n
choix, puis de ¢(2), pour lequel il reste n — 1 choix, etc.

Notation 3.2.2. — On représente en général un élément o de S,, par son écriture « a deux lignes » : sur la
premiére ligne, on écrit 1,2,3,...,n, dans cet ordre, et sur la seconde on écrit les nombres o(1), 0(2), o (3),

..,o(n). Ainsi, par exemple,
123456 123456
o= et T =
356124 615234

désignent les éléments de Sg tels que o(1) = 3, 0(2) = 5, 6(3) = 6, (4) = 1, 0(5) = 2, 0(6) = 4 et,
respectivement, 7(1) = 6, 7(2) = 1, 7(3) = 5, 7(4) = 2, 7(5) = 3, 7(6) = 4. Par définition, le produit o7
est la bijection composée o o 7, i.e. on fait d’abord 7 puis o, c.-a-d., 7(1) = o(7(1)) = o(6) = 4, etc. On

trouve alors :
123456 123456
oT = et TO = .
432561 534612

On notera que le groupe S, n’est pas commutatif en général (il est seulement pour n =1 ou 2).

(11 est parfois noté T, (= « Sigma » n)
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Pour certaines permutations, on utilise une écriture plus condensée, introduite ci-dessous.

Définition 3.2.3 (Transpositions et cycles). — Pour i # j, on note (ij) la permutation qui échange
i et j et laisse les autres éléments inchangés; on dit que (ij) est une transposition. Remarquons que si
T est une transposition, alors 72 = id et donc 7 = 771,

Plus généralement, pour r > 2, on dit que ¢ € S, est un r-cycle s’il existe iy,...,%,, deux a deux
distincts, tels que ¢(j) = j pour j & {i1,...,4r} et

C(il) = ig, C(ig) = i37 e, C(’L’Tfl) = ir, C(ir) = il.
Dans ce cas, on note ¢ = (iyig - - i,), et Pon dit que 'ensemble {i1,...,7.} est le support du cycle c.
Par exemple, dans Sg, les cycles ¢; = (253) et co = (1635) désignent, respectivement, les permutations
suivantes :
123456 ¢ 123456
e .
152436 625413
Le terme de « cycle » s’explique si I'on représente graphiquement 1’effet du cycle ¢ sur les éléments 1,...,n :
dans I'exemple précédent, pour c¢; et co on a respectivement :
2
(c1) / \
- -

5<—3 2 4

i.e. les éléments hors du support de ¢ sont inchangés, et ¢ permute « cycliquement » les éléments de son
support.

On voit ainsi que l'inverse de c est le r-cycle de méme support, que 'on parcourt en sens inverse : par
exemple, c; ' = (235) et ¢; ' = (1536). On voit aussi que ¢ est un élément d’ordre 7, c.-a-d., ¢ = id mais

¢® #id pour s = 1,...,r — 1. En particulier, on a donc ¢! = ¢" L.
Remarque 3.2.4. — Soit X un ensemble, réunion disjointe de sous-ensembles Ay, ..., Ay, et pour chaque
i =1,...,d, soit ¢; une permutation de A;, i.e. une bijection de A; dans lui-méme; on étend ¢; en une

bijection o; de X en prolongeant ¢; par I'identité hors de A;, i.e. on pose o;(x) = ¢;(x) si x € A; et
oi(x) =x six & A;. Alors on voit facilement que la composée o = g1 0 --- 0 gy ne dépend pas de lordre
des facteurs, c-a~-d., 0 = g4 0 --- 001, etc. En effet, quel que soit 'ordre des facteurs, le produit est la
permutation o de X qui coincide avec ¢; sur chaque A;, i.e. o(x) = ¢;(x) si @ € A; (ceci est bien défini,
puisque les A; sont disjoints et leur réunion est X). On a donc obtenu le résultat suivant :

(%) ’Dans Sn, des cycles de supports disjoints commutent. ‘
Par exemple, dans S7, si 0 = (257) et 7 = (1364) alors

Théoréme 3.2.5 (Décomposition en produit de cycles de supports disjoints)
Soit 0 € S,,. Alors il existe des cycles c1,...,cq de supports disjoints, uniquement déterminés, tels que
o=c1--cn. (Bt donc Uécriture précédente est unique, a l'ordre des facteurs prés).

—_—

-

On admettra ce résultat (la démonstration n’est pas difficile, mais un peu pénible a écrire). Illustrons

ceci par un exemple : soit
o 123456789 cs
~ \ 356184927 o

Choisissons un élément, par exemple 1, et regardons la suite de ses transformésparoc:1 -3 -6 -4 — 1,
ceci donne le cycle (1364) auquel appartient I’élément 1. Puis choisissons un élément parmi les éléments
restants, par exemple 2, et regardons & nouveau la suite de ses transformés par ¢ : 2 - 5 — 8 — 2, ceci
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donne le cycle (258) auquel appartient 1’élément 2. Puis on recommence ... Ici, la derniére étape consiste
a choisir, disons, I’élément 7, et I'on obtient la transposition, i.e. le 2-cycle, (79), d’out la décomposition

2 1——3 7
o = (1364)(258)(79) = / \ T J{ I
§<—5 4<——6 9
Théoréme 3.2.6 (S, est engendré par les transpositions). — Les transpositions s; = (i,1+1), pour
i=1,...,n—1, engendrent S,.
Démonstration. — On procede par récurrence sur n. C’est clair pour n = 2 car Sp = {id, (12)}. Supposons
n > 3 et le résultat établi pour n — 1. On identifie S,,_1 au sous-groupe de S,, formé des permutations 7
telles que 7(n) = n. Posons s; = (i,i+1), pour i = 1,...,n—1, et notons H le sous-groupe de S,, engendré
par les s;.

Soit o € S,,. Si o(n) = n, alors o € S,,_1 et donc, par hypotheése de récurrence, o appartient au sous-
groupe engendré par les s;, pour i < n—2, donc a fortiori ¢ € H. On peut donc supposer que g(n) =i < n.
Mais alors, s;o(n) =i+ 1, et si i + 1 < n alors s;415;0(n) = i+ 2, etc. En continuant ainsi, on arrive a
Pégalité s,,—1 - - s;0(n) = n. Alors, d’apres ce qui précede, 7 = s,,—1 - - - $;0 appartient & H.

Multipliant 1’égalité 7 = s,,_1 - - - ;0 a gauche par sgfl = S,_1, puis par S,Zig = Sp_2, etc., on arrive a
I'égalité o = s;---s,_17. Comme 7 et les s; appartiennent a H, il en est de méme de o. Ceci prouve que

H =5, dou le théoreme. O
Lemme 3.2.7. — Soit k un corps. Tout élément o € S, induit un automorphisme ¢, de la k-algébre
k[X1,...,X,], défini par

(*) ¢U(Xl) :XU(i)7 VZ = 17"'7”'

(**) ¢U(P)(X1a"'7Xn):P(XU(1)7"'7XJ(n))7 VPEk[X177Xn]

De plus, Uapplication o — ¢, est un morphisme de groupes.

Démonstration. — D’apres la propriété universelle de A = k[Xy,..., X,], il existe, pour tout o € S, un
unique morphisme de k-algebres ¢, : A — A vérifiant (x) et (xx). De plus, il résulte de (x) que ¢q = idg
et que @5 © o7 = Por-

Ceci entraine, d’une part, que chaque ¢, est un automorphisme de A, d’inverse ¢,-1, et, d’autre part,
que l'application o +— ¢, est un morphisme de groupes, de S,, dans le groupe des automorphismes de
k-algebre de A. O

Notation. Pour tout P € k[X7,..., X,], on écrira simplement o(P) au lieu de ¢, (P).

Théoréme et définition 3.2.8 (Signature d’une permutation). — Soit n un entier > 2.
(i) Il existe un unique morphisme de groupes € : S, — {£1} tel que (1) = —1 pour toute transposition
7 = (ij). On Uappelle la signature.

(ii) Par conséquent, si l'on écrit un élément o € S, comme produit de transpositions de deuz fagons
différentes : 0 = 51 --- 5, =11 ---tq ot les s; et t; sont des transpositions, alors p et q ont la méme parité,
puisque e(0) = (=1)? = (—-1)9.

(iii) Enfin, pour tout o € Sy, on a e(c™!) =¢(0).

Démonstration. — Remarquons d’abord que ¢, s’il existe, est nécessairement unique, puisque les transpo-
sitions engendrent S,,, d’apres le théoreme 3.2.6. Il s’agit donc de montrer 'existence. (Ceci équivaut a
montrer que, si sq,...,5, et t1,...,t, sont des transpositions et si sy ---s, = t1---14, alors p et g ont la
méme parité, ce qui n’est pas évident a priori.)
D’apres le lemme précédent, S,, opere par automorphismes d’algeébre sur A = Q[X1,..., X,]. Considé-
rons le polynoéme
V.= [ xi-x).

1<i<j<n
Soit o € S,. Alors o(V,,) = H1§i<j§n(X<r(i) — X, () et, pour tout i < j,

(X, — X;) = Xo(y = Xogy,  sio(i) <o(j);
W (i = X5) {—(Xg(j)—XU(i>), si o(i) > o(j).
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On dit qu'un couple (i,5) avec i < j est une inversion de o si o(i) > o(j); on introduit le nombre
d’inversions de o :

(2) (o) = {i < j|oli) > o(j)}]
et ’on définit la signature de o par :
(3) e(0) = (1)

On déduit alors de (1) que, pour tout o € Sy,
(4) o(Va) = (=1)"V,,.
Ceci entraine que € : S,, — {£1} est un morphisme de groupes : en effet, pour 0,7 € S,, on a
e(om)Vy = (o7) (Vi) = a(e(m)Vy) = e(1)e(o) Vi,

d’ott e(07) = e(0)e(r). En particulier, pour tout o on a e(c™1) = g(0)~!, et comme £(0) € {£1}, on a
e(o)~! = g(o). Ceci prouve déja I'assertion (iii).

Enfin, pour ¢ < j notons 7;; la transposition qui échange 7 et j. On vérifie facilement que les inversions
de 7;; sont les couples (i, 7) et (i,k), (k,j) pour i < k < j; leur nombre est 14+2(j—i—1), d'ot e(7;;) = —1.

Ceci prouve 'assertion (i) et, comme noté dans le théoreme, 1’assertion (ii) en découle aussitdt. Le théoréme
est démontré. O

Définitions 3.2.9. — 1) On dit qu’'une permutation o € S,, est paire, resp. impaire, si (o) = 1, resp.
—1. Ceci équivaut a dire que o s’écrit comme produit d’un nombre pair (resp. impair) de transpositions.

2) Ker(e) = {0 € Sy, | e(0) = 1} est appelé groupe alterné d’ordre n, et noté A,. Il est formé des
permutations paires, et est de cardinal n!/2. (En effet, si 7 est une transposition (par exemple, 7 = 7y2),
alors S, est la réunion disjointe de A,, et de TA, = {r0 |0 € A,}.)

Proposition 3.2.10 (Signature d’un cycle). — Tout r-cycle est de signature (—1)" 1.

Démonstration. — Soit ¢ = (i1 ---4,) un r-cycle. On voit facilement que le produit ci-dessous de (r — 1)
transpositions :

(i1i2)(d2i3) - - - (ir—1iy)
envoie iy SUT 4y, iy SUr i3, ..., i,_1 SUT 4., et i, sur iy, donc égale c. Par conséquent, e(c) = (—1)""L. O
Définition 3.2.11 (Diagramme d’une permutation). — (2) Soit ¢ € S, ; on a défini ensemble de

ses inversions :
I(o) ={(i,7) € {1,...,n}? | i <i et (i) > o(i')}
et noté ¢(o) le cardinal de I(o). On définit le diagramme D(o) de o par
D(o) = (id xo)I(0) = {(i,0(i')) € {1,...,n}?* | i < i et a(i) > o(i')}.
Alors, d’une part, D(o) a méme cardinal £(o) que I(o). D’autre part, en posant j = o(i'), de sorte que

i’ = 071(j) > i, on voit que

D(o) ={(i,5) € {1,...,n}* | j < o(i) et o 1(j) > i}.
Si l'on dessine le quadrillage du carré [0,7n] x [0,n] donné par les droites z = 0,1,...,net y =0,1,...,n
et qu’on représente le graphe de o en mettant une croix au centre de la case (carré de coté 1) :

{@y)li-1<z<i, o(i)-1<y<o(i)},

alors on voit que D(o) est formé des cases qui restent lorsqu’on a barré toutes les cases qui sont & droite
ou bien au-dessus d’un point du graphe. Ceci donne un moyen graphique commode pour compter £(o) =
le nombre d’inversions de o. En particulier, si o est la transposition (i,i) avec i < ', on voit que le
diagramme de o est une « équerre », formée de la bande horizontale (a i’ — ¢ cases) :

{(yy)]i—1<2<i—1, i—-1<y<i}
et de la bande verticale (& ¢’ — i cases) :
{(zy)|i-1<z<i, i—-1<y<i -1},

dont l'intersection est la case i — 1 < 2,y < i. On retrouve ainsi que £((i,¢')) = 2(¢' —4) — 1.

(2) Cette définition est donnée pour les lecteurs intéressés ; elle n’interviendra pas dans les évaluations.
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3.3. Applications multilinéaires antisymétriques et déterminant d’une famille de vecteurs
Désormais, on fixe un corps k.

Définition et proposition 3.3.1 (Applications p-linéaires antisymétriques)
Soient E, F deuz k-espaces vectoriels et f € £,(E,F) (i.e. f est une application p-linéaire EP — F).
On dit que f est antisymétrique si elle vérifie les conditions équivalentes suivantes :

() Vi # 7, flry, o2y, @y, xp) = —f(@1, 00, %y, Ty Xp)
(" Vo €5, f(@o@), s Togpy) = (o) f(1,...,2p)
Démonstration. — L’équivalence de () et (') résulte du théoréme 3.2.8. O

Proposition 3.3.2. — On suppose que k n'est pas de caractéristique 2 (c’est a dire 2 # 0 dans k). Soit
f: EP — F une application p-linéaire antisymétrique. Alors pour toute famille liée (v1,...,v,) € EP, on
a

f(v1,...,v,) =0.

Démonstration. — Remarquons d’abord que sous nos hypotheses, si deux vecteurs v; et v; d'une famille
(v1,...,vp) sont égaux, alors f(v1,...,v,) = 0. En effet,
—flor, .05, v, 0p) = (U1, U s, 0p) = f(U, U, Up)
(la seconde égalité puisque v; = v;), d’out 2f(v1,...,vp) = 0. Donc, si k est de caractéristique # 2,
f(vi,...,vp) =0.
Soit maintenant (v1,...,v,) une famille liée quelconque. L'un de ses éléments peut s’écrire comme

combinaison linéaire des autres. Supposons que cet élément est v, et écrivons donc v1 = agva + ... + apv,
avec ag, ...,ap € k. Par linéarité,

fvr,. . vp) = aaf(va,va, ... vp) + -+ apf(Vp, v, ..., Vp).

Or, la remarque ci-dessus implique que chacun des termes du membre de droite s’annule. D’out f(v1,...,vp) =
0. O
Examinons de plus pres le cas d’une forme a que ’on suppose n-linéaire antisymétrique sur un k-espace
vectoriel E de dimension n. Nous allons voir que si # = (ei,...,e,) est une base de E, alors « est
entierement déterminée par la valeur du scalaire a(eq, ..., e,).
Soient v1,...,v, € V. Pour chaque ¢, j = 1,...,n on note v;; le j-ieme coeflicient de v; décomposé dans
la base £ :
n
vy = E Vij€j.
j=1
Alors, en utilisant successivement la linéarité par rapport a chacune des variables, on peut écrire :
n
a(vy,...,v,) = g vijale;, va, ..., Up)
Jj=1
n
= Z U1j1v2j2a(€j1 y€jay U3y ey Un)
J1,J2=1
n
= > Vv Ul sy,

J1,J25Jn=1

Remarquons maintenant que si deux indices j;, j; avec ¢ # i’ coincident, alors par antisymétrie, a(e;, , e; ej) =
iy J1 ) ’ 719 %929 1 Cn

0. Donc dans la somme ci-dessus, seuls restent les termes pour lesquels Uapplication {1,...,n} — {1,...,n},i —

Ji est injective, et donc bijective. Nous pouvons donc écrire
a(vi,...,v,) = Z Vie(1) """ Uno(m)®(€a(1)s - - - 5 €a(n) )
oESy,
et par antisymétrie
(%) a(vy,...,0n) = aler, ... e,) Z €(0)V16(1) "+ Vno(n)-
oES,
Ce qui précéde nous mene a la définition suivante.
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Définition 3.3.3. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension n, % une base de E et (v1,...,v,) une
famille de n vecteurs de E. Pour chaques 4,5 = 1,...,n on note v;; le j-ieme coeflicient de v; décomposé
dans la base 4. On appelle déterminant de (vy,...,v,) dans la base %, le scalaire

détgg(’Ul, .. 7vn) = Z E(U)Ula(l) *Uno(n)-
g€Sy

Proposition 3.3.4. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension n, et B = (e1,...,e,) une base de
E. Alors,

(1) L’application détg : E™ — k est n-linéaire antisymétrique.

(2) Toute forme n-linéaire antisymétrique o sur E est un multiple de détg, plus précisément :

Y(vi,...,vn) € E",  a(vy,...,vn) =aler, ..., e,)détg(vy, ..., 0p).
Démonstration. — (1) se démontre comme suit. La n-linéarité étant évidente, il ne reste qu’a démontrer
Pantisymétrie. Soit 7 € S,, une permutation quelconque. Alors pour toute famille de vecteurs (v1,...,v,),

on a par définition

détz(vr(1), s Vr(n)) = Z 5(0)]__[@7(1)0(1‘)-
=1

oc€ESy
Comme 7 est une bijection, on peut réindicer le produit en posant j = 7(i), ce qui donne

[Tv-ce) = [T viee—100)-
i=1 j=1

En utilisant ensuite la propriété de la signature (o) = e(7)e(o o 771), nous obtenons :

n
£ -1
détz(vr(1), -+ Vr(n)) = €(T) Z g(locoT™7) H Vjo(r=1(j))-
gESy j=1
Enfin, comme o +~ o o771, S, — S, est une bijection (en effet, on vérifie aisément qu’elle admet une
réciproque, o — o o 7), on peut réindicer la somme en posant p = o o 71, On obtient alors

détes(vr (1), 0e(m) = (1) Y e(p) [ vip)
j=1

PESK
=e(7) détg(v1, ..., vn).

Nous avons bien prouvé que déty est antisymétrique.

(2) résulte immédiatement de la formule (*) établie précédemment.
O

Proposition 3.3.5 (Déterminant et changement de base). — Soient # et ' deuz bases d’un méme
espace vectoriel E de dimension n. Alors pour toute famille (v1,...,v,) € E™,

détg (v1,...,v,) = détg B - détg(vy,...,vp).

Démonstration. — D’apres le (1) de la proposition 3.3.4, dét g est une application multilinéaire antisymé-
trique. On peut donc lui appliquer le (2) de la proposition 3.3.4 et obtenir détg = détg % -détg, comme
voulu. 0

Remarque 3.3.6 (Interprétation géométrique du déterminant : aire et volume)

Etant donnés deux vecteurs v et v de R, on note .o/ I'aire orienté du parallélogramme engendré par u
et v (dans les notations du chapitre 2, il s’agit d’un parallélogramme ABCD du plan affine tel que AB = u
et E = v; un tel parallélogramme est unique a translation pres). Ici “orientée” signifie que I'on compte
Paire positivement si ’'on passe de u a v dans le sens positif (comme sur le dessin, et négativement sinon.
On se convainc facilement sur un dessin que le parallélogramme engendré par u; + us et v peut se voir
comme la réunion d’un parallélogramme engendré par u; et v et d’un autre engendré par us et v, d’ou 'on
tire 1’égalité

A (ug + ug,v) = o (u1,v) + o (ug,v).

On se convainc aussi assez facilement que lorsque 1’on étire le parallélogramme dans la direction de u d’un
facteur A, alors ’aire est multipliée par \ :

o (Au,v) = X\ (u, v).
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En résumé, o7 est linéaire en sa premiere variable, et bien stir, un raisonnement analogue sur la deuxieéme
variable montrerait que .27 est bilinéaire. Enfin, échanger u et v change I'orientation donc le signe de laire
du parallélogramme. L’application .7 est donc bilinéaire antisymétrique sur R2.

Appliquons le point (2) de la proposition 3.3.4 & .&7. Si I'on note (ey, e2) la base canonique de R?, on a
pour tous u,v € R?,

A (u,v) = @ (e1,e2) dét (e, ¢,)(u,v).
Or @/ (e1,e2) = 1 puisque c’est I'aire d’un carré de coté 1. Dot &7 (u,v) = dét(c, ¢,)(u,v). En conclusion :
Le déterminant dans la base canonique de deuz vecteurs u,v de R?
est l’aire orientée du parallélogramme engendré par u et v.

Un raisonnement analogue justifierait que le déterminant dans la base canonique de trois vecteurs u, v, w de
R3 est le volume orienté du parallélépipede engendré par u, v et w; et de méme en dimension supérieure.
Ceci explique par exemple qu’il y ait un déterminant apparaissant dans la formule de changement de
variable dans les intégrales multiples.

3.4. Déterminant des matrices

On fixe un corps k.

Définition 3.4.1. — Le déterminant d'une matrice A = (ai;)i j=1,...n € Mn(k) est le scalaire
dét A = Z 5(0)@10(1) *Qpo(n)-
oceSy,
Exemple 3.4.2. — Pour une matrice de 2 x 2, on a
o [ Q11 a2
dét = Q11022 — U21012.
(a21 a22> 11022 21012
FEzxercice 3.4.3. — Exprimer comme dans ’exemple ci-dessus le déterminant d’une matrice 3 x 3.

Proposition 3.4.4. — (Propriétés du déterminant)
(1) Pour toute matrice A, on a dét(A) = dét(*A).
(2) Déterminant de la matrice identité :
dét(I,) = 1.
(3) Le déterminant est multiplicatif :
VA,B e M,(k), dét(AB) = dét(A)dét(B).
(4) Une matrice A est inversible si et seulement si dét(A) # 0 et dans ce cas dét(A™!) = L=

dét(A)
(5) Deuzx matrices semblables ont méme déterminant :

VA € My (k),YP € Glo(k), dét(P~ AP) = dét(A).

Remarque 3.4.5. — Une conséquence immédiate des définitions 3.3.3 et 3.4.1 est que le déterminant
d’une matrice A € M, (k) est égal au déterminant de ses vecteurs lignes dans la base canonique de k™. 11
résulte également du (1) de la proposition 3.4.4 que le déterminant d’une matrice A € M, (k) est égal au
déterminant de ses vecteurs colonnes dans la base canonique de k™.

Démonstration de la proposition 3.4.4. — (1) Soit A € M, (k). Par définition,

dét(*A) = > e(o) [ ] aoiyi-

gESy i=1

Comme o est une bijection, on peut réindicer le produit en posant j = o (i), ce qui donne

dét(tA) = Z 8(0') H ajo.fl(j).
j=1

oeS,

L’application ¢ — ¢~ !, S,, — S, est une bijection, et 'on peut donc aussi réindicer la somme en posant
p=o0"'. On obtient

dét(tA) = Z E(p_l) H a]-p(j).
PESH j=1
Comme &(p~1) = ¢(p) pour tout p € S, on en déduit bien dét(*A) = dét(A).
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(2) Notons J;; les coefficients de la matrice identité I,,. Soit o € \S,, une permutation. Si ¢ # id, alors,
il existe i € {1,...,n} tel que o(i) # i. Pour un tel i, §;,(;y = 0. Le produit (o) [} d;s(;) s’annule donc.
Maintenant si o = id, alors on a d;,(;y = 1 pour tout 7 et e(id) = 1, donc le produit e(o) [T\ 6;5(;) vaut
1. D’ou

dét([n) = Z 5(0’) ﬁéw(i) =1.
=1

ocES,

(3) Soit A, B € M, (k). Notons & = (eq,...,e,) la base canonique de k™ et considérons 'application
a: (EM)" =k, (v1,...,0n) — détg(Au,. .., Av,).

Il s’agit d’'une application n-linéaire antisymétrique et d’apres la Proposition 3.3.4, on a

a(v1,...,0n) = aler, ... e,) détgz(vi, ..., v,),
et donc
détz(Avy, ..., Av,) = détg(Ae, ..., Ae,) détg(vr, ..., v,)
pour tous vecteurs vq,...,v,. En particulier, si v1,...,v, sont les colonnes de B, Avi,..., Av, sont les
colonnes de AB et Aeq, ..., Ae, sont les colonnes de A. D’apres la remarque 3.4.5, on en déduit 1’égalité
souhaitée

dét(AB) = dét(A) dét(B).

(4) Soit A une matrice. Si A n’est pas inversible, alors les lignes de A sont liées et d’apres la proposition
3.3.2, le déterminant des lignes de A dans la base canonique, c’est a dire le déterminant de A est nul.
Réciproquement, si A est inversible, alors, d’apres (3) et le (2) ci-dessus

dét(A) dét(A™") = dét(AA™Y) = dét(I,) = 1;
d’ott l'on tire immédiatement dét(A) # 0 et dét(A™1) = 7dét1(A).

(5) C’est une conséquence facile de (3) et (4).
O

Pour calculer un déterminant explicitement, il y a essentiellement 3 méthodes a connaitre : les opérations
élémentaires sur les lignes ou les colonnes, le cas des matrices triangulaires supérieures (éventuellement par
bloc), le développement par rapport & une ligne ou une colonne.

Proposition 3.4.6 (Opérations élémentaires et déterminant). — Soient A, A’ deuz matrices et X €
k.

(1) Si A" est obtenue d partir de A en échangeant deuz lignes (ou deuz colonnes) de A, alors
dét(A") = — dét(A).

(2) Si A’ est obtenue & partir de A en multipliant une ligne (ou une colonne) de A par A, alors
dét(A") = Ndét(A).

(3) Si A’ est obtenue & partir de A en ajoutant & l'une des lignes (resp. des colonnes) de A un multiple
d’une autre ligne (resp. colonne) de A, alors

dét(A") = dét(A).

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la remarque 3.4.5 et du fait que le déterminant
est n-linéaire et antisymétrique. O
Remarque 3.4.7. — Attention, une conséquence du point (2) de la proposition 3.4.6 est

VA € M, (k),VX €k, dét(AA) = A" dét(A).
(et non Adét(A)!)

Proposition 3.4.8 (Déterminant de matrices triangulaires). — (1) Si A est une matrice trian-
gulaire de termes diagonaux A1, ..., An, alors

dét(A) = A1 -+ An.
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(2) Plus généralement, si A est une matrice triangulaire par blocs, c.-a-d., de la forme

Ay | % |- | %
0 P
0 0 | A,

(ou les * désignent des coefficients arbitraires), alors
dét(A) = dét(Ay) - - - dét(Ay).
Nous allons commencer par démontrer un lemme qui est un cas particulier de la proposition précédente.

Lemme 3.4.9. — Soit A € M, (k) une matrice qui admet ’écriture par bloc suivante :

avec A" € M,,_1 (k).

Démonstration. — D’apres la proposition 3.4.4,
dét(A) = dét(*A) = D £(0)ag(iy* Go(mn-
o€S,
L’hypothese faite sur A implique que a,(1y; vaut 1 si o(1) = 1 et 0 sinon. La somme ci-dessus ne porte
donc que sur les permutations o qui fixent 1, ce qui revient & sommer sur les permutations de {2,...,n} :
dét(A) = Z 5(0')@0(2)2 “Qo(n)n.

o permutation de {2,...,n}

Quitte & réindicer, on reconnait dans le membre de droite le déterminant de A’. O

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 3.4.8.

Démonstration. — 1) Supposons que A soit une matrice triangulaire supérieure :
Y R
A— 0 X
0 Lk
0 0 A
alors la linéarité par rapport a la premiere colonne donne
1 % - %
dét(A) = ndee |0 22 T
0o - *
0 0 A
puis par le lemme 3.4.9,
Ao % oo %
dét(A) = aaee | O M
0 . . %
0 -+ 0 M\

le résultat en découle, en répétant I'opération ou en procédant par récurrence sur n.
2) En procédant par récurrence sur n, il suffit de montrer que si
B C
A =
ol B (resp. D) est une matrice carrée de taille p (resp. ¢), C est une matrice & p lignes et ¢ colonnes, et 0

désigne la matrice nulle a ¢ lignes et p colonnes, alors
dét(A) = dét(B) - dét(D).
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(0 5)=( 5)( 2)

En appliquant p fois le lemme 3.4.9, on obtient

(I, 0\ .,
det<0 D)—det(D),

(B C\ .,
det(0 Iq)det(B).

Pour cela on remarque

et de méme

Et 'on obtient bien

(B C\ ., (I, 0\, (B C\ _ ., .
dét (O D) = dét (0 D) dét (0 Iq> = dét(B) dét(D).
O
Remarque 3.4.9.1. — Attention! Si on décompose une matrice M sous la forme
A B
v=(& b)

ou A, B,C, D sont toutes des matrices carrées (nécessairement de méme taille p, de sorte que M est de
taille 2p), il n’est pas vrai en général que dét(M) égale dét(A) dét(D) — dét(B) dét(C). Par exemple si

alors dét(A) = 0 = dét(B) = dét(C) = dét(D) mais dét(M) = —1.

Proposition 3.4.10 (Développement par rapport a une ligne ou une colonne)
Soit A € M, (k) une matrice. Pour chaques indices 1 < i,j < n, on note A;; le déterminant de la
matrice A— L; —C}, c’est a dire la matrice obtenue a partir de A en supprimant la i-éme ligne et la j-éme

colonne. Alors,
(1) (développement par rapport a la j-éme colonne)

Vie{l,...,n},  dét(A) =) ay(—1)" A
i=1
(2) (développement par rapport d la i-éme ligne)

n

Vi € {1,,7’1}, dét(A) :Za”(—l)’ﬂA”

j=1
Démonstration. — Nous allons montrer le point (1), la démonstration du point (2) serait en tout point
analogue. C’est une conséquence de la n-linéarité du déterminant. Soit j € {1,...,n} et A € M, (k). La
linéarité par rapport a la j-éme colonne donne :
ail ce al(j_l) 0 al(j+1) ce A1n
" aG-p1 - Ga-nG-1) O Ga-nE+y o Ga-Dn
dét(A) = Z (227 dét a;1 ce ai(j_l) 1 ai(j+1) N 077
i=1 it - Ay 0 Ay e Ga-n
an1 ce an(j_l) 0 a7),(j+1) ce Ann -

Dans chacun des termes ci-dessus, on applique sur la matrice les opérations consistant a déplacer la j-eme
colonne vers la premiere colonne et a décaller les j — 1 premieres colonnes d’une cran vers la droite. Cela
revient a faire un cycle de longueur j sur les colonnes. On sait (voir proposition 3.2.10) qu’un tel cycle peut
étre réalisé a l'aide de j — 1 échanges de deux colonnes. Cette opération multiplie donc le déterminant par
(—1)7~1. On fait ensuite une opération analogue sur la matrice apparaissant dans chaque terme. Pour le
i-eme terme, on déplace la i-eme ligne a la premiere et on décalle d’un cran vers le bas les i — 1 premieéres
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lignes. Cela revient a faire un cycle de longueur i sur les lignes. Comme précédemment, cette opération
multiplie donc le déterminant par (—1)*~1. On obtient donc :

1 a;1 ce ai(j,l) ai(j+1) e Qin

0 ail al(j_l) A1(541) A1n
dét(A) = Z aij(—l)i_l-"_j_l dét | 0 AG-1)1 - QG-1)(j—1) OG-1)(j+1) --- Q@i—-1)n
=1 0 ai-n1 - Ga-nG-1) G-DE+H) o AG-Dn

0 [02%%) “ee an(j,l) an(j+1) e QApn

Comme (—1)i71+~1 = (—1)"J le lemme 3.4.9 donne bien
dét(A) = Z ai (=1)" Ayj.
i=1
O

Dans la pratique, pour calculer un déterminant, on ne procede pas véritablement en développant suivant
les lignes ou les colonnes (ce qui serait trop fastidieux, et couteux en temps de calcul), mais on essaie de
faire des opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes, pour rendre la matrice triangulaire.

Illustrons ceci sur un exemple.

Exemple 3.4.10.1. — Calculons le déterminant suivant® (ot n € Z) :

2 3 4 5
7T 6 9 8
D= 10 11 12 13
14 15 16 n

Mettant a1; = 2 en facteur dans la premiére colonne et remplagant Co, C3 et Cy par Cy—(3/2)Cy, C3—2C,
et Cy — (5/2)C1 on obtient :

1 0 0 0
7/2 —-9/2 -5 —19/2 —9/2 =5 192
D=2 =2 -4 -8 —12
> -4 -8 -2 -6 —-12 n—-35
7 —6 —12 n—-235

puis remplagant chaque colonne par son opposé (ce qui introduit un signe (—1)%), mettant 4 en facteur
dans la 2eme ligne, puis échangeant Ly et Lo (ce qui introduit un signe —1), on obtient :

1 2 3 1 2 3
D=2-4-(-1D*9/2 5 19/2|=8[9/2 5 19/2
6 12 35-n 6 12 35-n

puis remplacant Cy et C3 par Cy — 2C7 et Cy — 3C7 on obtient :
1 0 0
D=89/2 —4 -4 | =8 ‘
6 0 17—n

—4 —4

0 17—n = 32(n — 17).

Définition 3.4.11 (Matrice des cofacteurs). — Pour i,j € {1,...,n}, (—1)"77A;;(A) est appelé le
cofacteur de A d’indice (i,7). On appelle matrice des cofacteurs de A la matrice A dont le coefficient
d’indice (i,j) est A;j = (=1)"TA;;(A).

Proposition 3.4.12. — Soit A € M, (k) et A la matrice des cofacteurs de A. Alors,
PAA=A'A=dét(A)-I,.

En particulier, si A est inversible,

1 ~

A7l = tA.
dét(A)

(3lorsqu’une matrice est notée entre barre et non entre parenthése, cela signifie que c’est le déterminant de la matrice que
I’on considere.
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Démonstration. — Pour tout i,£ € {1,...,n}, on a:

n

(A'A)y = Z aij ("A)je = (1) ai; Agi(A)

Jj=1

et 'on reconnait 14 le développement suivant la ligne ¢ du déterminant de la matrice B(¢,4) déduite de A

en remplacant la ligne d’indice ¢ par celle d’indice i. Donc (A*A);; = 0 si £ # i (car B({,4) a alors deux
lignes égales), et (AtA);; = dét(A) si £ = i. Ceci montre que

ATA = dét(A) - I,.

De méme,

(AA) =Y (1) A5i(A) aze
j=1
et on reconnait 1a le développement suivant la colonne ¢ du déterminant de la matrice B'(i,¢) déduite
de A en remplagant la colonne d’indice i par celle d’indice £. Donc, & nouveau, (*A A);y = 0 si £ # i, et
= dét(A) si £ =i, don
PAA = dét(A) - I,.

O
Ezxzemple 3.4.13. — Dans le cas d’une matrice inversible de taille 2 x 2, la formule de la proposition
3.4.12 s’écrit
a B\ 11 d —b
c d)  ad—bc\-c a)’
Remarque 3.4.14. — La formule de la proposition 3.4.12 n’est pas utilisable en pratique pour calculer

une inverse de matrice, sauf pour une matrice de taille 2 x 2 ou 3 x 3. Elle demande un temps de calcul
beaucoup plus grand que la méthode basée sur le pivot de Gauss, vue au chapitre 1. Cette formula a
en revanche un intérét théorique. Par exemple, elle implique que I’'application A — A~! est continue,
différentiable et méme infiniment différentiable sur GL,(R) (voir un ouvrage ou un cours traitant du
calcul différentiel en plusieurs variables).

3.5. Déterminant d’un endomorphisme, polynome caractéristique, trace

Soit V' un espace vectoriel de dimension n. En raison de son importance, répétons encore ici le théoreme
de changement de base pour un endomorphisme u de V' (étant entendu qu’on exprime la matrice de u dans
une méme base au départ et a l'arrivée) (cf. 0.5.13) :

Théoréme 3.5.1 (Changement de base pour un endomorphisme)
Soit A la matrice d’un endomorphisme u de V relativement & une base B de V. Si B’ est une seconde
base, et si P est la matrice de passage de B a %', alors la matrice de u dans la base B’ est :

Mat g (u) = P~LAP.
Ceci permet de définir le déterminant et le polyndéme caractéristique de u comme suit.

Théoréme et définition 3.5.2 (Déterminant, polynéme caractéristique et trace d’un endo-
morphisme)

Soit u € Endg (V) et soit A sa matrice dans une base B de V. On définit le déterminant et le polynéme
caractéristique de u par :

dét(u) = dét(A), P,(X)=dét(A— XTI,) € k[X];
ceci ne dépend pas du choiz de la base . De plus, P,(X) est de degré n = dimy (V) et est de la forme
Pu(X) = (=1)"X" + (=1)" ' Tr(u) X" + - - + dét(u).

Le coefficient Tr(u) s’appelle la trace de u, il est égal a la somme des coefficients diagonaux a;; de A (et
ceci ne dépend pas de la base choisie).
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Démonstration. — En effet, soient %’ une autre base, P la matrice de passage, et A’ la matrice de u dans
la base Z’. Alors on a A’ = P~'AP et donc aussi

A —XI, =P Y(A-XI,)P

(égalité dans anneau M, (k[X]) des matrices & coefficients dans k[X]). Donc, d’apres la multiplicativité
du déterminant (cf. proposition 3.4.4), on a

dét(A") = dét(A), dét(A’ — XT,,) = dét(A — X1,,)

ce qui prouve que dét(u) et P,(X) sont bien définis. De plus, notons b;; les coefficients de la matrice
A— X1, ie by =a; sii#jet by =a; —X. Par définition, on a

Pu(X) = Z E(U) bla(l) o bncr(n)

oeS,
c.-a-d., c’est la somme, avec certains signes + ou —, de tous les produits de n coefficients de B = A — X1,
en ne prenant dans chaque produit qu’un seul coefficient dans chaque ligne et chaque colonne, et de plus
on a £(id) = 1, i.e. le terme b11bas - - - by, apparailt avec le signe +.

Dong, le terme de degré maximal en X est (—X)™, qui s’obtient en développant le produit des termes
diagonaux :
b11b22 t bnn = (all - X) e (ann - X)

Pour avoir un terme en X"~ 1 il faut prendre n — 1 fois (—X) sur la diagonale, mais alors, comme chaque
produit de n coefficients n’a qu'un seul coefficient par ligne et par colonne, le dernier terme du produit est
le coefficient diagonal restant, dans lequel on prend le terme a;;. Ceci montre que le coefficient de (—X )1
est

a1 +"'+ann7
qu’on appelle la trace de A. Comme P,(X) ne dépend pas de la base choisie, ce coefficient n’en dépend
pas non plus; on lappelle la trace de u et on le note Tr(u). O

Remarque 3.5.3. — On peut aussi montrer directement que, pour tout A, B € M, (k), on a Tr(AB) =
Tr(BA), d'ott Tr(P~tAP) = Tr(APP~) = Tr(A).

D’apres la proposition 3.4.4, on peut alors compléter la proposition 0.3.3 comme suit :

Proposition 3.5.4. — Soit v € Endi (V) (dimg (V') =n). Les conditions suivante sont équivalentes :

(i) u est injectif;

(i) u est surjectif;

(iii) w est bijectif;

(iv) dét(u) # 0.
Définition 3.5.5 (Valeurs, vecteurs et sous-espaces propres). — 1) Soit u € Endy (V). On dit que
A € k est une valeur propre de u si Ker(u — Aidy) # 0 (i.e. 8’il existe v € V — {0} tel que u(v) = A\v). Dans
ce cas, V) = Ker(u — Aidy ) est appelé l’espace propre associé & X, et tout vecteur v € V) — {0} est appelé
un vecteur propre de u, associé a la valeur propre A.

2) Pour A € M, (k), on définit ses valeurs, vecteurs et sous-espaces propres comme étant ceux de
I’endomorphisme u de k™ défini par A, c.-a-d., A est valeur propre de A si et seulement si V), = Ker(A—AI,,)
est non nul.

Proposition 3.5.6. — Soient u € Endy(V) et A € k, alors X est une valeur propre de u < P,(\) = 0.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.5.4, A est valeur propre de u si et seulement si dét(u—\idy ) =
0. O

3.6. Appendice (1) : Bases et dimension de Z(E,...,E,; F)

Soit p un entier > 2 et soient Ey,...,E, et F' des k-espaces vectoriels de dimension finie, soit € =
(fi,..., fr) une base de F' et, pour ¢ =1,...,p, solent d, = dim E; et
Bq=(el,... €3.)

une base de E;. Notons P l'ensemble produit P = {1,...,d1} x --- x {1,...,dp}, il est de cardinal D =
dy---dy.

Théoréme 3.6.1 (Bases et dimension de Z(E:,...,E,; F)). — Avec les notations précédentes, on
a:
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(i) Tout ¢ € L(E,...,Ep; F) est entierement déterminé par ses valeurs u, . ;) = ¢(e%1, cee efp) eF
pour (i1,...,1p) € P, et ces éléments peuvent étre choisis arbitrairement.

ii) Par conséquent, les éléments ¢ our (ay,...,a,) € Pets=1,...,r, définis par :

() P ,q t; l lé t ¢a1’m7ap; p ( ) ’ p) P et 1) PR dﬁ p

fs€F $141 = Q1,...,% = Gp
0 sinon

v(i17-~-aip)7 (bghm’ap(eiw"'?eip) - {

forment une base de L (En, ..., Ey; F) ; celui-ci est donc de dimension rD = rdy ---d,.

Démonstration. — Soit ¢ € L (En,. .., Ey; F). Pour tout (v1,...,vp) € E1 X --- x Ep, chaque v, s’écrit de
fagon unique

(0) Vg =tgrel +- +itgaeg avec  tg; €k,
donc, en appliquant les égalités (*1), ..., (*,) de 3.1.2, on obtient la formule :
(1) é(v1,...,vp) =9 (t1,1 el + -t tiael ..ty 611)+"'+tp,d6§p)

= j{: iy by, dled ... el ).

p
(i1,esip)EP
Ceci montre que ¢ est entierement déterminée par les D éléments ¢(e;,,...,e;,) € F'; en d’autres termes,
I'application « d’évaluation sur les p-uplets (e;,,...,e;,) » :
ov: L(By,... Eyk) = FP kD) 4 ((b(eil,...,eip))
(i1,...,ip)EP
est injective. D’autre part, cette application est linéaire : si p € k et ¢,¢ € L(E1,...,Ep k), ona
(1o + ) (v, vp) = pd(vr, - .. vp) + P(v1, ..., vp)
pour tout (vq,...vp) € Eq x --- x Ep, donc a fortiori pour tout p-uplet (e;,, ..., eip).
Réciproquement, pour tout (ai,...,a,) € P, notons ¢ " 'application Ey x --- x E, — F définie
comme suit : pour tout p-uplet (vi,...,v,) comme en (0) ci-dessus,
(2) ¢?1,...,ap (Ula R Up) = (tl,th e tpvap) : fs € F.
—_——
€k
Fixons un indice ¢ € {1,...,p}, et montrons que ¢5" " est linéaire par rapport & la g-eme variable,
i.e. que, pour tout A € k et w € E,, on a
(%q) GI P (U, AV F W, V) = AP (Vg Vg, Up) QI (0w, ).

Ecrivons w = syed + - -+ + sdqegq, avec s; € k. Alors \vg +w =ty el + -+t jeh, avec 1), = My + si,
et donc la formule (2) donne :

2 (g, Mg Fw, vp) = (tl’al .. 't;,aq .. 'fp,ap) fe = (tl,al o ()\tq,aq + Saq) .. 'tp,ap) - fs

= Mia,  tga,  tpa, +ta Say tpa,

= APe (U1, Vg, e, ) F P (v, w, L, Up)
ce qui montre que (x,) est vérifiée, d’ott ¢p3' " € L(E1,. .., Ep; k). Remarquons de plus que, pour tout
(i1,...,1p) € P, ’élément (v1,...,vp) = (€4,,...,€;,) de Ey X --- x E, correspond dans I'écriture (0) a :
1 sij, =1
Yg=1,...,p, tqyjq:{ .]q 1
0 sinon
donc (2) donne, en particulier :
, . . a . a fs sity =an,...,%p =ayp
(2" V(i1,...,ip) € P, B (€ 4,) = i
0 sinon.

s=1 )‘fjl,...,jp)fs) (J1,-+-2dp)EP

D D YT

(jl,.‘.,jp)EP s=1

Maintenant, pour tout élément U = (Z € FP T'élément
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appartient & .Z(E1,. .., Ep; k) et, d’apres (2') il vérifie, pour tout (i1,...,4,) € P :

(3) ou(€iys---rei,) = Z Z)\fjh,,_,jp) T (e, e,) = Z)\(il,.“,ip) s
s=1

(J15--5dp)EP s=1

=Ffs st (f1,edp)=(i1,..11p)

=0 sinon
Ceci prouve que l'application linéaire injective ev : L(En,..., Ep; F) — F D est aussi surjective, donc est
un isomomorphisme ; en particulier, dim Z(E, ..., Ep k) = rD = rdy - - - d,. Ceci prouve déja I’assertion
().
. . T . r . (G1s-sdp) _ .
De plus, (3) implique que si 'on a une relation E(jl,...,jp)eP Yo )\Ejl i) Os ?’ = (), alors pour

tout (é1,...,4p) € Pona:

> Ao Fs =0
s=1

donc chaque A?u,...,ip) est nul (puisque (f1,..., f-) est une base de F). La famille

a (ai,...,ap)
&= <¢‘S )(al,...,aP)EP

s=1,...,r
est donc libre, et comme elle est de cardinal rD = rd; ---dp, c’est une base de Z(Eh,..., Ey; k). Ceci
acheve la preuve de lassertion (ii). Le théoréme est démontré. O
Dans le cas particulier ot Fq = ... = E, = FF ou F = k, c’est a dire ol 'on considere 'espace des

formes p-linéaires sur F, le théoreme 3.6.1 se traduit par le corollaire suivant.

Corollaire 3.6.2 (Bases et dimension de .Z,(E,k)). — Soient p un entier > 2 et E un k-espace
vectoriel de dimension d. Notons P l’ensemble produit {1,...,d} x --- x {1,...,d} (p facteurs), et soit
B = (e1,...,eq) une base de E.

(i) Tout élément ¢ € £,(E, k) est entierement déterminé par ses valeurs A, .. ;) = ¢(€iy,---,¢€i,) €K,
et ces éléments peuvent étre choisis arbitrairement.
(ii) Par conséquent, les éléments ¢**%, pour (a1,...,ap) € P, définis par :

1 SL11 =A1,...,0p = Gy

V(il,...,ip), ¢a1""’ap(€i1,...76ip): {

0 sinon

forment une base de £,(E, k) ; on a donc ’ dim.%,(E, k) = d? = (dim E)p.‘

3.7. Appendice () : Produit tensoriel

Soient E1, ..., E, et F' des k-espaces vectoriels, chaque E, étant de dimension finie dq. Pour ¢ =1,...,p,
soit B, = (ef,..., egq) une base de E,. D’apres le théoreme 3.6.1, on voit que 'espace des applications
p-linéaires Fy x --- x B, — F' est la méme chose que I'espace des applications linéaires de « B} ® -+ - ® Ep »
vers F, ol « B1 ® -+ - ® I, » désigne un espace vectoriel de base les p-uplets

(e;l,...7e§p) € By X X B
On pourrait définir de la sorte 'espace « E; ® - - - ® F), », mais il faudrait alors démontrer qu’il ne dépend
pas des bases choisies. En fait, on définit le produit tensoriel

Ei® --®E,
comme suit. On considere d’abord le k-espace vectoriel V' ayant pour base % l'ensemble E; x --- x E,,
c.-a-d., V admet pour base des vecteurs
bwlvnyajp

indexés par £y x --- x E,. Alors, se donner une application linéaire ¢ : V' — F' est la méme chose que se
donner pour tout vecteur de base by, ..., un élément f(z1,...,2,) de F'; on a donc une bijection naturelle

Z(V,F) =5  Applic(E; x --- x E,, F)
¢ — ((Ila"'vxp) = d’(bml,...,mp))

ou dans le terme de droite de la premiere ligne, E; x --- X E, est regardé juste comme un ensemble.
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Considérons maintenant le sous-espace W de V engendré par tous les éléments de 1'une des formes
suivantes, pour g =1,...,p:

(*q) { bml,.“,xq-‘,-yq,...,xp - bml,...,wq,...,zp - bzl,...,yq,.“,wp
bwl,...,)\»wq,...,zp — A bzl,‘..,xq,...,zp
on pose
Ei® - -@E,=V/W

et pour 1 € By, ..., T € Ep, on note x1 ® --- @ z, 'image de by, .. ., dans VIW=E®- - QE,.

Alors, d’apres le théoreme 5.5.3, une application linéaire £y ® --- ® Ej, — F' est la méme chose qu'une
application linéaire ¢ : V' — F qui s’annule sur les générateurs de W ; si ’'on note f ’application d’ensembles
Ey x --- x E, — F correspondant a ¢ (c.-a-d., f(x1,...,2p) = ¢(bs,,....x,)), la condition que ¢ s’annule
sur les générateurs (x,) de W équivaut alors & dire que f est linéaire par rapport a la g-éme variable. On
obtient ainsi que I'on a un isomorphisme d’espaces vectoriels :

~

LE @ QE, F) L(Ey,....E, F)
d) — ((I17 .. '7'Ip) — ¢(bz1,...,xp))-

D’autre part, tout ;7 € E; s’écrit de facon unique z; = 253:1 tl,jle]ll et donc, notant 7 la projection
V—>E ®- - ®E,, ona, daprés (¥1) :

(1)

dl dl
1
1 ® @y =T(be@-02,) = Z 1,5, (bey, wa,enzy) = Z tij €5, ®T2 Q-+ Q@ Tp
Jji=1 Jji=1
dq

donc écrivant x4 = > 27

tqdqe?q pour ¢ = 2,...,p et appliquant (*2), ..., (%), on obtient que :

— I P p
T Qxp = E , tigitpj, €5, @ @€,
j17"'7jp

ce qui montre que £ = F; ® --- ® F), est engendré par les d; - - - d,, vecteurs

1 ®...®e§’p

€1

ol jg € {1,...,dq} pour ¢ = 1,...,p, donc E est de dimension finie n < d; ---d,. Alors n est aussi la
dimension de l'espace dual E* = Z(E,k); or d’apres (1) appliqué & F = k, on a un isomorphisme de
k-espaces vectoriels

ZL(E k)~ Z(En,...,Epk)
et 'on a vu en 3.6.1 que dim Z(Fy, ..., Ey k) =di - - - dp. On obtient donc que

dim(Ey ®@---® Ep) =di---dp

et donc les d; - - - d), vecteurs e}l R ® e?p forment une base de F) ® --- ® E,. On a donc obtenu le :

Théoréme 3.7.1. — Soient E1, ..., E, des k-espaces vectoriels de dimension finie et, pour ¢ =1,...,p,

soit (ef,...,ed ) une base de Ey. Alors, pour tout k-espace vectoriel F', on a un isomorphisme de k-espaces
q

vectoriels

’Z(E1®~~-®EP,F)2$(E1,...,EP;F).‘

De plus, F1 ® --- @ E, est de dimension dy---d, et les vecteurs e}l R ® e?p,
{1,...,d,}, en forment une base.

ot chaque jq parcourt






CHAPITRE 4

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Résumé : Dans ce chapitre, on commence par des rappels sur les espaces propres et des critéres de
diagonalisabilité (4.1.8, 4.1.11 et 4.1.12). Puis, prenant C comme corps de base, on démontre les théorémes
de trigonalisation, de Cayley-Hamilton, et de décomposition en espaces caractéristiques.

Par ailleurs, des compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans des appendices a
la fin du chapitre. (on y démontre le théoréme de Bézout et le fait que le corps C est algébriquement clos).

4.1. Espaces propres et critéeres de diagonalisabilité

Définition 4.1.1 (Sous-espaces en somme directe). — Soient V' un k-espace vectoriel, E1,..., E,
des sous-espaces de V. (Ni V ni les E; ne sont supposés de dimension finie.)

(1) D’abord, on note Ey +---+ E,, (ou Y., E;) le sous-espace de V engendré par Ey U---U E,, ; c’est
I’ensemble de toutes les sommes

(%) 1+ -+ xy, avec x; € E;.
(2) On dit que les E; sont en somme directe si pour tous x1 € En, ..., x, € E,, 'égalité x1+-- -4z, =0
entraine r;1 = 0 = --- = x,,. Ceci équivaut a dire que tout élément = de Fy + --- + E,, s’écrit de facon

unique x = x1 + -+ + x, avec xr; € F;. Dans ce cas, £y + -+ E, est noté E1 ®---® E,, ou EB?:I FE;.
(3) Si chaque FE; est de dimension finie d;, et si % = (e1,...,eq,) est une base de Eq, et By =

(€dy+1y- -+ €dy+dy,) Une base de Ea, ... puis By, = (€dy4-+d, 1+1s---€dy++d,) une base de E,, la
condition précédente équivaut a dire que la famille .# = (e1,..., €4, +...4+d4, ) est une base de Eq +--- + E,,
et comme % engendre de toute facon Fy + --- + E,, ceci équivaut aussi a dire que

(%) dim(E; + -+ + E,) = dim(Ey) + -+ - + dim(E,).

Terminologie 4.1.2. — Si Eq, ..., E, sont en somme directe et si de plus F1 @ --- @ E,, égale V, alors
on dit que V est la somme directe des E;.

Remarques 4.1.3. — (1) Il résulte de la définition que E1, ..., E, sont en somme directe si et seulement
si, pour tout i = 1,...,n, ona:EiﬂZj#Ej =0.

(2) En particulier, si n = 2, alors E; et Es sont en somme directe si et seulement si F1 N Ey = (0).

(3) Attention! Si des sous-espaces sont en somme directe, leur somme n’est pas nécessairement égale
A 'espace tout entier : par exemple si E, F» sont deux droites distinctes dans R3, leur somme est directe,
et c’est un plan de R?, et non R? tout entier!

(4) Attention! Si n > 3, la condition E; N E; = {0} pour i # j n’entraine pas que la somme des E;
soit directe : par exemple si E1, Eo, E5 sont trois droites distinctes dans R?, elles vérifient E; N E; = {0}
pour i # j, mais leur somme n’est pas directe (car E; + Fa égale R? donc contient E3).

Définition 4.1.4 (Sous-espaces supplémentaires). — Soient V' un espace vectoriel, E, F' deux sous-
espaces de V. On dit que F et F sont des sous-espaces supplémentaires siV = E®F, c.-a-d., si ENF = (0)
et E+F=V.

Si V est de dimension finie, ceci équivaut & dire que ENF = (0) et dim(E) + dim(F) = dim(V).
Proposition 4.1.5. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie n. Tout sous-espace E de V' admet
un supplémentaire.

(O version du 15/06/2015
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Démonstration. Soit (e, ...,e,) une base de E, complétons-la en une base (e1,...,e,) de V et soit F’
le sous-espace de V' engendré par e,41,...,e,. Alors ENF ={0}et E+ F=V,doncV=E&F.

Ezxercice 4.1.6. — Soient V un espace vectoriel, E' (resp. F') un sous-espace de dimension finie m (resp.
n). Soit (v1,...,v,) une base de F N F, complétons-la en une base (e1,...,€mn—r,v1,...,0,) de E (resp.
(V15O f1y v oy frr) de F). Montrer que (e1,...,€m—pr, U1y, Vr, f1,-+., fn—r) €st une base de E+ F.
En déduire I'égalité dim(F + F) = dim(E) + dim(F) — dim(E N F).

Remarque 4.1.7. — Soient V un k-espace vectoriel et f une forme linéaire sur V' (cf. 1.1.1). Supposons
f # 0 et notons H = Ker(f). Comme f # 0, il existe v € V tel que f(v) # 0, et remplacant v par f(v)~ !,
on peut supposer f(v) = 1. Alors, pour tout w € V, on a f(w— f(w)v) =0, donc w— f(w)v € Ker(f) = H
et donc w s’écrit
w=h+ f(w) avec h=w— f(w)v € H,

d’ott V = H + kv. D’autre part, si tv € H alors 0 = f(tv) =t¢; on a donc HNkv = (0) et donc V = H @ kv,
i.e. H et la droite kv sont supplémentaires. On dit que H est un hyperplan de V; si V est de dimension
finie n, alors H est de dimension n — 1.

Un exemple tres important de sous-espaces en somme directe est celui des sous-espaces propres d’un
endomorphisme de V' ; rappelons-le ici.

Théoréme 4.1.8. — Soient V un k-espace vectoriel (pas nécessairement de dimension finie), u un k-
endomorphisme de V', et Ai,..., A\, des valeurs propres, deuxr a deux distinctes, de u. Pour i =1,...,r,
on note

E, =V, ={veV]ul) =A\v}
le sous-espace propre associé. Alors les Vi, sont en somme directe. (Mais bien sir, leur somme @2:1 Vi,
n’est pas nécessairement égale 6V ; si dim(V') < oo, c’est le cas si et seulement si u est diagonalisable.)

Démonstration. On va montrer par récurrence sur r I’assertion : (%,.) si l’on a une égalité x1 +- - -+z, = 0,
avec x; € Vy,, alors x1 =0 =--- = x,. Cest évident si » = 1, donc on peut supposer r > 2 et l’assertion
établie pour r — 1. Supposons qu’on ait une égalité z; + --- + x, = 0, avec x; € V),. En appliquant
I’endomorphisme u, d'une part, et en multipliant par \,., d’autre part, on obtient les égalités :

AT+ -+ N1+ A, =0
A1+ T + Az, =0

d’on1 par soustraction 1’égalité
(*) (>\1 - )\r)xl + -+ ()\rfl - )\r)l"r‘fl =0.

Chaque vecteur y; = (A; — A, )x; appartient a V), donc, d’aprés hypothese de récurrence (x,_1), 'égalité
(x) entraine y; = 0 pour tout ¢ = 1,...,7 — 1, et comme \; — A, # 0 ceci entraine z; = 0 pour tout
i =1,...,r — 1. Enfin, reportant ceci dans 1’égalité initiale 1 + --- + x, = 0, on obtient x, = 0. Ceci
montre que (%) est vérifiée, et la proposition est démontrée.

Exemples 4.1.9. — (1) Soit V = ¥°(R,R) le R-espace vectoriel des fonctions f : R — R de classe
C. Alors les fonctions fy : t — exp(At), pour A € R sont linéairement indépendantes, c.-a-d., quelques
soient n € N* et Ay,..., A, des réels deux a deux distincts, les fonctions fy,,..., f), sont linéairement
indépendantes. En effet, Popérateur de dérivation d : f — f’ est un endomorphisme de V (car f’ est C*°
si f Dest), et chaque fy est un vecteur propre de d pour la valeur propre A.

(2) Soit V' = R le R-espace vectoriel des suites réelles (uy, )nen. Alors, pour A € R, les suites géométrique
u(A), définies par u(\),, = A", sont linéairement indépendantes, c.-a-d., quelques soient n € N* et A1,..., A,
des réels deux & deux distincts, les suites u(A1),. .., u(A,) sont linéairement indépendantes. En effet, soit
D :V — V l'opérateur de décalage, défini par (D(u)), = un+1 (i.e. 'image par D de la suite (uo, u1, uz, - . .)
est la suite (u1,ug,us,...)); alors chaque u(\) est un vecteur propre de D pour la valeur propre \.

Définition 4.1.10 (Endomorphismes diagonalisables). — Soient V un k-espace vectoriel de dimen-
sion finie et w € Endy (V). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) V admet une base formée de vecteurs propres de u;

(ii) les vecteurs propres de u engendrent V' ;

(iii) la somme des espaces propres de u égale V' ;

(iv) V est la somme directe des espaces propres de u.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que u est diagonalisable.
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Démonstration. — En effet, il est clair que (iv) = (iii) < (ii) < (i), et (ii) = (i) car d’un systéme de
générateurs on peut extraire une base. Enfin (iii) = (iv) d’apres le théoréme précédent. O

Une condition suffisante de diagonalisabilité est donnée par la proposition ci-dessous. (Bien entendu,
cette condition n’est pas nécessaire : par exemple la matrice identité I,, (> 2) est diagonale et a toutes
ses valeurs propres égales & 11)

Proposition 4.1.11 (Valeurs propres distinctes). — Soit v € Endg(V) (dimg(V) =n). Si P,(X) a
n valeurs propres distinctes, alors u est diagonalisable.

Démonstration. — En effet, u possede alors n espaces propres distincts Vi,...,V,, qui sont en somme
directe d’apres le théoréme précédent. Alors le sous-espace E =V, @ --- @V, de V est de dimension

Y dimV; > n=dimV
i=1
donc égale V' (et de plus chaque V; est de dimension 1). O

Enfin, une CNS (condition nécessaire et suffisante) de diagonalisabilité est donnée par la :

Définition et proposition 4.1.12 (Multiplicités algébrique et géométrique d’une valeur propre)

Soient V' un C-espace vectoriel de dimension n, u € Endc(V), Ai,..., \. les racines (deur a deux
distinctes) de P, (X) dans C. D’une part, P,(X) se factorise

Pu(X) = (—1)"(X = A)™ o (X = A)™

ot, my; est la multiplicité de \; comme racine de P,(X). D’autre part, d’aprés 3.5.6, A1,..., . sont les
valeurs propres de u.

(1) On appelle multiplicité algébrique (resp. géométrique) de la valeur propre X\; sa multiplicité m;
comme racine de P, (X) (resp. la dimension n; de ’espace propre Vy, ).

(2) On a dimVy, < m; pour tout i.

(3) u est diagonalisable <= dim Vy, = m; pour tout i.
Démonstration. — (2) Pour tout i, soit €% une base de Vy,. Comme les espaces propres sont en somme

directe, la famille € = €1 U--- U %" est une famille libre, donc on peut la compléter en une base % de V.
Alors A = Matg(u) est de la forme suivante :

A1, 0 o 0 "

0 | oy, | - : *

A= 0 SUR OO BN
0 | A, | *

0 10 0 |B

ol B est une matrice carrée de taille p =n — (n; + - -- + n,.). En particulier, A est triangulaire par blocs.
Donc, d’apres 3.4.8, on a
T
Py(X) = dét(A - XT,) = Pp(X) [T (i — X)™.
i=1
Donc []i_;(\; — X)™ divise P,(X), d’ott n; < m; pour tout 4, ce qui prouve (2).
Si n; = m; pour tout i, alors le sous-espace F = @::1 Vy, est de dimension 22:1 m; = n, donc égale
V', donc u est diagonalisable. Réciproquement, si u est diagonalisable, il existe une base Z de V telle que

ML, | 0 -] 0
A =Matg(u) = 0 |deln,
0 | - [0 [ M

alors P,(X) =dét(A— X1I,) =[[_, (N — X)™ = (=1)" T, (X — \;))™, d’out n; = m; pour tout ¢. [

i

Donnons de plus une propriété remarquable des endomorphismes diagonalisables, qui sera utile par la
suite. Commencons par une définition :
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Définition 4.1.13 (Restriction de v & un sous-espace stable). — Soit v € Endg (V). On dit qu'un
sous-espace E de V est stable par u si u(E) C E. Dans ce cas, la restriction de u a E induit un endomor-
phisme de F, que l'on notera ug.

Théoréme 4.1.14 (Restriction d’un endomorphisme diagonalisable)

Soient V' un k-espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme diagonalisable de V', et E un
sous-espace de V' stable par u. Alors E admet une base formée de vecteurs propres de u, i.e. la restriction
up de uw a F est diagonalisable.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, il suffit de montrer que E est engendré par des
vecteurs propres de u. Comme u est diagonalisable, tout x € E s’écrit dans V comme une somme de
vecteurs propres :

() r=x1+ -+, avec x; €V, et p; # ujsiiF#j.

Montrons par récurrence sur r que pour tout x € E et toute écriture () comme ci-dessus, chaque z;
appartient & F (ce qui prouvera le théoreme). C’est OK pour r = 1, donc on peut supposer r > 2 et le
résultat démontré pour r» — 1. Appliquant v — p,-idy & () on obtient

r—1

o= (u— peidy)(x) =Y (s — pr)s

i=1

et ' € E puisque F est stable par u. Donc par hypothese de récurrence, (u; — pu,.)x; appartient & E pour
i=1,...,r — 1, donc x; y appartient aussi (puisque p; — p, # 0), et reportant ceci dans (f) on obtient
aussi x, € E. Ceci prouve le théoreme. O

Pour terminer ce paragraphe, donnons encore 1’exemple ci-dessous d’endomorphismes diagonalisables.

Rappels 4.1.15. — Soit k un corps. Sin-1x = 1 +- -+ 1 (n termes) est # 0 pour tout entier n > 0, on
dit que k est de caractéristique 0; c’est le cas par exemple pour Q, R, C. Sinon, le plus petit entier p > 0 tel
que p- 1 = 0 est nécessairement un nombre premier (car si p = rs avec r, s > 1, I'égalité 0 = (- 11)(s- 11)
entraine que r- 15 = 0 ou s-1; = 0, disons r-1; = 0, mais alors la minimalité de p entraine que r = p) ; dans
ce cas on dit que k est de caractéristique p. D’autre part, si V' est un k-espace vectoriel et p € Endy(V),
rappelons qu’on dit que p est un projecteur si p?> = p o p est égal a p.

Proposition 4.1.16 (Symétries). — Soient k un corps de caractéristique # 2 (par exemple, k = Q,R
ou C), V un k-espace vectoriel de dimensionn, et s € Endy (V) tel que s*> = idy. Alors s est diagonalisable ;
plus précisément, soient

idy +s idy —s
P+ =—7F— p—=—7" Vi =Im(ps).
2 2
Alors py et p_ sont des projecteurs et l'on a :
V=VioV_ et Ve e Vi, s(zr) =+

Done, si s # +idy, alors Vi et V_ sont non nuls, et Vi est l’espace propre associé a la valeur propre £1 ;
dans ce cas, s est la symétrie par rapport a Vi parallélement a V_.

Démonstration. — On a pi =p,pt =p_etp_ =idy —py dott pyp. =0 =p_p,, donc p; et p_
sont des projecteurs et 'on a V =V, @ V_. De plus, si € Vi, on voit aussitot que s(x) = +z, d’ott la

proposition. O
Remarque 4.1.16.1. — Attention, si k est de caractéristique 2, c.-a-d., si 2 = 0 dans k (par exemple, si
k est le corps a deux éléments Fy = Z/27Z), la matrice A = (1) 1 € My (k) vérifie A% = (1) ? =1

mais A n’est pas diagonalisable : en effet sa seule valeur propre est 1, donc si A était diagonalisable on
aurait A = I, ce qui n’est pas le cas.
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4.2. Trigonalisation

Définition 4.2.1 (Endomorphismes trigonalisables). — Soit u € Endg (V) (dimg(V) = n). On dit
que u est trigonalisable s'il existe une base # de V dans laquelle la matrice A = Matg(u) est triangulaire,
disons supérieure. (1)

Dans ce cas, soient A1, ..., A\, les coefficients diagonaux, et soit X une indéterminée. Alors, d’apres 3.4.8,

on a
n

Py(X) = dét(A — XT,,) = [J(\ = X)
i=1
donc Aqp,..., A\, sont les n racines (comptées avec multiplicités) du polynéme caractéristique P,(X). On
voit donc qu’une condition nécessaire pour que w soit trigonalisable est que P, (X) ait toutes ses racines
dans k. Ceci conduit a la définition suivante :

Définition 4.2.2 (Polyndémes scindés, corps algébriquement clos)
Soient k un corps et P € k[X] un polynéme de degré n > 1.

(1) On dit que P est scindé dans k[X] s’il admet n racines Ay, ..., A, dans k (comptées avec multipli-
cités), c.-a-d., si P se factorise dans k[X] en produit de facteurs de degré 1 :

P=a(X - A1) (X = An)
(on a est le coefficient dominant de P).

(2) On dit que k est algébriquement clos si tout polynéme P € k[X] de degré > 1 est scindé. Par
exemple, on sait que C est algébriquement clos (une démonstration est donnée dans un appendice a ce
chapitre).

Pour simplifier ’exposition, on suppose dans la suite de ce paragraphe 4.2 que k = C. (Mais tous les
résultats, a 'exception du corollaire 4.3.11, sont valables sur un corps algébriquement clos arbitraire [et le
corollaire 4.3.11 est valable pour tout corps algébriquement clos de caractéristique 0]).

Théoréme 4.2.3 (Trigonalisation). — (1) Soient V' un C-espace vectoriel de dimension n et u €
Endc (V). Il existe une base € de V telle que Matg (u) soit triangulaire supérieure (les coefficients diago-
naux A1, ..., \p, sont alors les racines, comptées avec multiplicité, de P,(X) dans C).

En termes matriciels : toute matrice A € M, (C) est semblable & une matrice triangulaire, i.e. il existe
P € GL,(C) telle que P~Y1AP soit triangulaire.

(2) Plus généralement, soient k un corps, V un k-espace vectoriel de dimension n et u € Endg(V);
on suppose que P, (X) est scindé, i.e. qu’il a n racines A, ..., A, (pas nécessairement distinctes) dans k.
Alors il existe une base B de V' dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure, les coefficients
diagonaux étant alors Ai,..., \,.

En termes matriciels : si le polynome caractéristique de A € M, (k) a toutes ses racines dans k, alors
A est semblable a une matrice triangulaire, i.e. il exviste P € GL, (k) telle que P~ AP soit triangulaire.

Démonstration. — (1) On procede par récurrence sur n = dim(V'). Il n’y a rien & montrer si n = 1, donc on
peut supposer n > 2 et le théoreme démontré pour n—1. Soient % une base arbitraire de V et A = Matg(u).
Considérons la matrice B = A. Comme C est algébriquement clos, le polyndéme caractéristique de B a au

tq
moins une racine A dans C donc, d’apres 3.5.6, il existe un vecteur 7= | @ [ # 0 tel que "AT = BT = AT
tn
Prenant la transposée de cette égalité, on obtient :
(*) )\(tla s atn) = (tla s atn) t(tA) = (tla s 7tn)A
D’apres 1.3.2, le sous-espace H de V' défini par I'équation t1x1 + - - - + t,x, = 0, i.e. le sous-espace de V'
X1 €
formé des vecteurs colonnes X = | : | tels que (t1,...,,)X = (t1,...,t,) | ¢ | =0, est de dimension
In Tn
n — 1. Pour tout X € H, on a, d’apreés (*) :
(t1, .. tn)AX = A(t1,...,t,)X =0,
—_———
=0
(DS la matrice de u dans une base (v1,...,vn) est triangulaire supérieure, alors la matrice dans la base (vn,...,v1) est

triangulaire inférieure, et vice-versa, donc on pourrait dans la définition remplacer le mot « supérieure » par « inférieure ».
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donc AX € H. Comme AX représente dans la base % le vecteur u(X), ceci montre que H est stable par
u. Comme dim H = n — 1, alors par hypotheése de récurrence il existe une base ¢’ de H telle Mate: (ugr)
soit triangulaire supérieure. Choisissons arbitrairement w € V — H, alors la famille ¥ = ¢’ U {w} est libre,
donc est une base de V, et Maty (u) est de la forme :

a1 aie ot A1p-1 a1,n
a a e Qe
0 azas - azn1 | G2n 11 12 Ln—1
n—
, . . . . . 0 a2 -+ agn-1
A = : - - : : ou Mate: (ug) =
0 Gpn—1,n—1 | An—1,n : ’
0 0 Ap—1,n—1
0 0 | ann

donc triangulaire supérieure. Enfin, on a déja noté en 4.2.1 que, dans ce cas, les coefficients diagonaux sont
les racines (comptées avec multiplicité) de P,(X) dans C. Ceci prouve (1).

Prouvons l'assertion plus générale (2), i.e. k est un corps arbitraire et Pon suppose que P = P, (X) a n
racines Aq, ..., A, (pas nécessairement distinctes) dans k. On procede par récurrence sur n = dim(V). Il
n’y a rien & montrer si n = 1, donc on peut supposer n > 2 et le théoréme démontré pour n — 1. Soit £
une base arbitraire de V' et soient A = Matg(u) et B ="'A. Comme

YA - XI,) =B - XI,
alors Pp(X) = P4(X) = P,(X) = P, donc A = A est racine de Pp(X), donc valeur propre de B (cf. 3.5.6).

ty
Il existe donc un vecteur T'= | : | # 0 tel que tAT = BT = A\T. Prenant la transposée de cette égalité,
128
on obtient :
(%) At1,oootn) = (B, tn) FPA) = (t1, ..o, tn) A
D’apres 1.3.2, le sous-espace H de V' défini par I’équation t121 + - - - + t,x, = 0, i.e. le sous-espace de V
X1 X1
formé des vecteurs colonnes X = | : | tels que (t1,...,¢,)X = (t1,...,t,) | ¢ | =0, est de dimension
Tn Tn

n — 1. Pour tout X € H, on a, d’aprés (*) :
(t1y. oy tn)AX = A(t1,...,tn) X =0,

donc AX € H. Comme AX représente dans la base % le vecteur u(X), ceci montre que H est stable par

u. Soient By une base de H et w € V — H, alors la famille 2 = % U {w} est libre, donc est une base de
V. Soient up la restriction de u a H et A" = Matzg,, (uy) € M,,_1(k); alors Mat z(u) est de la forme :

) ;1:( A Y)
Ol,n—l w

oup€k,Y e M,_i1(k) est une matrice colonne, et 01,—1 est la matrice ligne (0,...,0).

Ceci entraine que Py (X)(p — X) = P7(X) = Py(X). Il en résulte que p est I'une des racines de P,
disons A;, et que Pa/(X) est le produit, pour j # ¢, des (A\; — X); en particulier, Pa/(X) a toutes ses
racines dans k. (En fait, on peut montrer que = A\ = A1, voir plus bas). Comme dim H = n — 1, alors
par hypothese de récurrence il existe une base ¢’ de H telle Mate (up) soit triangulaire supérieure (avec
les \j, pour j # i, comme termes diagonaux). Alors ¢ = ¢’ U {w} est une base de V, et Mate (u) est de
la forme :

ai1 ai2 - a1,n—1 a1,n
0 agg - a2 n-1 ag.n ai1  aiz2 a1,n—1
, ) . ) ) ) . 0 a2 -+ agn-1
A = : .. .. : : ou . . . . :Mat%/(uH),
0 p—1,,n—1 | Gpn—1n ’ ’
0 e 0 Ap—1,n—-1
0 0 ‘ I '

donc triangulaire supérieure. Enfin, on a déja noté en 4.2.1 que, dans ce cas, les coefficients diagonaux sont
les racines (comptées avec multiplicité) de P,(X) dans k. Le théoréme est démontré.
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Remarquons enfin que i = X. En effet, YA est la matrice de I’endomorphisme tu : V* — V*, ¢+ ¢pou,
et le vecteur T' obtenu au début de la démonstration correspond donc a une forme linéaire f € V* telle
que

fou=(u)(f)= A/
De plus, on a H = Ker(f) et puisque w ¢ H alors le scalaire z = f(w) est # 0. On a u(w) = pw + y, avec
y € H et donc

(1) flu(w)) = flpw +y) = pf(w).

D’autre part,

(1) fu(w)) = (fou)(w) = (Af)(w) = Af(w),

et comme f(w) # 0 la comparaison de (1) et (1) donne p = A. O

Corollaire 4.2.4 (Déterminant (resp. trace) = produit (resp. somme) des valeurs propres)
Soient A € M,(C) et \1,..., A\, les n racines dans C (comptées avec multiplicité) du polynome carac-

téristique Pa(X). Alors|dét(A) = A -+~ An | et | Tr(4) = A+ + A |

Démonstration. — D’apres le théoréme 4.2.3, il existe P € GL,(C) telle que A’ = P~' AP soit triangulaire ;
notons Aq,..., A, ses coefficients diagonaux, alors
Py(X) =] — X), dét(A) = Ay A, Te(A) = A+ + A
i=1
D’autre part, d’apres le théoréme 3.5.2, A’ et A ont méme polyndme caractéristique, méme déterminant et
méme trace. Alors Aq,..., A, sont les racines de Pa/(X) = P4(X) et U'on a dét(A4) = dét(A') = A1 -+ A\,
et Tr(A) =Tr(A) =X 1+ + A\ O

4.3. Polynomes d’endomorphismes et applications

Définition 4.3.1 (Polynémes d’endomorphismes ou de matrices). — Soit Q = ap + a1 X +--- +
aqX? un polynéme & coefficients dans k.
(1) Soient V un k-espace vectoriel et u € Endg (V). On pose

Q(U) = Qo idv +aiu+---+ adud

otl, bien siir, u’ désigne wo ---owu (i fois); alors Q(u) est un élément de Endy(V), qu'on appelle un
« polynoéme en u ». On vérifie aussitdt que si R € k[X] est un second polynome, alors

Q(u) o R(u) = (QR)(u) = (RQ)(u) = R(u) o Q(u);

en particulier, « les polynémes en u commutent entre eux ». Done, application ¢ : k[X] — Endg(V),
Q — Q(u), est un homomorphisme de k-algébres, c.-a-d., ¢ est linéaire, envoie 1 € k[X] sur idy et vérifie
?(QR) = $(Q)(R).

(2) De méme, si A € M, (k), on note Q(A) la matrice agl, + a1 A + -+ + agA?. Si R € k[X] est un
second polynéme, alors

Q(A)R(A) = (QR)(A) = (RQ)(A) = R(A)Q(A);

en particulier, « les polynomes en A commutent entre eux ». De plus, si dim(V) = n et si A est la matrice
de u dans une base A, alors la matrice dans & de Q(u) est Q(A).

Remarque 4.3.1.1. — Soit u € Endg (V). Si v € V est un vecteur propre de u pour la valeur propre A,
alors

u?(v) = u(u(v)) = u(\) = Mu(v) = A\2v
et 'on montre ainsi, par récurrence sur i, que u‘(v) = A\v pour tout i € N* (et aussi pour i = 0, avec la
convention 4’ = idy et A\Y = 1). On en déduit le lemme suivant.

Lemme 4.3.2. — Soient u € Endi(V) et v € V un vecteur propre pour une valeur propre X € k. Alors,
pour tout Q € k[X] on a Q(u)(v) = Q(A)v.
En particulier, si Q(u) =0, alors X est une racine de Q.

Théoréme 4.3.3 (Théoréme de Cayley-Hamilton). — Soit V' un C-espace vectoriel de dimension
n, et soient u € Endc(V) et Py,(X) son polynéme caractéristique. Alors l'endomorphisme P, (u) est nul,
c.-a-d. : « u est annulé par son polynéme caractéristique ».
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Démonstration. — On a P, (X) = (=1)"T]/_, (X — X\;), ott A1,..., A, sont les n racines (comptées avec
multiplicité) de P,(X) dans C. D’apres le théoréme 4.2.3, il existe une base & = (f1,..., fn) de V dans
laquelle la matrice de w est triangulaire supérieure, avec \q,..., A\, sur la diagonale. Ceci équivaut a dire
que, pour tout ¢ = 1,...,n, le sous-espace F; de V engendré par fi,...,f; est stable par u et, plus
précisément, que l'on a, pour i =1,...,n:

(u—Niidy)(F;) € Fi_q,

avec la convention Fy = {0}. Comme F,, =V, on déduit des inclusions ci-dessus que (u — A, idy)(V) C
F,_1, puis que (u— A\,—1idy)(u — A\, idy )(V) C F,,_9, etc., d’ou finalement :

(uw—Aridy) - (u— A idy ) (V) C Fy = {0}.
Ceci montre que (—1)"P,(u) =0, d’ot P,(u) = 0. -

Corollaire 4.3.4 (Cayley-Hamilton pour k C C). — Soient k un sous-corps de C (par exemple k =
R) et V' un k-espace vectoriel de dimension n, et soient u € Endi(V) et P,(X) son polynéme caractéris-
tique. Alors P,(u) =0

Démonstration. — Soient % une base de V et A = Matg(u) € M, (k). D’une part, P,(X) = Pa(X),
notons P ce polynéme. D’autre part, comme k¥ C C, on peut considérer A comme élément de M, (C),
donc d’apres Cayley-Hamilton on a P(A) = 0. Or P(A) est la matrice dans la base % de P(u), d’ou
P(u) =0. O

Définition 4.3.5 (Espaces caractéristiques). — Soient V un C-espace vectoriel de dimension n, u €
Endc(V), A € C une valeur propre de u, et m sa multiplicité algébrique (i.e. sa multiplicité comme racine
de P,(X)). On pose
Viu = Ker ((uw—Nidy)™)

et on I'appelle lespace caractéristique associé a p; il est stable par u (car il est stable par u — Aidy donc
aussi par v = (u — Aidy) + Aidy ). Notons aussi que V{,,) contient I’espace propre V,, = Ker(u — Aidy ).

. , . 9 . 0 1\ .
Exemple 4.3.6. — Si u est 'endomorphisme de C* de matrice 0 0 (i.e. , u(ez) = e1 et u(e;) = 0),
alors P,(X) = X? a 0 comme unique racine. D’aprés Cayley-Hamilton (ou par un calcul direct), on a
u? = 0, donc Vo) = C? tandis que Vy = Ker(u) = Ce;.

Afin de démontrer plus bas un théoréeme sur les espaces caractéristiques, on aura besoin du théoreme
ci-dessous, que les étudiants de 2M220 ont déja vu (une démonstration est donnée en appendice & la fin
de ce chapitre).

Théoréme 4.3.7 (Théoréeme de Bézout). — Soient Pi,...,P, € C[X] des polyndmes sans racine
commune. Alors il existe des polynémes Sy, ..., S, € C[X] tels que PSy + ---+ P.S, = 1.

Théoréme 4.3.8 (Décomposition en espaces caractéristiques). — Soient V' un C-espace vectoriel
de dimension n et u € Endc (V). Ecrivons Py(X) = (=1)" i1 (X — X\;)™, ot Ay, ..., A sont les valeurs

i
propres, deux & deux distinctes, de u et m; est la multiplicité algébrique de N\;. Alors :
(1) V est la somme directe des espaces caractéristiques Vix,y, ..., Vir,)-

(2) On a dimV{y,) = m; pour tout i.

Démonstration. — Pour tout 7, posons
Pi= (=0 JJ(x = x)m.
J#i
Alors Py,...,P. € C[X] sont sans racines communes, donc d’apres le théoréme de Bézout il existe des

polynémes Sy, ..., S, € C[X] tels que P; Sy + - -+ + P.S, = 1. Prenant les polynémes en u correspondants,
on obtient :

P(u)S1(u) + -+ + Pr(u)Sy(u) = idy
Donc, pour tout v € V, on a :
(%) v=Pi(u)(z1) + -+ Pr(u)(z,), ou z; = Si(u)(v).
D’autre part, d’apres Cayley-Hamilton, P,(u) = 0; comme de plus P,(X) = (X — \;)™ P;(X) alors
(u— A idy)™ (Pi(u)(z;)) = Pu(u)(z;) =0, pour tout 4.
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Ceci montre que chaque v; = P;(u)(z;) appartient a I'espace caractéristique V{y,) = Ker ((u — A;idy)™) ;
par conséquent, 1'égalité (x) montre déja que V =37, Viy,).
Reste a montrer que la somme des V{,,) est directe : supposons qu’on ait une égalité

vt =0, avec  v; € Vi)
et montrons que chaque v; est nul. Fixons un indice %, alors v; = — Y i Vj appartient a Viy,) N > i V)
donc est annulé par (u — A;idy)™ et par Pi(u) = (=1)" [[,;(u — A;idy)™7. Or, les polynomes Q;(X) =
(X — )™ et P;(X) n’ont pas de racines communes donc, d’apres Bézout, il existe R, T € C[X] tels que
RP;+TQ; =1. Alors idy = R(u) P;(u) + T'(u)Q;(u), d’ou

v; = idy (v;) = R(u) Pi(u)(vi) +T'(u) Qi(u)(vi) = 0.
S——— ———
-0 =0

Ceci montre que la somme des V,,) est directe, et acheve la démonstration de I'assertion (1).

Enfin, pour tout i, soit d; = dim V{y,), soit u; la restriction de u a V{y,) et soit %; une base de dim V{,,).
Alors =%, U---U %A, est une base de V et, notant A; = Matg, (u;), on a :

A 0 0
0 | A, - -
1) Mat g (u) = dott Py(X) =[] Pu.(X).
: . 10 i=1
o |..- 0 | A,

D’autre part, si 4 est une valeur propre de u; et x # 0 un vecteur propre associé, on a (u; — A; idy)(z) =
(p—Xi)z, ol (u; —A;idy )P (x) = (p—A;)Px pour tout p € N*. Or (u; —A;idy)™ =0, d’out (u—A;)™z =0
et donc = \;. Ceci montre que \; est la seule valeur propre de u;, d’'ott P,,(X) = (—1)% (X — \;)%.
D’apreés (t), on obtient donc que

T

Py(X) = (=1 TJ(x =A%

i=1
d’on I’égalité d; = m; pour tout i. Le théoreme est démontré. O
Remarque 4.3.9. — On conserve les notations précédentes. En fait, chaque espace caractéristique V{y,)

est ’ensemble de tous les v € V qui sont annulés par une certaine puissance de (u — A;idy ), i.e. on a
I’égalité

Viay ={v €V | 3p € N* tel que (u — A;idy )P (v) = 0}.
En effet, I'inclusion C est claire, prouvons la réciproque. Quitte a renuméroter les JA;, il suffit de le faire
pour A;. Supposons que (u—A; idy)?(v) = 0. On peut écrire v = vy +vo +- - - +v,, avec v; € V). Comme
chaque V; = V(y,) est stable par u donc aussi par v — A1 idy, I'égalité

0= (u—=Aidv)?(v) = (u=Aridy)”(v1) + - - + (u = A idv )" (v;)

jointe au fait que les V; sont en somme directe, entraine que (u—A; idy )P (v;) = 0 pour tout . Or on a vu que
la restriction u; de u & V; a pour polynéme caractéristique (\; — X)™i, donc dét(u; — Ay idy;) = (A; — )™
est non nul lorsque i # 1, donc P'égalité (u — A; idy )P (v;) = 0 entraine v; = 0 pour i # 1. Donc v égale vy
et appartient donc a V().

Remarquons aussi qu'une démonstration analogue (et en fait, plus simple) donne la :

Proposition 4.3.10 (Polynémes sans racines multiples). — Soient V un C-espace vectoriel de di-
mension n et u € Endc (V). On suppose que Q(u) =0, ot Q € C[X] un polynéme de degré d > 1 ayant d
racines distinctes dans C. Alors u est diagonalisable.

Démonstration. — Par hypothese, on a Q(X) = CH?ZI(X — @ ), ol ¢ € C* est le coefficient dominant de

@, et a,...,aq € C sont deux a deux distincts. Pour tout ¢, posons
Pi = CH(X - Oéj).
J#i
Alors Py,...,P; € C[X] sont sans racines communes donc, d’apres le théoréme de Bézout il existe des

polynémes Sy, ...,Sy € C[X] tels que P1S; + - - -+ P3S4 = 1. Prenant les polynémes en u correspondants,
on obtient :

Py(u)S1(u) + -+ -+ Py(u)Sq(u) = idy
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Donc, pour tout v € V, on a :
(%) v=Pi(u)(z1) + -+ Py(u)(zq), ou z; = Si(u)(v).
Par hypothese, Q(u) est 'endomorphisme nul; comme de plus Q(X) = (X — a;)P;(X) alors
(u— g idv) (Pi(u)(2:)) = Q(u)(x;) = 0,
pour tout i. Ceci montre que chaque v; = P;(u)(x;) appartient & Ker(u — «; idy ) ; par conséquent I’égalité
(x) montre que V est la somme des espaces Ker(u — a; idy ).
Or, ceux de ces espaces qui sont non nuls sont des espaces propres de u, donc sont en somme directe

(cf. 4.1.8). Donc, notant I le sous-ensemble de {1,...,d} formé des i tels que Ker(u — «; idy) # {0}, on
O

obtient que V = @ie 1 Vs ce qui montre que v est diagonalisable.

Corollaire 4.3.11 (Automorphismes d’ordre fini de C"). — Soient V un C-espace vectoriel de di-
mension n et u € Endc(V) tel que u? = idy pour un entier d > 1 (dans ce cas, on dit que u est un

automorphisme d’ordre fini). Alors u est diagonalisable (et ses valeurs propres sont des racines d-émes de
lunité).

2irm
Démonstration. — En effet, le polynome X% — 1 a d racines distinctes dans C, & savoir exp( 7 ) =
2irT 2irT
cos( )+iSin(T) pour r =0,1,...d — 1. 0
Ezercice 4.3.12. — Soit p un projecteur, c’est & dire un endomorphisme vérifiant p?> = p. Trouver

un polynome annulé par p. En déduire que les valeurs propres de P sont 0 et 1 et montrer que p est
diagonalisable. Vérifier que ’espace propre V; est 'image de p.
On dit que p est le projecteur sur Vi parallelement a Vj.

4.4. Appendice () : somme directe externe d’espaces vectoriels

Définition 4.4.1 (Sommes directes). — Soient V1, ..., V,, des k-espaces vectoriels. L’ensemble produit
Vix.-- XVn:{(’Ul,...,’Un) |U¢€Vi}

est muni d’une structure d’espace vectoriel définie « composante par composante, c.-a-d., ¢t - (v1,...,v,) =

(t-vi,...,t-vp) et (v, 0n) + (V],...,00) = (v +0],..., 0 +0)).

On Pappelle la somme directe (externe) des V; et on le note

Vie---aV, ou @V;.
i=1

De méme, un n-uplet (vq,...,v,) (avec v; € V;) est aussi noté vy + -+ -+ v, ou Y., v;, c.-a-d., on identifie
Pélément v; € V; au n-uplet (0,...,0,v;,0,...,0) (ol v; est & la i-eme place).

Supposons que %1 = (eq,...,eq,) soit une base de Vi, puis B2 = (€4, +1,- - -, €d,+d,) une base de Va,
... pWS By, = (€dy+-tdn 1+1s-- -+ €dy+td,) Une base de V,,. Alors tout élément v de @;_, Vi s’écrit de

facon unique

v=tier+ ot ld€dy + oot ldybebdy 1 +1€da o bdn 41 T R dy €y tdy,

V1 Un

avec les t; dans k, d’ott 'on déduit que la réunion disjointe des %; est une base de @;_, V. Par conséquent,
on a la formule :

() (@}, Vi) = dy + -+ dy = X1, dim(V5).|

Remarque 4.4.2. — Supposons maintenant que Fj, ..., F, soient des sous-espaces d’un k-espace vecto-
riel V. D’une part, on note Ej + - - - + F,, le sous-espace de V' engendré par F; U---U E, ; c’est I’ensemble
de toutes les sommes

(%) 1+ -+ xy, avec x; € F;.

D’autre part, on peut former, la somme directe externe S = FE1&- - @ E, des E; ; ce n’est pas un sous-espace
de V', mais on a une application linéaire naturelle

c:E1®---®E, =V, (1,...,zp) = 1+ + @y

dont I'image est le sous-espace Fq + - -+ + E, de V, et le noyau est le sous-espace de S formé des n-uplets
(1,...,2p) tels que 1 + - -+, = 0.
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On voit donc que Ker(o) = (0) si et seulement si les sous-espaces Ey, ..., E, sont en somme directe
dans V', et dans ce cas ¢ est un isomorphisme de la somme directe externe S sur le sous-espace de V' noté
Ei1®---®FE, en 4.1.1. Ceci justifie I'usage de la notation E; & --- @ E, dans les deux cas. D’autre part,
pour des espaces vectoriels arbitraires F1, ..., E,, la somme directe « externe » F1 & --- @ E,, sera appelée
simplement « somme directe ».

4.5. Appendice (}) : division euclidienne dans C[X]| et théoréme de Bézout

Théoréme 4.5.1 (Division euclidienne dans k[X]). — Soit k un corps et soit P € k[X] un polynéme
de degré d > 1. Pour tout F € k[X], il existe un unique couple (Q, R) d’éléments de k[X] tel que

F=PQ+R, et R =0 ou bien deg(R) < deg(P).

On appelle @ (resp. R) le quotient (resp. le reste) de la division euclidienne de F par P.

Démonstration. — Montrons lexistence de (@, R) en procédant par récurrence sur deg(F). Si F' = 0 ou
si deg(F) < d = deg(P), on prend Q = 0 et R = F. Soit n > d et supposons 'existence établie pour les
degrés < n. Soit F' de degré n. Notons a le coefficient dominant de F et ¢ celui de P. Alors ac™ ' X" 4P
est de degré n et de coefficient dominant a, donc F — ac ! X"~ P est de degré < n. Par hypotheése de
récurrence, il existe @, R € k[X] tels que

F —ac X" 4P =PQ+R, et R =0 ou bien deg(R) < deg(P).

Alors F = P(Q + ac ' X"~%) + R, ce qui prouve le résultat d’existence.
Montrons 'unicité : si @)1, Ry vérifie les mémes conditions, les égalités PQ+ R = F' = PQ; + Ry donnent

P(Q—- Q1) =R —R.

Si Q — Q1 était # 0 alors P(Q — Q1) serait de degré d + deg(Q — Q1) > d. Or, Ry — R est nul ou de degré
< d. Donc nécessairement @ — @1 = 0, d’ou R —R =0, d’ou Q = @1 et R = R;. Ceci prouve 'unicité. [

Définitions 4.5.2. — 1) Soit I un sous-ensemble de k[X]. On dit que I est un idéal de k[X] si c’est un
sous-espace vectoriel et si, pour tout P € I et S € k[X], on a SP € I.

2) Soient Py, ..., P. € k[X]. Alors ’ensemble I des sommes S1P; + - - + S, P, est un idéal de k[X], et
c’est le plus petit idéal de k[X] contenant P, ..., P.. En effet, toute combinaison linéaire de telles sommes
est encore une somme de ce type, donc I est un sous-espace vectoriel de k[X]; de plus, pour tout S € k[X],
S(S1PL+ -+ S.P.) =SSP, + -+ SS.P. est encore une somme de ce type, donc I est un idéal.
Réciproquement, tout idéal J contenant Pi,..., P, contient toute les sommes S1P; + --- + S,.P,, donc
contient I.

On dit que I est I'idéal engendré par Pi,...,P. et on le note (Py,..., P,).

3) On dit qu'un idéal I de k[X] est principal §’il peut étre engendré par un seul élément, c.-a-d., s’il
existe P € I tel que I = {SP | S € k[X]} = (P).

Théoréme 4.5.8. — Soit k un corps. Tout idéal I de k[X] est principal. Plus précisément, si I est un
idéal non nul de k[X], il existe un unique polynome unitaire P € I tel que I = (P).

Démonstration. — Si I est I'idéal nul {0}, il est engendré par le polynéme nul 0. Donc on peut supposer
I # {0}. Dans ce cas, I’ensemble {deg(Q) | @ € I — {0}} est un sous-ensemble non-vide de N, donc admet
un plus petit élément d. Soit P € I — {0} tel que deg(P) = d; quitte & remplacer P par a~!P, ol a est le
coefficient dominant de P, on peut supposer P unitaire.

Soit F' un élément arbitraire de I, d’apres le théoreme 4.5.1, on peut écrire F' = PQ + R, avec R = 0
ou bien deg(R) < deg(P) = d. Comme I est un idéal, alors PQ € I et donc R = F — PQ appartient & I.
Si on avait R # 0, ce serait un élément non nul de I de degré < d, contredisant la minimalité de d. Donc
R =0 et donc F = PQ. Il en résulte que I = {PQ | Q € k[X]} = (P), i.e. I est principal, engendré par
le polynome unitaire P. De plus, P est unique. En effet, si P; est un second polyndome unitaire tel que
I = (Py), alors il existe Q, Q1 € k[X] tels que P = PQ et P = P1Q;. Il en résulte que Q et Q1 sont de
degré zéro, donc des éléments de k, et comme P et P; sont unitaires, I’égalité P, = PQ entraine @ = 1
d’ou P, = P. O

Théoréme 4.5.4 (Théoréme de Bézout). — Soient Py,...,P. € C[X] des polynémes non nuls, sans
racine commune. Alors il existe Si,...,S, € C[X] tels que S1 Py + ---+ S, P, = 1.
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Démonstration. — Soit I 'idéal de C[X] engendré par Py, ..., P,.. D’une part, c’est ensemble des sommes
S1P+ -+ S.P. =1, avec Sy,...S, € C[X]. D’autre part, on sait que c’est un idéal principal non nul,
engendré par un certain polynéme D # 0.

D’une part, comme D € [ = (Py,...,P,), il existe T1,...,T, € C[X] tels que Ty P, + -+ TP, = D.
D’autre part, comme P; € I = (D), alors chaque P; égale D@;, pour un certain @Q; € k[X]. Or, C est
algébriquement clos (cf. paragraphe suivant), donc si D était non constant il aurait une racine a € C, et
alors « serait une racine commune & tous les P; (puisque P; = DQ);), contredisant ’hypothése. Donc D
est un polynéme constant non nul, i.e. un élément z € C*. Alors remplacant T; par S; = 2T}, on obtient
I’égalité voulue S1 P, +---+ S, P. = 1. O

Définition 4.5.5 (Polynéme minimal d’un endomorphisme). — Soient k& un sous-corps de C (par
exemple k£ = R), V un k-espace vectoriel de dimension finie et v € Endy (V). Alors I, = {Q € k[X] |
Q(u) = 0} est un idéal de k[X], non nul puisque P, (X) € I, d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton.
Donc, d’apres le théoréme 4.5.3, il existe un unique polyndéme unitaire M, tel que I, = (M,,), c.-a-d., M,
annule u et tout polyndéme () annulant u est un multiple de M,. On dit que M, est le polynome minimal
de u.

Proposition 4.5.6. — Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie et soit w € Endc (V). Alors u est
diagonalisable < M, a des racines simples.

Démonstration. — = Si u est diagonalisable, alors V' est la somme directe des espaces propres V; = Vj,,
pour i = 1,...,7. Comme u — \;idy est nul sur V;, alors []/_;(u — \;idy) est nul, donc M, divise le
polynéome P = [[;_, (X — X;idy) qui n’a que des racines simples, donc il en est de méme de M,,. (En fait,
on a M, = P car chaque produit partiel [];_,(u — A;idv) est non nul sur V;.)

< Si M, a des racines simples, alors u est diagonalisable d’apres la proposition 4.3.10 (qui utilise le
théoréme de Bézout). O

4.6. Appendice (}) : C est algébriquement clos

Théoréme 4.6.1. — C est algébriquement clos, c.-a-d., tout polynéme P € C[X] de degré n > 1 se
factorise en produit de facteurs de degré 1, i.e. P = a(X — A1) ... (X —\,), ot a est le coefficient dominant
de P.

Démonstration. — Remarquons d’abord qu’il suffit de montrer ’assertion suivante :
(%) Tout P € C[X] non constant admet une racine dans C.

En effet, supposons (x) établie et montrons par récurrence sur n que tout P € C[X] de degré n > 1 se
factorise comme indiqué dans le théoreme. C’est évident pour n = 1, donc on peut supposer n > 2 et le
résultat établi pour n — 1. Soit P de degré n et de coefficient dominant a. D’apreés (x), P a au moins une
racine A\; dans C. Faisant la division euclidienne de P par X — A1, on peut écrire

P=(X—-XM\)P+R, avec R =0 ou bien deg(R) < 1.
Donc R = 0 ou bien R est une constante ¢ # 0. Or, évaluant 1’égalité ci-dessus en X = A1, on trouve
R(M\) = P(A\) = 0, donc nécessairement R = 0. Donc P = (X — A1) Py, avec Py non nul, de degré n — 1
et de coefficient dominant a. Par hypothese de récurrence, P; se factorise en Py = a(X — A2) ... (X — \p),
et donc P = (X — A1) Py égale a(X — A1)...(X — A,). Ceci montre que le théoréme découle de I’assertion

(%)-

Démontrons maintenant I’assertion (x). Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 1. Sans perte de
généralité, on peut supposer P unitaire, i.e. de coefficient dominant égal a 1. Ecrivons

P=X"+a,; X" '4+... 4a,.

Raisonnons par ’absurde et supposons que P ne s’annule pas sur C. Alors, en particulier, a,, # 0. Notons
| - | la norme usuelle sur C, c.-a-d., si z = z + iy alors |z| = V2Z = /22 + 42

Comme lim,| 4o | P(2)| = +00, il existe R > 0 tel que
(1) 2| 2 R = |P(2)] = [an]|.
Explicitement, on peut prendre R = Ry = max{l,2na}, ol ¢ = max] , |a;|. En effet, pour |z| > Ry et
d=1,...,n,0na |z¢ > |z| > 2na d’on

n

>
2d

d=1

— Jag| _ 1
<y a2
_;2na_2
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Comme |u + v| > |u| — |v|, on obtient que, pour |z| > Ry, on a
" a
d
1 —
2
d=1

Comme le disque D de centre 0 et de rayon R est compact, la fonction continue f : z — |P(z)| y atteint
son minimum 7g, et 79 > 0 puisqu’on a supposé que P ne s’annule pas. Comme de plus

(2) V¢ D,  [f(z) =|P(z)| 2 |an| = |P(0)] = 70

alors r¢ est le minimum de f sur C tout entier.

Soit zg € D tel que f(z9) = ro. En remplacant z par z + z¢ et P(z) par Q(2) := P(z0) " *P(z + 29), on
se ramene au cas ou zg = 0 et ot Q(0) =1 est le minimum de g = |Q| sur C.

Observons que @ est, comme P, de degré n. Notons k 'ordre d’annulation en 0 de @ — 1. On peut alors
écrire

1
|P(2)| = |2"| - 22na(1—§) =na > nlay,|.

QX)=1+bX 4. 4+ b, X"

avec by et b, tous deux # 0. Ecrivons by =re'?, avecr >0ect 0 € [0,27] et posons z. = gel(m=0)/k

, pour

tout € € R%. Comme 2k =gk el(m=0) = gk =10 alors
n—k .
Q(z) =1 —rek + £Fhn(e), ou h(e) = Z bry L.
j=1
Comme lim. 0 &¥ = 0 et lim. g h(e) = 0, il existe ¢ €]0, 1] tel que
Ve < o, ref <1 et |h(e) < g

On a alors

T r
55’5:1—55’5<1.

Ceci contredit I’hypothese que 1 = Q(0) était le minimum de g = |Q| sur C. Cette contradiction montre
que ’hypothese que P ne s’annule pas sur C est impossible. Ceci achéve la démonstration du théoreme
4.6.1. O

r
|Q(ze,)] = |1 —r5§ +6§h(50)\ <1 —ra'5| + 56’5 =1 —rsg +






CHAPITRE 5

DECOMPOSITION DE JORDAN, DECOMPOSITION DE DUNFORD,
EXPONENTIELLES DE MATRICES

Résumé : Dans les sections 1 et 2 de ce chapitre, on raffine la décomposition en espaces caractéristiques
en étudiant la suite des noyaux et en introduisant la forme normale de Jordan (ceci donne lieu & une jolie
interprétation « graphique » en termes de partitions). Puis, dans les sections 3 et 4, on se place sur K = R ou
C et on introduit les exponentielles de matrices et leur utilisation pour I’étude des équations différentielles
linéaires (& coefficients constants).

5.1. Endomorphismes nilpotents, partitions et formes normales de Jordan

Revenons pour un moment & un corps k arbitraire.

Définition 5.1.1 (Endomorphismes nilpotents). — Soit V' un k-espace vectoriel. On dit que u €
Endg (V) est nilpotent s’il existe un entier r > 1 tel que u” = 0. Dans ce cas, le plus petit entier r ayant

01 0
cette propriété s’appelle Iindice de nilpotence de u. Par exemple, si A= [0 0 0| alors A2=0 donc A
0 0 0

est d’indice de nilpotence 2; si B = ,ona B?=

o O O
OO =
o = O
o O O
o O O

1
0| et B3 =0, donc B est d’indice
0

de nilpotence 3.

Un exemple tres important d’endomorphismes nilpotents est fourni par les matrices triangulaires strictes,
i.e. les matrices triangulaires avec des 0 sur la diagonale :

Proposition 5.1.2 (Matrices triangulaires strictes). — Soit A € M, (k) une matrice triangulaire
stricte. Alors A™ =0, donc A est nilpotente.

Démonstration. — Comme A est triangulaire stricte, on a P4(X) = (—1)" X", d’out aussitot le résultat si
k = C, d’apres Cayley-Hamilton. Pour un corps arbitraire k, reprenons la démonstration du théoréeme de
Cayley-Hamilton. Notons & = (ey,...,e,) la base canonique de k™ et F; le sous-espace de k™ engendré
par e, ...,e;. Si A est triangulaire supérieure stricte on a, pour i = 1,...,n :

A(F;) C Fi_q,

avec la convention Fy = {0}. Comme F,, = k", on déduit des inclusions ci-dessus que A(k™) C F,_1,
puis A%(k™) C F,,_a, etc., d’ott finalement A" (k") C Fy = {0}, donc A™ = 0. Enfin, si A est triangulaire
inférieure stricte, en appliquant ce qui précede & B = 'A, on obtient que B™ = *(A™) est nulle, d’ott aussi
A" = 0. O

Définition 5.1.3 (Partitions d’un entier). — Soit n un entier > 1. On appelle partition de n une
suite décroissante p = (p1,...,p,) d’entiers > 1 tels que p; + --- + p,. = n. Les p; s’appellent les parts
de la partition, r le nombre de parts, et p; la plus grande part. On peut représenter une telle partition
par un diagramme formé de « boites », chaque boite étant un carré de coté 1, la premiere ligne contenant

(O version du 15/06/2015
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p1 boites, la seconde po boites, etc., toutes les lignes étant alignées a gauche; par exemple, la partition
p=(5>5,3,1) de 54+ 5+ 3+ 1 = 14 est représentée par le diagramme :

On voit alors que I'ensemble des partitions de n est muni d’une involution p — p, ou le diagramme de p
est obtenu en « transposant » celui de p, i.e. les lignes de p sont les colonnes de p, et vice-versa (on a donc

p = p). Ainsi, dans 'exemple précédent, le diagramme de p est :

|

ie. Pp=(4,3322).

Proposition 5.1.4 (La suite des noyaux). — Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n, u un
endomorphisme nilpotent de V, et d l'indice de nilpotence de u.

(1) On a une suite croissante :

(%) {0} = Ker(idy) € Ker(u) C Ker(u?) C --- C Ker(u?) = V.

(2) Pour touti=1,...,d, posons ’ K; = dimKer(u') | et

Alors on apouri:Q,...,d.

(3) La suite (*) ci-dessus est strictement croissante, i.e. Ker(u'=1) # Ker(u®) pour touti=1,...,d. En
particulier, on a d < n.

qi:Ki—Ki,l.‘(Onauozidv etK():O.)

a suite q = (q1,...,qq4) est une partition de n, et la suite des dimensions des noyauz, =
4) L it t titi d tl ite des di ) d K
(K1, Ka,...,Ky), est la suite o(q) des sommes partielles de q.

Démonstration. — L’assertion (1) est immédiate : si z € V' vérifie u'(z) = 0 alors a fortiori u'*l(z) =

u(ui(x)) = 0, d’on Ker(u’) C Ker(u!*t!) pour i = 0,...,d — 1. De plus, Ker(u?) = V puisque u? = 0.
Pour montrer (2), fixons un indice ¢ > 2 et posons ¢ = ¢;. Soit # = (e1,...,eq) une base d’un

supplémentaire de Ker(u'~!) dans Ker(u'). Supposons qu’on ait une égalité

(1) z+tiu(er) + - - +tquleq) =0, avec 1z € Ker(u'™?), ti,...,t, €k

alors, appliquant u'~2 & cette égalité, on obtient u'~!(t1e14 - +t,eq) = 0, d’olt t1eg+- - -+tse, € Ker(u'™1).
Comme % est une base d’un supplémentaire de Ker(u'~!) dans Ker(u’), ceci entraine t; = 0 = --- = ¢,
puis reportant ceci dans (1) on obtient aussi que z = 0. Ceci montre que les sous-espaces Ker(u'~2) et
ku(ey), ..., ku(eq) de Ker(u'~!) sont en somme directe, d’ott

K; 5+ q=dim (Ker(ui_Q) ®ku(e) ®d--- & ku(eq)) <K

=Vect(u(A))

donc ¢; = q < K;—1 — K;—_3 = g;—1, ce qui prouve l'assertion (2). Signalons aussi le point suivant, dont on
aura besoin plus loin : si &’ = (fi1,..., f;) est une base d’un supplémentaire de Ker(u'~2) @ Vect(u(%))
dans Ker(u'~!), alors t = K; 1 — (K;_2 + q;) = qi_1 — qi, et u(%B) U B’ est une base d’'un supplémentaire
de Ker(u*~?) dans Ker(u'~1). On a donc obtenu le résultat suivant :

(%) si %; est une base d’un supplémentaire de Ker(u'~1) dans Ker(u), alors la famille u(%;) est
libre et peut se compléter en une base d’un supplémentaire de Ker(u'~2) dans Ker(ui~1).

L’assertion (3) en découle. En effet, si pour un certain i < d on avait Ker(u'~!) = Ker(u’), i.e. ¢; = 0,

on aurait ¢4 = 0 = --- = qq, d’ont Ker(u'~1) = Ker(u?) = V, donc u*~! = 0, contredisant le fait que
I'indice de nilpotence est d. Donc la suite (x) est strictement croissante. Comme la dimension croit d’au
moins 1 & chaque cran, on a donc dim Ker(u*) > i pour ¢ = 1,...,d, et comme d’autre part dim V' = n, on

conclut que d < n.

Prouvons l'assertion (4). Par définition des ¢;, on a :

Ki=q, K=@p+K=¢p+q, .. K=q¢+K_1=q¢+ - +q,
Ki=q+Ki1=qi+ - +aq.
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D’autre part, d’apres (2), on a ¢; > ¢;4+1. 1l en résulte que q = (q1, ..., qq) est une partition de Ky = n, et
que la suite K = (K3, Ka, ..., K,) est la suite o(q) des sommes partielles de q. O

Définitions 5.1.5 (Blocs de Jordan nilpotents et matrices de Jordan nilpotentes)

1) Pour tout entier n > 1, on appelle « bloc de Jordan nilpotent » de taille n, et I’on note J,,, la matrice
carrée de taille n ayant des 1 sur la diagonale juste au-dessus de la diagonale principale et des 0 partout
ailleurs. Ainsi, J; est la matrice nulle (0), et

0 1
J2<8 (1)) J=1l0 o0
00

Notant & = (e, ..., e,) la base canonique de k™, on a donc J,e; = €;_1 pour i =n,...,2 et J,e; =0. 11
en résulte que & égale (U (ey),...,u(en),en) et que Ker(J,,) est la droite ke; = ku™~*(e,,).

2) On appelle « matrice de Jordan nilpotente » de taille n toute matrice A € M, (k) diagonale par blocs,

0
1, Ji=
0

o o oo
SO O
o o= O
o= O o

dont les blocs diagonaux A, ..., Ay sont des blocs de Jordan nilpotents J,, ,...Jp,, rangés par ordre de
taille décroissante, i.e. toute matrice A € M, (k) de la forme suivante :

Joo | O |-~ 0

0 |J

A= : ot p1>>pa>1

: . -1 0

0[]0 1J,
Comme la somme des tailles des blocs diagonaux égale n, on a p; + -+ +pg = n, i.e.p = (p1,...,Pd)

est une partition de n, et 'on notera Jp la matrice ci-dessus. On voit ainsi que les matrices de Jordan
nilpotentes de taille n sont en bijection avec 'ensemble & (n) des partitions de n.

Théoréme et définition 5.1.6 (Forme normale de Jordan d’un endomorphisme nilpotent)
Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n, et u un endomorphisme nilpotent de V', d’indice de
nilpotence d.

1) 1l existe une base B de V telle que Matgz(u) soit une matrice de Jordan nilpotente J, our une
( q p ps D
certaine partition p de n.

(2) De plus, p est uniquement déterminée par u : en effet, p est la partition q associée a la suite des
noyauz Ker(u) C --- C Ker(u?). En particulier, d est la plus grande part p; de p, et le nombre de parts de
p est g1 = dim Ker(u).

(3) En termes matriciels : toute matrice nilpotente A € M, (k) est semblable & une unique matrice de
Jordan nilpotente de taille n, et donc l’ensemble des classes de similitude de matrices nilpotentes A € M, (k)
est en bijection avec l'ensemble &2(n) des partitions de n.

(4) On dit que la matrice Jp obtenue est la forme normale de Jordan ou la réduction de Jordan
de u (ou de A).

Démonstration. — Soit q = (q1,--.,qq) la partition q associée a la suite des noyaux de u, i.e. q; =
K; — K;_1, ou K; = dimKer(u"), pour i = 1,...,d (et Ky = 0). Montrons l'existence d’une base % de V
telle que Matg = Jg. Rappelons le résultat suivant, qu’on a obtenu dans la démonstration du point (2) de
5.1.4:

(%) si €, est une base d'un supplémentaire de Ker(u'~1) dans Ker(u?), alors la famille u(%;) est
libre et peut se compléter en une base d’un supplémentaire de Ker(u?~?) dans Ker(ui~1)

Soit %4 = (e1,...,eq,) une base d’'un supplémentaire de Ker(u?=1) dans V = Ker(u?). D’apres (%), la
famille u(%,) est libre et se complete, par ajout d’une famille libre 41 = (eg 41, ..., €q, ), €0 une base
Ly 1 =u(By)UB4_1 d'un supplémentaire de Ker(u?~?) dans Ker(u?~!). (Et par conséquent, %,U.%y_ 1
est une base d'un supplémentaire de Ker(u?~2) dans V.)

Pour aider le lecteur, indiquons que la démonstration peut se « visualiser » comme suit : on dessine
le diagramme de la partition q, disons pour q = (5,5,3,1), et Pon écrit les vecteurs ey, ..., eq, dans les
dernieres cases des colonnes 1 & gq (i.e. dans la ligne d), puis on écrit au-dessus les vecteurs u(e1), ..., u(eq,)
et 'on complete la ligne d —1 en écrivant les vecteurs eg, 41, ..., eq,_ ,, dans les dernieres cases des colonnes
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ga+1aqq_1:

base d’un supplém. de Ker(u?~?) dans Ker(u?™') : | u(e1) | e2 | e3

base d’un supplém. de Ker(u®~') dans Ker(u?) : el

D’aprés ce qui précede, les vecteurs qu’on a écrits forment une base d’un supplémentaire de Ker(u?=?)
dans V.

Puis, d’apres (x) & nouveau, il existe une famille libre 42 = (€4, ,+1;- - €qq_,) dans Ker(u?~2) telle
que
Lo = U(gd—l) UBy_9 = u2(%d) U u(%’d_l) U PBy_o

soit une base d’un supplémentaire de Ker(ud_?’) dans Ker(ud_z); alors %y U %y_1 U ZLy_o est une base
d’un supplémentaire de Ker(u?~3) dans V. Dans '’exemple précédent, ceci donne :

base d’un supplém. de Ker(u) dans Ker(u?) : | u?(e1) | u(ez) | u(es) | es | es

base d’un supplém. de Ker(u?) dans Ker(u®) : | u(eq) e es

base d’un supplém. de Ker(u?) dans Ker(u?) : el

Ainsi, apreés p < d étapes, on a rempli les p lignes du bas du diagramme par des vecteurs qui forment
une base d’un supplémentaire de Ker(u?=?) dans V (plus précisément, les vecteurs de la i-eme ligne en
partant du bas forment une base d’un supplémentaire de Ker(u?~?) dans Ker(u?~*!)). Continuant ainsi,
on remplit le diagramme de la partition q par des vecteurs qui forment une base .Z de V :

base de Ker(u) : ud(e1) | u?(ea) | u?(e3) | ules) | ul(es)
base d’un supplém. de Ker(u) dans Ker(u?) : | u?(eq1) | u(ez) | u(es) e4 es
base d’'un supplém. de Ker(u?) dans Ker(u?) : | u(ey) e es3
base d’un supplém. de Ker(u?®) dans Ker(u®) : e1
(Noter que les vecteurs eq, ..., e, qui ont été introduits & chaque étape du processus sont situés dans la

derniere case de chaque colonne.)
Lisons maintenant le diagramme colonne par colonne, de haut en bas : la lére colonne est formée des

vecteurs v; = ud_l(el), Vg = ud_z(el), ..., g = eq; ils forment une base ¥, d’un sous-espace E; stable par
u, dans laquelle la restriction ug, de v a E; a pour matrice le bloc de Jordan nilpotent J;. De méme, pour
chaque 7 =1,...,qq, la j-éme colonne est formée des vecteurs ud_z(ej), pour i = 1,...,d, qui forment une

base ¢; d'un sous-espace E; de dimension d, telle que Mate, (ug;) = Jq. Ensuite, pour j variant de gq + 1
a gq_1, la j-eme colonne est formée des vecteurs ud’lfi(ej), pour ¢ = 1,...,d — 1, qui forment une base
%; d’un sous-espace [I; stable par u, de dimension d — 1, telle que Maty, (ug,) = Ja_1, etc.

Donc chaque colonne C; du diagramme correspond & une base ¢; d’un sous-espace E; stable par u, de
dimension la hauteur h; de la colonne Cj, telle que Mat, (ug;) soit le bloc de Jordan nilpotent .Jj,;. On
voit donc que les blocs de Jordan nilpotents qui apparaissent correspondent aux colonnes du diagramme
de q, c.-a-d., aux lignes du diagramme de q. On obtient donc que dans la base € = €, U --- U Gy, (ses
éléments sont les mémes que ceux de £, mais dans un ordre différent), la matrice de u est la matrice de
Jordan nilpotente Jy. Par exemple, pour le diagramme précédent, on obtient la matrice

Jg| O] 0|00

0|Js| 0]0]O0

Juzzey= 0]0]J3]0]0

00|01 Jy|0

010|101 0]dJ
1l reste & montrer I'assertion d’unicité : supposons que dans une certaine base B = (vq,...,v,) de
V', u ait pour matrice la matrice de Jordan nilpotente Jp, pour une certaine partition p = (p1,...,ps).
Considérons alors le diagramme de p et écrivons les vecteurs vy, ..., v, de la base # dans ce diagramme,

de gauche a droite dans chaque ligne, en commencant par la ligne du haut. Alors, par définition de la
matrice Jp, si 'on note e; le vecteur qui est dans la derniere case de la j-eme ligne en partant du haut,
alors les vecteurs de cette ligne, lus de gauche a droite, sont :

(*5) uPi~ley), uP 3 (ey), ... uley), e
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Donc, en transposant ce diagramme, on obtient le diagramme de p, contenant dans sa j-éme colonne les
vecteurs (x;) précédents :

upl—l(el) up2—1(62) upb‘_l(es)
uPr=2(eq) | uP2 2 (eg) | -+ | uP 2 (es)
€s
u(er) e
€1

Comme ces vecteurs forment une base de V, on voit facilement que les vecteurs de la ligne 1 du haut
forment une base de Ker(u), ceux des lignes 1 et 2 du haut forment une base de Ker(u?), etc. On obtient
donc que p est la partition associée a la suite des noyaux de u, d’oit p = q et donc p = q. Ceci acheve
la démonstration des assertions (1) et (2) du théoréeme 5.1.6. Enfin, lassertion (3) est une conséquence
immédiate des assertions (1) et (2). Le théoréme est démontré. O

Remarque 5.1.7. — Dans la démonstration précédente, on a utilisé de facon répétée [’existence d’une
base d'un supplémentaire de Ker(u'~!) dans Ker(u?). Pour construire explicitement une base de Jordan,
on peut utiliser la méthode de réduction des colonnes pour construire successivement une base de Ker(u),
puis d’un supplémentaire de Ker(u) dans Ker(u?), puis d’'un supplémentaire de Ker(u?) dans Ker(u?), etc.
Voir le paragraphe 5.1.14 plus bas.

Ezercice 5.1.7.1. — Quel est le nombre de classes de similitude de matrices nilpotentes dans Mg (k) ?
Donner un représentant de chaque classe.

Revenons maintenant au cas ou k = C et combinons les résultats obtenus dans les théorémes 4.3.8 et
5.1.6. Commencons par la définition suivante :

Définitions 5.1.8 (Blocs de Jordan et matrices de Jordan). — (1) Pour A € C et n € N*, on
appelle « bloc de Jordan » de taille n associé a A, et 'on note J,(\), la matrice carrée de taille n égale a
AL, + Jp,. (Donc J,(0) = J,,.) Ainsi J1(A) = (A), et

\ 1 A1 0
J2(N) = <O /\) , Js(AM) =10 X 1], ete
0 0 X
(2) Pour A € C, n € N*, et p une partition de n, on note J,(A) = A, + Jp et on dit que c’est une

« matrice de Jordan » de taille n associé a .

(3) Enfin, étant donnés des r-uplets (A1,...,A.) € C" et (myq,...,m,) € (N*)", ainsi qu’une partition
p; de chaque m;, on note Jp, . p,.(A1,...,A) la matrice carrée de taille n = mq + - -+ + m,., diagonale
par blocs, dont les blocs diagonaux sont Jp, (A1), ... Jp,.(Ar). On dira que c’est une « matrice de Jordan
associée au r-uplet ((A1,m1),..., (A, m;)) ».

Remarque 5.1.9. — Soit Jp,,  p.(A1,...,Ar) comme ci-dessus; pour ¢ = 1,...,r, notons ; 'ensemble
des vecteurs de la base canonique de C™ qui correspondent au bloc diagonal Jp,();), alors chaque €; est
une base d’un sous-espace W; de V stable par u, telle que Mate, (uw,) = Jp, (M), €t Jp,...p.(A1s. o, Ar)
est la matrice de u dans la base € =61 U---U%E,.

Remarquons tout de suite que si 'on permute les %; entre elles, i.e. si o est une permutation de
{1,...,7} (1) et qu’on considére la base €, = Co(1) U+ UCy(r), alors la matrice de u dans la base €, est
Ipoiy bt (Aa(1)s -+ > Ao(r))- Pour toute permutation o de {1,...,7}, les matrices Jp, . p,(A1,...,Ar) et
Ipoiysboir (Aa(1)s -+ s Ag(r)) sont donc semblables.

Théoréme 5.1.10 (Forme normale de Jordan d’un endomorphisme de C")

Soient V' un C-espace vectoriel de dimension n, v € Endc(V), A1,..., A les valeurs propres, deux
deuz distinctes, de u et pour tout i, soient u; la restriction de u a l’espace caractéristique V(y,) et q; la
partition de m; = dim V(y,) associée a la suite des noyauz de u;.

(D¢.-a-d., une bijection de ensemble {1,...,r} dans lui-méme
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(1) Il existe une base B de V telle que Matg(u) soit la matrice de Jordan Jp, . p.(A1,...,Ar), ot
Pi = ;-

(2) Le r-uplet (()\1, P1)s--s (A, pr)) est uniquement déterminé, a l'ordre prés, c.-d-d., si pour une base
B’ on aMatg (u) = Jpr o (1., ps), avec ju; 7 iy sii # j, alors s = r et il eviste une permutation
o de{l,...,r} telle que p; = Ayi) €t P; = Po(s)-

(3) En termes matriciels : toute A € M, (C) est semblable a une matrice de Jordan Jp, _ p,.(A1,..., Ar),
qui est unique a permutation prés des blocs diagonaux entre eut.

(4) On dit que la matrice Jp, .. p,.(A1,...,Ar) est la forme normale de Jordan ou la réduction de
Jordan de u (ou de A).

Démonstration. — L’existence découle immédiatement des théoremes 4.3.8 et 5.1.6. En effet, pour tout 4,
notons N; = V(y,). Comme chaque u; — A; idy, est nilpotent, alors, d’apres le théoréme 5.1.6, il existe une
base %; de N; telle que Matg, (u; — A;idn,) = Jp,, oit p; = q;, d’out Matg, (u;) = Jp, + A, = Jp, (Ai).
D’autre part, d’apres le théoreme 4.3.8, on a
T

(%) V=N & - -®N, et Pu(X) = ()" JJ(x = x)™.

i=1
Donc # = %, U ---U %, est une base de V, et dans cette base la matrice de u est Jp,, . p, (A1,..., Ar).
Ceci prouve l'existence.

Montrons 1'unicité. Supposons que pour une base %' on ait Matg (u) = Jp; . pr (k1. ., 1s), avec
i # pj sii # j. Comme cette matrice est triangulaire supérieure, on obtient que

S

Pu(X) = (~1)" [T — o)™

i=1

ou chaque d; est la somme des parts de p; (i.e. p} est une partition de d;). Comme p; # 15 si @ # j alors,

{1, - -, s sont les racines, deux & deux distinctes, de P, et donc, comparant avec (*) plus haut, on obtient
déja que s = r et qu'il existe une permutation o de {1,...,7} telle que j; = A\,(;) et di = my(;) pour tout
1=1,...,7.

Reste a montrer que p; = py(;). En renumérotant les p;, on se ramene d’abord au cas ot o = id
(i.e. i = A; et d; = m; pour tout 7), et il faut montrer que p; = p;. Pour tout ¢, notons %, l'ensemble
des vecteurs de la base %’ qui correspondent au bloc diagonal Jp! (M), alors chaque . est une base d’un
sous-espace W; de dimension m; de V' stable par u, et 'on a Matg (uw,) = Jp/(\;). Comme Jp, est
triangulaire stricte, de taille m;, on a 0 = Jgf"' = (Jpr (i) = Aidw, )™ et donc (uy, — A; idyy, )™ = 0. Ceci
montre que W, est contenu dans Ker ((u — /\i)mi) = Vin,) = Ny, et comme tous deux sont de dimension
m;, on obtient que W; = N; pour tout 7.

Donc, %, et %; sont deux bases du méme espace, N;, telles que la matrice de ’endomorphisme nilpotent
u; — A;idy, de N; dans Z; (resp. %;) est Jp; (vesp. Jp;). D’apres le résultat d'unicité dans le cas nilpotent,
on conclut que p; = p;. Ceci acheve la preuve des assertions (1) et (2) du théoreme 5.1.10. Enfin, ’assertion
(3) est une conséquence immédiate des assertions (1) et (2). Le théoreme est démontré. O

Corollaire 5.1.11. — Soient A, A" € M,,(C). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A et A’ sont semblables (i.e. sont dans la méme classe de similitude).

(2) A et A’ ont méme polynome caractéristique, disons [[;_; (A — X)™ avec \; # \j sii # j, et pour
toutt=1,...,7, A— NI, et A’ — \;I,, ont la méme partition associée d la suite des noyauz.

(3) A et A’ ont la méme forme normale de Jordan.

Remarque 5.1.12. — En résumé, pour déterminer la forme normale de Jordan d’une matrice A €
M,,(C), on calcule d’abord son polynome caractéristique Pa(X) = (—1)" [T;_, (X —X;)™ puis, pour chaque
i, on calcule la dimension K;, = dimKer ((4 — X\;1,,)*) (en déterminant le rang de (A — \;1,,)*), pour
s=1,2,..., en s’arrétant au cran t tel que K; ; = m;. Posant ¢; s = K;  — K; s_1, on obtient la partition
a4 = (gi1,---,q,) associée a la suite des noyaux de A — \;I,, ; notant p, sa transposée q;, on obtient alors
la matrice de Jordan Jp,(A;), dont le nombre de blocs de Jordan est ¢;1 = K; 1 = dimKer(4 — \;I,,). En
particulier, si K; 1 = 1, alors Jp, (\;) est le bloc de Jordan J,,, (A;).

Exercice 5.1.13. — Soient Aq,..., A\, € C, deux a deux distincts, my,...,m, des entiers > 1, et soient
n =my+ -+ m, et Ple polynéme (—1)"]/_,(X — X;)™i. Alors, d’apres le théoréme précédent, le
nombre de classes de similitude de matrices A € M,,(C) dont le polynéme caractéristique est égal & P, est

égal & p(my) - - - p(m;), ot p(m;) désigne le nombre de partitions de m;.
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(1) Quel est le nombre de classes de similitudes de matrices dans M7(C) dont le polynéme caractéristique
est — X7 +3X6 —3X°%+ X117

(2) A quelle condition sur P = (—1)"[]'_,(X — \;)™ € C[X], I'ensemble €(P) = {A € M,(C) |
P4(X) = P} est-il formé d’une seule classe de similitude ?

5.1.14. Opérations sur les colonnes et bases de Jordan. — Etant donné A € M, (C) ou, plus
généralement A € M, (k) avec P4(X) scindé, la méthode de réduction des colonnes s’applique trés bien
au calcul explicite d’une « base de Jordan » de ’endomorphisme u défini par A, i.e. d’'une base € dans
laquelle la matrice de u est la forme normale de Jordan J4 de A. Illustrons ceci par deux exemples.

0 1 -1 0
. 3 -1 31 o . e
Exemple 1. Soit A = 9 11 € My(C) et soit u ’endomorphisme de C* défini par
0 0 0 2

A. Calculer le polynéme caractéristique P4(X) et déterminer ses racines et leur multiplicité. Puis, pour
chaque racine ), déterminer une base de Ker(A — A\ly), puis de Ker ((A — )\14)2), etc. jusqu’a obtenir

I'espace caractéristique V(). Enfin, donner une base ¢ de C* telle que Mate (u) soit la forme normale de
Jordan J4 de A.

En développant par rapport & la derniére ligne, on obtient que P4 (X) égale :

-X 1 -1 -X 1 0
2-X)| -3 —-1-X 3| L2t 9 X)) -3 —1-X 2-X
-2 1 1-X -2 1 2-X
-X 1 0 -X 1 0
—2-X)2| -3 —1-x 1|22kl o x)2| 1 —2-X 0 |=(2-X)?2(X2+2X+1)
-2 1 1 -2 1 1
= (X -2 (X +1)%
Pour la valeur propre A = —1, posons B = A+1, et faisons des opérations sur les colonnes de B = A+1y :
10 00 1010 1010
0 1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0 0
0 0 1 0 0 01 0 0 010
0 0 0 1 C3—C34+C, 0 0 0 1 C1—C143C, 3 0 0 1 P
> = 7 5
11 -1 0 C1—=C1—Cs 01 00 01 00 B
-3 0 31 -3 0 0 1 0 0 01
-2 1 2 1 -3 1 0 1 01 01
00 0 3 0 0 0 3 9 0 0 3

ou B’ = BP. Donc, comme les colonnes non nulles de B’ sont échelonnées, Ker(B) est engendré par le
vecteur v; = ey + e3. Pour la suite, on a deux méthodes.

lere méthode. Calculons B? = (A + I,)? :

1 1 -1 0 1 1 -1 0 0 0 0 O
-3 0 3 1 -3 0 3 1| _|-9 0 9 6
-2 1 2 1 -2 1 2 1| -9 0 9 6
0 0 0 3 0 0 0 3 0 0 0 9

Donc on voit que B? = (A + I;)? est de rang 2, et Ker(B?) contient les vecteurs ey et e; + ez, qui
forment donc une base de Ker(B?). De plus, comme Ker(B) est engendré par e; + e3, alors ey engendre
un supplémentaire de Ker(B) dans Ker(B?).

2éme méthode. On a aussi la méthode plus courte qui suit, suggérée par A. Moussaoui (en réponse
a une question de T. de La Rochefoucauld). Les colonnes de la matrice inversible P forment une base
(f1, fo, f3, f1) de C*, et les colonnes de B’ = BP sont les images par B des f;. Il suffit donc de multiplier
B’ par B pour avoir la matrice BB’ = B2P dont les colonnes donnent les images par B? des f;. Comme
ici Bfs = 0, on a bien siir B2 f3 = 0 et il suffira de faire les mémes opérations sur BB’ et P pour créer une
autre colonne nulle de BB’. Dans le cas présent, le calcul est particulierement simple (voir plus bas pour
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un exemple plus élaboré). On a :

1 1 -10\/0 10 0 0 0 0 0
, |30 3 1]looo 1] [9 00 6
BE=1_91 2 1|lo101]7|9 006
o 0 0 3/\9 00 3 27 0 0 9
dott

1010

-1 10 0

00 10

P\ | 3001

BB') | 000 0

90 0 6

90 0 6

27 0 0 9

donc on voit que, outre le vecteur e; + e3 qui appartenait déja & Ker(B), Ker(B?) contient le vecteur es,
qui engendre donc un supplémentaire de Ker(B) dans Ker(B?).

Finalement, utilisant I'une ou I'autre méthode, comme la dimension de ’espace caractéristique V(_) est
la multiplicité algébrique de la valeur propre —1, a savoir 2, on conclut que
‘/'(,1) = Ker ((A + 14)2) = Vect(el + es, 62).

Considérons maintenant la valeur propre A = 2 et faisons des opérations sur les colonnes de la matrice
C = A— 2[4 .

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O

0 1 0 0 2 1 1 0 2 1 1 0

0 0 1 0 0 01 0 0 01 0

0 0 0 1 Cs—Cs5+Co 0 0 0 1 C1—C14+9C, 9 0 0 1 _ Q/
—2 1 -1 0 C1—C1+2C; 0 1 0 0 0 1 0 0 ')’
-3 -3 3 1 -9 -3 0 1 0 -3 0 1
-2 1 -1 1 0 1 0 1 9 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O

ou C' = CQ. Donc, comme les colonnes non nulles de C’ sont échelonnées, Ker(C') est engendré par le
vecteur v; = e + e3. Pour la suite, on a comme avant deux méthodes.

lere méthode. Calculons C? = (A — 214)? :

-2 1 -1 0 -2 1 -1 0 3 =6 6 0
-3 -3 3 1 -3 =3 3 1| 19 9 -9 0
-2 1 -1 1 -2 1 -1 1) |3 -6 6 0
0O 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0
On voit donc que C? = (A — 2I4)? est de rang 2 (car les deux premicres colonnes sont linéairement

indépendantes), et que Ker(C?) contient les vecteurs e4 et ez + eg, qui forment donc une base de Ker(C?).
De plus, comme Ker(C') est engendré par es + es, alors e4 engendre un supplémentaire de Ker(C) dans
Ker(C?).

2éeme méthode. On a :

-2 1 -1 0\ /0 1 0 0 -9 —6 0 0
, -3 =3 3 1][0o -3 0 1| |21 9 0 0
CC=12 1 -1 1flo 1 01| |9 =600
0 0 0 0/\0o 0 00 0 0 00
d’ott

1 000

2 110

0 0 1 0

Q\ 9 0 0 1

ca’) | -9 -6 0 0

27 9 0 0

-9 —6 0 0

0 00 0
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donc on voit que, outre le vecteur ey + e3 qui appartenait déja a Ker(C), Ker(C?) contient le vecteur ey,
qui engendre donc un supplémentaire de Ker(C) dans Ker(C?).

Finalement, utilisant I'une ou I’autre méthode, comme la dimension de I'espace caractéristique Vo) est
la multiplicité algébrique de la valeur propre 2, a savoir 2, on conclut que

Viz) = Ker ((4 — 21,)?) = Vect(e2 + €3, €4).

Il résulte de ce qui précede que la forme normale de Jordan de A est la matrice

-1 1]0 0
0 —1[(0 0
Ja = 0 0]2 1
0 00 2

Plus précisément, soit u I’endomorphisme de C* défini par A. Comme (u + id)(e2) = e; +e3 € V_1 et
(u—21d)(es) = eg + e3 € Vo, alors € = (e1 + e3, e, €2 + €3,¢e4) est une base de V = C* dans laquelle la
matrice de u est la matrice J4 ci-dessus.

1 1 1 1
Exemple 2. Soit A = _11 _11 :1,) _11 € My(R) et soit u ’'endomorphisme de R* défini par A.
-1 1 1 3
Calculer P4(X) et déterminer ses racines. Pour chaque racine A, déterminer une base de chaque Ker ((A —
)\14)i), pour i =1,2,... et en déduire la forme normale de Jordan J de A, ainsi qu'une base € de R* telle
que Matg (u) = J.
On a:
1-X 1 1 1 2—X 1 1 1
-1 1-X 1 1 C1—C14Cy 0 1-X 1 1 _
1 -1 3—X —1 0 -1 3—X -1 |
—1 1 1 3—X 2—X 1 1 3—X
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1-X 1 1 La—Lai—L; 0 1-X 1 1 _
=X 1 3-x 2Ny 3-x 1
1 1 1 3—X 0 0 0 2—X
(2-X)? 1:1X 3_1X' =(2-X)?(X?—4X +4) = (X -2)*

donc A = 2 est la seule valeur propre de A. Posons B = A — 21, et déterminons une base de Ker(B?), pour
1=1,2,... en faisant des opérations sur les colonnes.
Notons (e1, ez, €3,€4) la base canonique de R%. Le calcul précédent montre déja que e; + e4 € Ker(B) :

1 00 0 1 0 0 0
0 10 0 0 1 -1 -1
0 01 0 0O 0 1 0
0 0 0 1 C1—C1+C, 1 0 0 1 (P ou B — BP
1 1 1 1 | oo | 0 1 0 o/ B) -
-1 -1 1 1 | CamCa=C 0 -1 2 2
1 -1 1 -1 0 -1 2 0
-1 11 1 0 1 0 0

Comme les colonnes non nulles de B’ sont échelonnées, on obtient que Ker(B) est de dimension 1, engendré
par e; + e4. Comme le nombre de blocs de Jordan pour la valeur propre A = 2 est la dimension de
Ker(A — 2I4) = Ker(B), on sait donc déja que la forme normale de Jordan de A est

0
J=

O O O N
SO
N = OO

1
2
0
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Calculons maintenant :

111 1 0 1.0 0 0 -2 4 2
A I R R | 0o -1 22| [0 00 -2
BE=1 | 11 1 0o -1 20| o 00 -2
1111 0 1.0 0 0 -2 4 2
d'ott
1 0 0 0 1 00 0
0 1 -1 -1 0 1.1 0
0O 0 1 0 0 01 0
P _ 1 0 0 1 C3—C342C5 1 0 0 1 _ PQ < i 2
BF) |02 1 9| cooia’ |0 20 o | \p) °uB =BFE
0 0 0 -2 0 0 0 —2
0 0 0 -2 0 0 0 -2
0 -2 4 2 0 -2 0 0

Comme les colonnes non nulles de B” sont échelonnées, on obtient que Ker(B?) est de dimension 2, et que

ea + e3 engendre un supplémentaire de Ker(B) = R(e; + e4) dans Ker(B2). Calculons maintenant :
-1 11 1 0 -2 0 0 000 —4
s | -1 -1 1 1 0O 00 -2 (000 O
BB = 1 -1 1 -1 0 0 0 -2 000 O
-1 11 1 0 -2 0 0 0 0 0 —4
d’on
100 O
0 1 1 0
0 0 1 0
P 1 00 1 P .
HBg,, =l o0 |~ HB’C’% , ouB" =DB*PQ
000 O
0 0 0 0
0 0 0 —4
donc Ker(B?) est de dimension 3, et e engendre un supplémentaire de Ker(B?) dans Ker(B?).
Enfin, on voit que B3(es) = —4(e; + e4) # 0, donc e4 engendre un supplémentaire de Ker(B?3) dans
Ker(B*) = R*.
1
Donc les vecteurs vy = ey, v3 = (u — 2id)(eq) = _11 ,
1
-1 1 1 1 1 0
. -1 1 1 1 -2
vy = (u—2id)(vs) = 1 -1 1 - =)= B?e,
-1 1 1 1 1 0
et
—4
. 0
vy = (u—2id)(vg) = B’eq = 0
—4
forment une base ¢ de R* telle que
21 00
0 210
Matg(u) = J = 00 2 1
0 0 0 2

Remarque. Les matrices échelonnées B’, B” et B"’ montrent que

Im(u) = Vect(e1 + ey, ea, €3), Im(u?) = Vect(eg + e, €2 + e3), Im(u?) = Vect(eg + e4).
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5.2. Décomposition de Dunford

Soient k£ un corps et V un k-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 5.2.1 (Endomorphismes qui commutent). — On dit que deux endomorphismes u,v de
V' commutent si uov = vowu. Dans ce cas, pour tout entier n > 1 on peut calculer (u+ v)™ par la formule
du binéme :

=0

(Le coefficient binomial (7}) est aussi noté C%.)
Attention, cette formule est fausse si u et v ne commutent pas! Par exemple, on a (u +v)? = u? +uv +
vu + v? et ceci est # u? + 2uv + v? si vu # uv, par exemple si u = Eyo et v = Fy; dans My (k).

Lemme 5.2.2. — Soient u,v deur endomorphismes de V qui commutent.

(1) Soient A une wvaleur propre de u, m sa multiplicité algébrique, et Vx = Ker(u — ) (resp. Vi) =
Ker ((u — )\idv)m)) I’espace propre (resp. caractéristique) associé. Alors Vy et V(y) sont stables par v.

(2) Siu etwv sont diagonalisables, alors V posséde une base formée de vecteurs propres communs a u
et v. Par conséquent, u + v et uv sont diagonalisables.

(3) Siu et v sont nilpotents, il en est de méme de uv et de u + v.

Démonstration. — (1) Soit z € V), alors u(v(x)) = v(u(x)) = Av(x), donc v(z) € V. De méme, comme v
commute & u, il commute aussi a U = (u — Aidy)™, donc si & € V), alors U(v(z)) = v(U(z)) = 0, donc
v(x) € Ker(U) = V). Ceci montre que V) et V() sont stables par v.

(2) Soit V =V), ®--- @V, la décomposition de V en espaces propres de u. Fixons un indice i. D’apres
(1), V, est stable par v et d’apres le théoreme 4.1.14, V), admet une base %; formée de vecteurs propres
de v, qui sont tous des vecteurs propres de u pour la valeur propre A;. Alors 8 = %; U --- U %, est une
base de V formée de vecteurs propres communs a u et v; et dans cette base les matrices de u + v et uv
sont diagonales.

(3) Supposons u” = 0 = v*. Comme u et v commutent, on a (uv)™ = u™v™ = 0 si n > max(r, s). D’autre

part, pour tout n € N on a
" /n
U+’Un: ' uivnfi;
wror =3 (")

i=0
le terme u® (resp. v~ %) est nul si 4 > 7 (resp. n — i > s), donc pour que le terme u® v~ soit # 0, il faut
quei<r—1letn—i<s—1,doun<r+s—2:ceci montre que (u+v) =1 =0. O
Remarques 5.2.3. — 1) Attention, si u et v sont diagonalisables mais ne commutent pas, alors en général

u + v et uv ne sont pas diagonalisables! Par exemple, les matrices A = (01 (1)) et B = ((1) _11) dans

M5 (R) sont diagonalisables, mais ni A + B ni AB ne est. (Exercice : vérifier ces assertions.)

2) Attention, si u et v sont des endomorphismes nilpotents, alors en général ni wv ni u + v ne sont
nilpotents ! Par exemple, dans M5 (k) les matrices élémentaires 1o et Fgq sont de carré nul, mais F1oFy =
E11 n’est pas nilpotente, et S = FEy; + E12 non plus (car S? = I5).

Lemme 5.2.4. — Soit u € Endg (V).

(1) Siwu est nilpotent, 0 est valeur propre de u, et c’est la seule valeur propre.
(2) En particulier, siu est diagonalisable et nilpotent, alors u = 0.

Démonstration. — (1) Supposons « nilpotent et soit r son indice de nilpotence, c.-a-d., " = 0 mais
u™™1 #£ 0. Soit x € V tel que u"~!(z) # 0, alors u"~!(z) appartient & Ker(u) donc est vecteur propre pour
la valeur propre O.

Réciproquement, si p est une valeur propre de u et x # 0 un vecteur propre associé, alors u(z) = px
entraine 0 = v (z) = p"x, d’ou u = 0. Ceci prouve (1).

(2) en découle, car si V' admet une base (ey,...,e,) formée de vecteurs propres de u, chacun associé a
la valeur propre 0, alors u(e;) = 0 pour tout ¢, donc u = 0. O
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Théoréme et définition 5.2.5 (Décomposition de Dunford). — Soient V' un C-espace vectoriel de
dimension finie et u € Endc (V). Alors u se décompose de fagon unique sous la forme

(1) u=s+n,

s diagonalisable et n nilpotent,
avec
s et n qui commutent, i.e. sn = ns.

On dit que s (resp. u) est la partie semi-simple (resp. partie nilpotente) de u.

Démonstration. — Ecrivons P,(X) = (—1)" [T, (X —X;)™i, ot A1, ..., A, sont les valeurs propres, deux
a deux distinctes, de u. Pour tout 7, soit u; la restriction de u a l'espace caractéristique N; = V(y,) et
soit %; une base de N; telle que Matg, (u;) soit une matrice de Jordan Jp, (A;) (alors, nécessairement, p;
correspond a la suite des noyaux de w;).

Soit s 'endomorphisme de V' qui égale \;idy, sur chaque IV;. Alors, pour tout x € V, on a :

(sou)(z) = (uos)(x).
En effet, comme les deux membres sont linéaires en =z, il suffit de vérifier cette égalité lorsque x € N; ; dans
ce cas les deux membres égalent A\;u(z). Donc s et v commutent.
D’autre part, la matrice de n = u — s est triangulaire stricte, donc nilpotente (cf. 5.1.2). On a donc
décomposé u sous la forme : u = s+ n avec s et n qui commutent, s diagonalisable et n nilpotent. Ceci
prouve 'existence.

Montrons 'unicité. Soit u = s’ + n’ une autre décomposition ayant les mémes propriétés. Alors on a :
(*) s—s =n"—n.
D’autre part, comme s’ et n’ commutent, ils commutent avec leur somme s’ + n’ = u, donc, d’apres le
lemme 5.2.2, ils préservent chaque espace caractéristique IN; de u, donc commutent avec s qui est une
homothétie sur chacun de ces espaces. Ils commutent donc aussi avec n = u — s.

Alors, comme s et s’ (resp. n et n') commutent et sont diagonalisables (resp. nilpotents), s — s’ est
diagonalisable et n’ — n est nilpotent, d’aprés 5.2.2. Donc, s — s’ = n’ — n est a la fois diagonalisable et
nilpotent, donc nul d’apres 5.2.4, d’ott s = ¢’ et n = n'. Ceci prouve l'unicité de la décomposition (). O

Terminologie 5.2.5.1. — La décomposition de Dunford est aussi appelé décomposition de Jordan. On
a évité cette terminologie, pour éviter une confusion avec la « réduction a la forme normale de Jordan ».

Remarque 5.2.6. — Attention! Si A est une matrice triangulaire supérieure, et si ’on note D la « partie
diagonale » de A et T la partie de A « au-dessus de la diagonale » alors I’écriture
A=D+T

n'est pas en général la décomposition de Dunford, car D et T ne commutent pas nécessairement! (Le
théoreme précédent dit juste qu’on peut faire un changement de base, c.-a-d., remplacer A par une matrice
conjuguée A’ = P7LAP, de sorte que A’ = D’ +T" soit la décomposition de Dunford de ’endomorphisme
u défini par A.) Par exemple, dans M5 (C),

0 2)=06 560

n’est pas la décomposition de Dunford-Jordan de la matrice A de gauche : celle-ci est diagonalisable
(Ae; = e1 et A(ea —e1) = —(ea + e1)) donc égale a sa partie semi-simple! (Et bien siir, si 'on note u
'endomorphisme de R? défini par A, la matrice de u dans la base &’ = (e1,e2 —e1) est A’ = (§ %).)

5.3. Exponentielles de matrices

Dans cette section, on désigne par K le corps R des réels ou le corps C des nombres complexes et ’on
note | - | la valeur absolue usuelle sur K, c.-a-d., si z € R, |z| = Va2 et si z =a+ib e C (ot a,b € R et

2= 1), |o| = VFE = Va@ T IR

Définition 5.3.1 (Normes). — Soit E un K-espace vectoriel. Une norme ||-|| sur E est une application
E — Ry, x — ||z| vérifiant les trois propriétés suivantes :
(1) [lzl=0< z=0.
(2) Pour tout t € K, z € E, on a ||tz| = [¢| - ||z]| (ou
(3) |lu+v| < |u| +|v|, pour tout u,v € E.
Dans ce cas, on dit que E est un K-espace vectoriel normé (en abrégé : evn).

t| est la valeur absolue de t).

Définitions 5.3.2 (Suites de Cauchy). — Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé.
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(1) On dit qu’'une suite (uy,)nen d’éléments de E est une suite de Cauchy si la propriété suivante est
vérifiée :
(Cauchy) Ve >0, dng tel que VYm,n >mng, |um—uy| <e.
On peut mémoriser ceci en disant que la « suite des différences u,, —u, » tend vers 0 quand m,n — +oo.
p q q

(2) On dit que (E,||-]|) est complet si toute suite de Cauchy (uy,)nen est convergente (i.e. il existe £ € E
tel que limy, 1 oo ||, — £]] = 0, un tel £ étant alors unique).

On admet la proposition ci-dessous (une démonstration est donnée dans un appendice a la fin de ce
chapitre).

Proposition 5.3.3. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les normes sur E
sont équivalentes, c.-a-d., si ||-|| et ||-||" sont deux normes sur E, il existe des constantes c,C € R telles
que :

(1) VeeE, c-llzf <zl <C- .

On en déduit les deux théorémes suivants.

Théoréme 5.3.4. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme || - ||.

(i) La notion de suite de Cauchy dans E ne dépend pas de la norme choisie. C’est-a-dire, si (up)nen
est une suite d’éléments de E et si || - || est une seconde norme sur E, alors (un)nen est de Cauchy pour
Il - || st et seulement si elle Uest pour || - ||

(ii) E est complet pour la norme || - ||.

Démonstration. — Le point (i) est une conséquence immédiate de la proposition précédente. Prouvons le
point (ii). Soit # = (ey,...,eq) une base de E. D’apres le point (i), il suffit de montrer que F est complet
pour la norme || - || = || - || 2,00 définie par :

V(x1,...,2q) € K9, |lz1er + - - + zqeq]| = Max(|z1], .. ., |z4])-

Soit alors (u, )nen une suite de Cauchy pour cette norme. Pour tout i = 1,...,d, notons (ul),ey la suite &
valeurs dans K formée par les i-iémes coordonnées des vecteurs u, (c.-a-d., u, = u}mel + ufled). Alors
pour tout ¢ et tous m,n on a

(U = Up| < fJum — ual|
et donc la suite (uf,),en est de Cauchy, donc converge vers une limite ¢; (puisque K = R ou C est complet).
Alors on voit facilement que la suite (u,)nen converge vers I’élément £ = ¢1e1+- - -+£geq de E. Ceci prouve

le théoreme. m
Théoréme 5.8.5. — Soient E, F deuz K-espaces vectoriels de dimension finie, munis de normes | - || g
et || - ||r, et soit f: E — F une application linéaire. Alors il existe une constante k € R telle que :

() vee B, |f@llr<k-l]e-

En particulier, f est continue.

Démonstration. — Soit B = (e1,...,eq) une base de E et soit M = E‘;:l | f(ei)|lr- Notons || - ||z, la
norme sur £ définie plus haut. D’apres la proposition 5.3.3, il existe C' € R tel que [|[v|o < C - [|v]| g,

pour tout v € E. Ecrivant v = x1e1 + - - - + x4e4, on a alors

d
IF)lr < lzil - 1 e)lr < vllos - M < OM ||l g,
i=1
d’ou le théoreme. O
Dans la suite, on munit K¢ de la norme || - ||o0, définie par
I z)lloo = Max(an, . 2al),  ¥(an,...,zq) €KL @

Alors la sphere unité S9! = {z € K¢ | ||z||c = 1} est compacte (étant un fermé borné de K?).

()D’autre choix possibles sont les normes ||(z1, ..., 24)|[1 = |z1]| 4+ + |za] ou ||(z1, ..., za)ll2 = V/]2z1]2 + -+ + |[z4|%; tous
ces choix sont équivalents, d’aprés la proposition 5.3.3.
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Définition 5.3.6 (Normes matricielles sur M;(K)). — Pour tout A € My(K), 'application z —
| Az|| est continue, donc est bornée sur le compact S?~!. On pose alors

IAlll = Maxega-1 || Az|oo-
On vérifie facilement que ||| - ||| est une norme sur My(K), appelée norme matricielle associée a la norme

| - |loo donnée sur K<.

Remarque 5.3.7. — Pour tout x € K¢ — {0}, 2/ =

on a :

———x appartient & S?! et comme = = ||z - 2’
[l oo

[Az]loc = llzlloo - A"l < ANl - [l

inégalité qui est aussi vérifiée pour z = 0. Pour tout A, B € My(K), et z € S9!, on a donc
[ABzoo < Al - | Bzlloo < [IIAll - [l BI

d’ou

(%) IFAB(I| < [l Al - I BIIl

Par conséquent, pour tout n € N*, on a

(%) LA™ (I < [IIA]I™-

(Par ailleurs, la norme matricielle de A° = I; est égale & 1.)

Proposition et définition 5.3.8. — Pour tout A € My(K), la suite de matrices

"LA A2 A™
n = —_— I A —_— ... [
S ; =t At T
o , o A
est de Cauchy donc converge. Sa limite est notée exp(A), et l'on a donc exp(A) =", —-
il

Démonstration. — En effet, d’apres le théoreme 5.3.4, le K-espace vectoriel M (K) ~ K

norme matricielle, est complet. D’autre part, pour tout ¢ > p, on a

q 3 q i q .
A LA™l A"
s, =Sl =11 Y A e 3o WA o 5n BAP

, muni de la

i=p+1 i=p+1 ' i=p+1
A 7
et comme la suite réelle > 1 [ '”| converge vers exp(|||A]||), alors pour tout e > 0 il existe py tel que
i!
A 7
pour tous g > p > py on ait E?:p-‘rl [ '”' < g, et donc la suite (S,) est de Cauchy, donc converge vers
i!
une matrice qu’on note exp(A). O

Remarque 5.3.9. — Si A est nilpotente, i.e. 8’il existe n € N* tel que A™ = 0, alors exp(A) égale la
somme finie Iy + A + -+ A""1/(n — 1)!; plus généralement, pour tout ¢ € K on a alors :

t2 tnfl
tA) =TI+ tA+ =A% ... 4 ———A"! i A" =0).
exp(tA) = Iq + +AT +(n_1)! (si )
Proposition 5.3.10. — Soit A € M4(K) une matrice triangulaire, de termes diagonauz Ay, ..., \g. Alors
exp(A) est une matrice triangulaire, de termes diagonaux exp(A1),...,exp(Aq).
Démonstration. — Pour tout ¢, j, la forme linéaire ¢; ; : My(K) — K, qui & toute matrice A = (a;;) associe

son coefficient a;;, est continue. En effet, c’est un cas particulier du théoréme 5.3.5 en prenant F' = K muni
de la norme définie par la valeur absolue mais, plus simplement, ceci se voit directement comme suit.
Comme a;; est la i-ieme coordonnée du vecteur Ae; alors :
|ai;| < [|Aejlloo < (ANl - llejlloc = [IIA]ll-
~—
=1
Il en résulte que pour toute suite de matrices (B,)nen convergeant vers une matrice B € My(K), on
a ¢;;(B) = limy,_ 100 ¢;;(By). Appliquons ceci & la suite B,, = Z;‘:O AP /p! des sommes partielles de
exp(A). Comme A est supposée triangulaire, disons supérieure, alors chaque produit A?/p! est une matrice
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triangulaire, de termes diagonaux les ¥ /p!, pour i = 1,...,d, et donc B, est aussi triangulaire, de termes
diagonaux les sommes partielles ZZ:O A /pl, pour i = 1,...,d. Donc, pour tout i,j =1,...,d, on a

0 si 1>7

¢ij(exp(A)) = lim (mj(Bn):{exp(/\-) § i—g

n—-+oo
d’ou la proposition. O

Proposition 5.8.11. — Soient A € My(K) et P € GL4(K). Alors exp(*A) = texp(A) et exp(P~1AP) =
P~ lexp(A)P.

Démonstration. — Les applications A — ‘A et A — P~'AP sont linéaires, donc continues d’apres le
théoréme 5.3.5. Par conséquent, pour toute suite de matrices (B, )nen convergeant vers une matrice B €
My(K), on a

‘tB= lim !B, et P 'BP= lim P 'B,P.

n—-+oo n——400
Appliquons ceci a la suite B,, = ZZ:O AP /p! des sommes partielles de exp(A). Comme ¥(A") = (*A)" et
P71A"P = (P71AP)", on obtient que

n ot A\n n -1 n
¢ _ T ‘A ¢ —1 _ (P AP)" —1
exp(4) = ngrfw ZE:O e exp(*A) et P 'BP = ngrfw ;:0 o =exp(P™"AP).

Corollaire 5.3.12. — Pour tout A € My(K) on a ’ dét(exp(A)) = exp(Tr(A4)). ‘

Démonstration. — Comme My(R) C My(C), il suffit d’établir la formule lorsque K = C. Dans ce cas,
d’apres le théoréme de trigonalisation 4.2.3, il existe P € GL4(C) telle que T = P~ AP soit une matrice
triangulaire supérieure. Notons Aq,..., Aq ses termes diagonaux. Alors, d’une part,

A+ g =Te(T) = Te(A).

D’autre part, comme P~ exp(A)P = exp(T), on a dét(exp(A)) = dét(exp(T)). Or, d’apres la proposition
5.3.10, exp(T') est une matrice triangulaire, de termes diagonaux les exp(};). On a donc

d
dét(exp(T)) = Hexp()\i) = exp(A1 + -+ - + Ag) = exp(Tr(A)).

O

Proposition 5.3.13. — Si A, B € M4(K) commutent (i.e. vérifient AB = BA), alors exp(A + B) =
exp(A) exp(B). En particulier, pour tout t,t' € K, on a
(%) exp((t +t')A) = exp(tA) exp(t'A).

En particulier, on a exp(—A)exp(A) = exp(—A + A) = exp(0) = Iz (ot 0 désigne la matrice nulle de
M4(K)) : ceci montre que exp(A) est inversible, d’inverse exp(—A).

Démonstration. — Comme A et B commutent, on a pour tout n € N la formule du binéme :
" /n n!
(A+B)7L:Z< )Aan—p: Z ﬁAPBlI_
p=0 \P pa>0 P4
ptg=n

Donc (renvoyant & 1’appendice en fin de chapitre pour la justification de 1’égalité (x) ci-dessous) on a :

exp(A) exp(B) = (Z AP)(ZB‘I) (;) Z( Z AP Bq)

» q g

p>0 q>0 n>0  p,g>0
ptg=n
1 n! (A+ B)
— il PRI — —
=>al X g P )= mewA B,
n>0 P,4>0 n>0
pt+g=n

La formule (%) en découle, puisque tA et t' A commutent. O
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Remarque 5.3.14. — Attention! Si AB # BA, alors exp(A + B) # exp(4)exp(B) en général. Par
. 0 -1 00 -1 0 0 O ,

exemple, soient A = (0 0 > et B = (1 O)' Alors AB = ( 0 0) # BA = <0 1) ; d’autre part,

comme A2 = 0= B2 on a exp(A) = Iy + A et exp(B) = I, + B et donc

op(d)exp(B) = Lo + (A+B) + AB = ((1) _11) # exp(B) exp(A) = I + (A+ B) + BA = G ‘01> .

Donc exp(A) exp(B) et exp(B) exp(A) ne peuvent pas tous les deux étre égaux & exp(A+B). En fait on peut

montrer (cf. TE3a 2010-11) que exp(A+ B) égale 698(1) —sin(1) , donc est différent de exp(A) exp(B)
sin(1)  cos(1)

et de exp(B) exp(A).

Proposition 5.3.15. — Soit J le bloc de Jordan nilpotent J4(0). Pour tout bloc de Jordan Jg(N\) = Mg+
et toutt € K, on a

t2 td—l
1 ¢ —
2 (d—1)!
AL t o i At 0 1 1 E
exp(tJg(\) =eM (Ig+tJ+ =J“+---+ JH) =e™ 2
D(LTa(N) = (T + 1T + v AR IR 2
2
. t
0 . 0 1
Ja, (A1) 0 0
et pour toute matrice de Jordan A = 0 Ju, (A2) , on a
: - - 0
0 0 | Ja.(Ar)
exp(tJdl ()\1)) 0 s 0
0 exp(tJg,(A2))
exp(tA) = :
0
0 e 0 | exp(tJa.(Ar))
Démonstration. — En effet, soit 2 = (e, ...,eq) la base canonique de K¢. Alors Je; = 0 et Je; = ;1
pour i = 2,...,d, et 'on en déduit, par récurrence sur ¢ = 1,...,d, que l'on a
Jiej: 0 S?_j::},...,i,
€j—i sij=i+1,...,d,

i.e. la matrice de J? a tous ses coefficients nuls sauf ceux de la i-ieme diagonale au-dessus de la diagonale
principale, sur laquelle les coefficients valent 1. Ceci donne la forme explicite de exp(t.J) donnée dans la
proposition. De plus, comme tJ et Atl; commutent, on a

exp(Atly + tJ) = exp(Mtly) - exp(t]) = exp(Mt) Iy - exp(t]) = e exp(t]),

ce qui prouve la premiere égalité.

Lorsque A est une matrice de Jordan ayant r blocs, notons Z; le sous-ensemble de % correspondant au
bloc Jg,(\;) et E; le sous-espace vectoriel de K? de base %;, et soit u; ’endomorphisme de K? qui est nul
sur Ej pour j # i et tel que Matg, (u;) = Jq,(A;). Alors on obtient comme plus haut que Matz(exp(tu;))
est la matrice diagonale par blocs dont tous les blocs diagonaux sont l'identité, sauf le i-ieme qui est
exp(tJg; (A;)). De plus, comme A = uj +- - -+ u, et que les u; commutent deux & deux, on déduit de 5.3.13
par récurrence sur r que

exp(tA) = exp(tuy) exp(tug) - - - exp(tu,)

et en effectuant le produit de ces matrices diagonales par blocs, on obtient bien la matrice exp(tA4) indiquée
dans la proposition. O
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Théoréme 5.3.16. — Soit A € My(K). La fonction R — My(K), t — exp(tA) est dérivable, de dérivée
la fonction t — Aexp(tA) = exp(tA)A. Par conséquent, la fonction t — exp(tA) est de classe C™, sa
dérivée n-iéme étant la fonction t — A" exp(tA) = exp(tA)A™.

Ai
Démonstration. — Pour tout t € R, notons S,,(t) la somme partielle 7" ¢ '—- Soit t € R tel que [t] <1,
i

alors [t|* < 2 pour tout i > 2 et donc

A||Z Z 1Al
1150(6) - zd—tA|||<Z|t| T2 < 23 B2 < e,

Ceci étant vrai pour tout n, on en déduit que
(1) Il exp(tA) — Ia — tA[|| < 2 exp([||All])-

Ceci montre que la fonction ¢t — exp(tA) est dérivable (donc a fortiori continue) en ¢t = 0, de dérivée A.
Puis, pour ty € R arbitraire et ¢t comme ci-dessus (i.e. |t| < 1), on a

exp((to +t)A) —exp(toA) — tAexp(toA) = exp(toA)(exp(tA) — I — tA)
et donc
(1) [l exp((to +t)A) — exp(toA) — tAexp(toA)||] < £ [[| exp(toA)lll - exp([|A[l),

et ceci montre que ¢t — exp(tA) est dérivable (donc a fortiori continue) en t = ¢g, de dérivée Aexp(toA).
On a donc montré que la fonction ¢ — exp(tA) est dérivable, de dérivée la fonction t — Aexp(tA).

De plus, pour tout B € M4(K) on obtient, en reprenant la démonstration précédente, que la fonction
t — Bexp(tA) est dérivable, de dérivée t — BAexp(tA); elle est donc indéfiniment dérivable, sa dérivée
n-iéme étant la fonction ¢ — BA™ exp(tA). Le théoréme est démontré. O

5.4. Exponentielles de matrices et équations différentielles linéaires

Théoréme 5.4.1. — Soit toujours K = R ou C et soient A € M,(K) et X : R = K", t — X(t) =
z1(t)
: une fonction de classe C*° vérifiant l’équation différentielle
Zn(t)
() a1 (t)
X'(t)=A-X(t), c.-a-d., : =A
i (t) Tn ()
Alors on a X (t) = exp(tA) - X(0) pour tout t € R.
Démonstration. — Pour démontrer ce théoreme, on a besoin du :

Lemme 5.4.2. — Soient X : R - K", t — X(t) et B:R — M,(K), ¢t — B(t) des fonctions dérivables.
Alors la fonction F: R — K", t — F(t ) ( ) X(t) est dérivable et pour toutt € R on a

(t) F'(t) ) - X(t) + X'(t).

Démonstration du lemme. — En effet, on a F(¢ ,oupour tout i =1,...,n,

Fit) = Z B(t);;X;(t) € K.

Alors chaque F; est dérivable, de dérivée F!(t) = Z? L (B/(8)i X5 (t) + B(t)i; X (t)) et il en résulte que F

est dérivable et qu’'on a bien 1’égalité de vecteurs colonnes :

F'(t)=DB'(t)- X(t) + B(t) - X'(t).
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La démonstration du théoréeme est maintenant facile : considérons la fonction Z : R — K" définie par
Z(t) = exp(—tA) - X(t). D’apres le lemme précédent et le théoreme 5.3.16, Z est dérivable et pour tout
teRona

Z'(t) = —exp(—tA)A- X (t) + exp(—tA) - X'(t) = exp(—tA) - (X'(t) — A- X(t)) = 0.

Donc Z est constante, d’ou Z(t) = Z(0) = X (0), et donc X (t) = exp(tA) - X(0) pour tout t € R. O

Corollaire 5.4.3. — Soit A € M, (K). Alors l’ensemble E des fonctions X : R — K", de classe C*, qui
sont solutions de ’équation différentielle X' = A- X, est un K-espace vectoriel de dimension n, isomorphe
a K™ par Uapplication E — K", X — X(0).

Démonstration. — D’abord, il est clair que si X7, X5 € E et A € K, alors AX; + X5 est encore solution
de ’équation différentielle, i.e. appartient a E. Ceci montre que E est un K-espace vectoriel. Il est clair
que l'application ¢ : E — K", X — X (0) est linéaire, et elle est injective puisque X est déterminé par la
« condition initiale » X (0) d’apres le théoréme précédent.

Réciproquement, soit Y € K™. D’apres le lemme précédent et le théoreme 5.3.16, la fonction X : t —
exp(tA) - Y est dérivable, de dérivée X'(t) = Aexp(tA) Y = A- X(t), donc X appartient & E et vérifie
X (0) =Y. Ceci montre que ¢ est aussi surjectif; c’est donc un isomorphisme, d’ott le corollaire. O

Considérons maintenant une équation différentielle linéaire :
(%) O =an o f"D 4 taaf +arf +aof,

a coeflicients constants a; € K et notons E le K-espace vectoriel des fonctions f : R — K, de classe C*°, qui
sont solutions de (x). (Lorsque les a; sont dans R, méme si 'on ne s’intéresse qu’aux solutions f: R — R,
il peut étre utile de considérer aussi les solutions & valeurs dans C.)

Ceci devient un cas particulier du cas étudié plus haut, en posant pour tout f € E :

f(t)
f(@)
X(t) = )
A0
Alors X : R — K™ est de classe O, et vérifie I’équation différentielle :
) 0 1 o - 0
J(@) f(t)
fr () 00 1 f(@)
X' = = . .
: R 0
i (t) 0 0 0 1 f(nfl)(t)
ay ai -+ Gp—2 Qap—1
=A
zo(t)
. . 1(t) . . .
Réciproquement, si X (t) = . est une fonction R — K", de classe C*°, solution de I’équation
Tp—1 (t)
différentielle X’ = AX, alors on a
o (t) o(t) 1(t)
x) (t) x1(t) T
o= | z
o (t) Tp-1(t) Tn_1(t)
x4 (1) X (t) apxo(t) + - 4 ap—12,-1(t)
d’on 1 = z{), puis 2 =z} = z{, etc., et donc z; = zgi) pouri=1,....,n—1, et

n 1 n—1
xé ) = Tp—1 = On—1Tp—1 + -+ aoZo = anflxé )£ agxo
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f(t)
. F) o o
donc f = xg est solution de () et X = : . On a ainsi obtenu que Papplication linéaire
Fr()
f
f/
{solutions f de (%)} — {solutions X de X' = AX}, [ _
f(nlfl)

est bijective, donc un isomorphisme de K-espaces vectoriels. Combinant ceci avec le théoreme précédent,
on obtient le :

Théoréme 5.4.4. — Soient ag, . ..,a,—1 € K. Alors le K-espace vectoriel E des fonctions f: R — K, de
classe O, vérifiant l’équation différentielle linéaire (%) est de dimension n. Plus précisément, 'application

f(0)
, f(0) ‘ _ _
E—- K" f— . est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. En d’autres termes : toute
Fr=1(0)
solution f de (%) est enticrement déterminée par les « données initiales » (£(0), f(0),..., f=1(0)), et

celles-ci peuvent étre choisies arbitrairement.

Exzemple 5.4.5. — Soit w € R et soit E I'ensemble des fonctions f : R — R, de classe C'°, vérifiant
I’équation différentielle

(1) WS =0,

D’apres le théoreme précédent, E est un R-espace vectoriel de dimension 2. D’autre part, les fonctions
fi1:t— cos(wt) et fo : t — sin(wt) appartiennent & E (car f](t) = —wsin(wt) et f}(t) = wcos(wt)); de
plus elles sont linéairement indépendantes car f1(0) =1 = f4(0) et f1(0) = 0 = f3(0), donc elles forment
une base de E. Donc toute solution f de (f) s’écrit de fagon unique f(t) = acos(wt) + bsin(wt), avec
a,b € R. De plus, posons A = va? +b%; si (a,b) # (0,0), il existe ¢ € R, unique modulo 27, tel que
sin(p) = a/A et cos(p) = b/A, et U'on a donc f(t) = Asin(wt + ¢).

5.5. Appendice (}) : Espaces quotients

5.5.0. Introduction. — Soit f: V — W une application linéaire surjective, et soit K = Ker(f). Alors,
pour tout w € W, il existe v € V tel que f(v) = w, et si v’ a la méme propriété, on a v’ — v € K, c.-a-d.,
v/ € v+ K. On peut donc identifier les éléments de W aux classes :

v+ K={v+z|zeK}={€eV|v-veK}

Cette construction se généralise : pour tout sous-espace vectoriel E de V, on peut construire de fagon
canonique un espace vectoriel noté V/E et appelé « quotient de V par E », et une application linéaire
surjective 7w : V' — V/E dont le noyau est E.

Cette construction a d’innombrables applications, dont certaines sont indiquées plus bas. En termes
imagés, on peut dire que travailler dans V/E permet de « négliger » les éléments de E, et donc dans
certains cas de rendre la situation plus simple. (Une analogie est qu’il est souvent plus facile de calculer
«modulo n » que dans Z; par exemple on voit facilement que 32°19 = 1 mod 7 sans avoir a calculer
(heureusement !) 32010.)

Soit A un groupe abélien (c.-a-d., commutatif) et E un sous-groupe. On consideére sur A la relation
d’équivalence ~p définie par F, c.-a-d., telle que :

r~pysrz—ye kb,

pour tout a € A on note
a+E={becA|b-—acE}={a+x|z€E}

sa classe d’équivalence, on note A/FE lensemble de ces classes (c.-a-d., ’ensemble quotient de A par la
relation d’équivalence ~g), et 7 la projection A — A/E qui & tout a € A associe sa classe a + E.
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On va munir A/FE d’une loi de groupe abélien, telle que 'application 7 : A — A/FE soit un morphisme
de groupes abéliens. Cette condition impose que 'on ait :

(%) (a+E)+(b+E)=mn(a)+7(b)=n(a+b)=a+b+E.
On voudrait donc prendre ceci comme définition de Paddition dans A/E, mais il faut vérifier que ceci a un
sens. En effet, la classe a + E ne détermine pas uniquement ’élément a ; c’est aussi la classe a’ + E pour
tout a’ ~g a. Il faut donc vérifier que pour tous a’ ~g a et b’ ~g b, le « résultat de ’addition »
ad+v+E

est le méme. Or, il existe z,y € E tels que ' = a + 2z et b = b+ y, et comme 'addition dans A est
commutative, on a :

ad+b=a+z+b+y=a+b+(z+y),
et +y € E, ce qui montre que o’ +b + E = a+b+ E. On peut donc définir une addition dans A/FE par
la formule (*), et d’apres cette formule, il est clair que 'addition est associative et commutative, et admet
pour élément neutre la classe 0 + E. Enfin, pour tout a € A, la classe —a + E est I'opposée de a + E,
puisque

(a+E)+(-a+E)=a—a+FE=0+F.
On a donc obtenu la

Proposition 5.5.1 (Groupes abéliens quotients). — Soient A un groupe abélien et E un sous-groupe
de A. Il existe sur l’ensemble A/E une unique loi de groupe abélien telle que la projection m: A — A/E
soit un morphisme de groupes abéliens; si on note @ = m(a) = a+ E, cette loi est définie par

a+b=a+b.

Remarque 5.5.1.1. — C’est ainsi qu’on construit les « entiers modulo n » Z/nZ, pour tout n € Z.

Soient maintenant & un corps, V un k-espace vectoriel, F/ un sous-espace vectoriel. D’aprés ce qui précede,
Pensemble quotient V/E est muni d’'une structure de groupe abélien. On va le munir d’une structure de
k-espace vectoriel, telle que l'application 7 : V' — V/E soit linéaire. Cette condition impose que l'on ait,
pour toust € ketveV :

() t-(w+E)=t-n(v)=n(t-v)=t-v+E.
On voudrait donc prendre ceci comme définition de la loi externe, mais a nouveau il faut vérifier que ceci
a un sens, puisque la classe v + E ne détermine pas uniquement I’élément v ; c’est aussi la classe v/ + F
pour tout v/ ~g v. Il faut donc vérifier que pour tout v ~g v, on a

t-(W+E)=t-(v+E).
Orilexiste x € Etel que v  =v+x,dout-v'  =t-v+t-x, et t-x € E puisque E est un sous-espace

vectoriel de V. On a donc obtenu 'assertion (1) du théoréme suivant.

Théoréme 5.5.2 (Espaces vectoriels quotients). — Soient k un corps, V un k-espace vectoriel et E
un sous-espace vectoriel de V.

(1) Il existe sur le groupe abélien V/E une unique structure d’espace vectoriel telle que la projection
7w :V — V/E soit linéaire : pour toutt € k etv € V, on at-v=1-v. On dit que V/E est l’espace vectoriel
quotient de V par E.

(2) SiV est de dimension finie, ’dim(V) = dim(F) + dim(V/E) ‘ i.e. ’dim(V/E) = dim(V) — dim(E). ‘
(3) Supposons V de dimension finie, et soit F' un supplémentaire de E dans V (cf. 4.1.5). Alors 7

induit un isomorphisme F -~ V/E. En particulier, si € = (f1,...,fs) est une base de F, ot d =
dim (V) — dim(E), alors 7(€) = (7(f1),...,7(fa)) est une base de V/E.

Démonstration. — On a déja vu Dassertion (1), démontrons (2). L’application linéaire w : V' — V/E est
surjective, et son noyau est E. Donc, si V est de dimension finie on a, d’apres le théoreme du rang :

dim(V) = dim(E) + dim(V/E).
(3) Notons np : F — V/E la restriction de © & F. D’abord, Ker(rp) = FNE = {0} donc 7y est
injectif. D’autre part, tout z € V/E égale w(v), pour un certain v € V. Comme V = E@® F, on peut écrire
x=ec+ favece € Eet f € F, et comme 7(e) = 0 on obtient que x = 7(f) = wp(f). Ceci montre que

g« F'— V/E est aussi surjectif, donc c’est un isomorphisme. Par conséquent, I'image par 7 de toute base
de F est une base de V/E. O



5.5. APPENDICE (t) : ESPACES QUOTIENTS 95

Le quotient V/E a la « propriété universelle » suivante, relativement aux applications linéaires f : V —
W qui s’annulent sur E, c.-a-d., pour une telle application f, on peut remplacer V par I'espace « plus
simple » (car de dimension plus petite) V/E :

Théoréme 5.5.3 (Passage au quotient d’un homomorphisme). — Soient V,W des espaces vecto-
riels, E un sous-espace vectoriel de V, w la projection V.— V/E, et f : V. — W une application linéaire
telle que E C Ker(f). Alors l’application

VIE =W, m(v) = f(v)

est bien définie et est l'unique application linéaire f : V/E — W telle que for = f.

Démonstration. — Si 1'on a une application linéaire f : V/E — W telle que f o = f alors pour tout
v € V on a nécessairement

() fx()) = f(v).

Réciproquement, montrons que cette formule définit bien une application de V/E dans W. Il faut montrer
que si w(v) = w(v'), c-a-d., siv—' € E, alors f(v) = f(v'). Mais ceci est clair puisque E C Ker(f). Donc
f est bien définie. Alors, pour tout v,v’ € Vet t €k, on a :

Flt-m@) +7@)) =F(r(t-v+0) =ft-v+v) =t flo) +f() =t fv) + f()

ce qui montre que f est linéaire. 0

Théoréme 5.5.4 (Théoréme d’isomorphisme de Noether). — Soient V,W des espaces vectoriels,
f:V = W une application linéaire. Alors f induit un isomorphisme d’espaces vectoriels

f:V/Ker(f) = Im(f).

Démonstration. — On peut considérer f comme un homomorphisme f : V' — Im(f), qui est alors surjectif.
D’aprés le théoreme 5.5.3, il existe donc un (unique) homomorphisme f : V/Ker(f) — Im(f) tel que
f(@) = f(v) pour tout v € V, et f est, comme f, surjectif.

De plus, f est injectif : en effet, soit + € Ker(f) et soit v € V tel que ¥ = z, alors 0 = f(v) =
f(v), donc v € Ker(f), d'ott z = 0. Donc f : V/Ker(f) — Im(f) est injectif et surjectif, donc c’est un
isomorphisme. O

Pour illustrer I'usage des espaces quotients, terminons ce paragraphe 5.5 en donnant une autre démons-
tration ) du théoreme de trigonalisation ; on y remplace aussi 'hypothése que le corps de base soit C par
I’hypothese que le polynome caractéristique P, (X) soit scindé. Commengons par la proposition suivante,
qui établit un lien entre espaces quotients et matrices triangulaires par blocs.

Proposition 5.5.5 (Quotients et matrices triangulaires par blocs)
Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n, u € Endg(V), et E un sous-espace de V' stable par u.
Soit ug : E — E la restriction de u a E et soit 7 la projection V — V/E.

(1) w induit un endomorphisme @ = uy/g de V/E, tel que uy g(m(v)) = n(u(v)) pour tout v € V.

(2) Soit B = (e1,...,en) une base de V telle que € = (ey,...,e,) soit une base de E. Alors Matg(u)
est triangulaire par blocs :

A B A = Maty (ug)
Mat =
atgz(u) ( 0. .. D ) avec {B € My (k), D€ M, (k).

De plus, D est la matrice de uy,;g dans la base 9 = (n(ey11),...,7(ey)) de V/E.
(3) Par conséquent, on a

(%) Pu(X) = Pup(X) - P,

uy/ e

(X).

(3en quelque sorte « duale » de celle de 4.2.3
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Démonstration. — (1) Comme u(E) C E, on a (7o u)(E) = {0} donc I'existence de u = uy, g résulte du
théoreme 5.5.3 appliqué & f =7ou:V — V/E.

(2) Comme E = Vect(ey,...,e,) est stable par u, il est clair que M = Matg(u) a la forme indiquée. De
plus, écrivant B = (b;;) et D = (dg;) pour i =1,...,ret j,{=1,....,n—r,ona:

s T
ulerrj) =Y bijei+ > dijens
=1 /=1

donc u(m(e,y;)) = m(u(ery;)) égale > y_, dejm(erqe) pour j = 1,...,n —r, ce qui prouve que D est la
matrice de @ dans la base Z = (7(ey41),...,7m(en)) de V/E (cf. point (3) de 5.5.2). Alors, comme
A= XI, | B
M B XIn N ( On—r,r ‘ D - XIn—r )
on déduit de 3.4.8 que P,(X) = dét(A — X1I,.) - dét(D — X1,,—,) d’ott Py(X) = Pyup(X) - Puy,n(X). La
proposition est démontrée. O
Théoréme 5.5.6 (Trigonalisation lorsque P,(X) est scindé). — Soient V' un k-espace vectoriel de
dimension n et u € Endg(V), on suppose que P,(X) est scindé, i.e. qu’il a n racines A\1,...,\, (pas
nécessairement distinctes) dans k. Alors il existe une base % de V dans laquelle la matrice de u est

triangulaire supérieure, les coefficients diagonaux étant alors A1, ..., \y,.

En termes matriciels : si le polynome caractéristique de A € M, (k) a toutes ses racines dans k, alors
A est semblable & une matrice triangulaire, i.e. il eviste P € GL,, (k) telle que P~YAP soit triangulaire.

Démonstration. On procede par récurrence sur n, il n’y a rien a montrer si n = 1. Supposons donc
n > 2 et le théoreme établi pour n— 1. Puisque, par hypothese, P,(X) est scindé, alors u posseéde au moins
un vecteur propre e associé a la valeur propre \1. La droite ke; est stable par u, donc d’apres le corollaire
5.5.5, u induit un endomorphisme % du quotient V' = V/key, qui est de dimension n — 1. D’apres la formule
() de 5.5.5, on a

Pu(X) = (A — X)Px(X)
et donc Pg(X) égale (—1)" ! [T, (X — A;), donc est scindé.

Par hypothese de récurrence, il existe une base 2 = (vq,...,v,) de V telle que D = Matg () soit
triangulaire supérieure. Soient es,...,e, € V dont les images dans V/ke; sont ve,...,v,. Alors Z& =
(e1,€2,...,€,) est une base de V (cf. la preuve du théoréme du rang 0.3.2) et, d’apres 5.5.5, la matrice M
de u dans Z est de la forme :

A1 B
< 0p_11 | D )

avec B € M ,_1(k), donc est triangulaire supérieure. Le théoréme est démontré. O

5.6. Appendice () : Normes sur K" et produits de séries absolument convergentes

Soit K =R ou C. Commencons par démontrer la proposition 5.3.3 :

Proposition 5.6.1. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les normes sur E
sont équivalentes, c.-a-d., si ||-|| et ||-||" sont deux normes sur E, il existe des constantes c,C € R telles
que :

(t) WweE, c|v] <] <C- ]l

Démonstration. — Soit Z = (eq,...,eq) une base de E et soit || - ||oo la norme sur E définie par ||v|oc =

Max; |z;| si v =), x;e;. Il suffit de montrer qu’il existe des constantes ¢, C' € R telles que :
(%) VweE, ¢t < v £Cvfo-

En effet, on aura de méme ¢ - ||v||oo < |[v||' < C' - ||v|loc pour des constantes ¢/, C’ > 0, et donc :
/ !

C
vwe B geloll <ol < = ol

La seconde inégalité de (%) s’obtient facilement : posant C' = Zle le: ||, on a

d d
(%) I miedll <Dzl - lleall < C - Jlo)lo.
i=1 =1
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Montrons maintenant qu’il existe m > 0 tel que, pour tout v € F, on ait

(1) ol =1 = |vllec <m.
Dans le cas contraire, il existerait une suite (v,),en de vecteurs tels que ||v,|| = 1 et que t, = ||vp||so tende
vers +00. Quitte & remplacer (v,)pen par une sous-suite et & permuter les coordonnées (z1,...,2q), on
peut supposer que

1

U= (Lizpo,. ., Tpd)

P
avec |z, ;| < 1. Comme le « cube unité » de E pour la norme || - ||o est compact, on peut supposer, quitte
a remplacer (vp)pen par une sous-suite, que la suite (v),)pen converge pour la norme || - ||, vers une limite
£. Comme la fonction « lére coordonnée » est continue pour la norme || - || (c’est clair), et comme || - ||

1
lest aussi (d’apres (x)), alors la lére coordonnée de ¢ est 1 et d’autre part on a [[4]] = lim,_ 4o o= 0,
P
1
donc ¢ = 0, d’olt une contradiction. Ceci prouve (f). Alors, pour tout v # 0, appliquant (f) & v’ = Wu
v
on obtient que ||[v|loo < m - ||v]|, inégalité qui est encore valable pour v = 0. On a donc :
1
VweE,  —-|vlle < vl
m

ce qui acheve la démonstration. O

Démontrons maintenant la proposition suivante, utilisée dans la démonstration de la proposition 5.3.13.

Proposition 5.6.2. — Soient Y ;=  A; et Z;io B; deux séries convergentes dans My(K). Supposons de
plus que Y .-, A; soit absolument convergente, i.e. que la série y .- ||| Al converge.

Alors, posant Cp = 3°7_ AiBy_i, la série 37 C, converge vers le produit (372 Ai) (3272 Bj)-
Démonstration. — Notons (S,) (resp. (T,)) la suite des sommes partielles Y ;" ; A; (resp. Z?:o Bj) et S
(resp. T') sa limite. Comme

ST = ST < {15 = Snlll - 1T,
la suite S,, T converge vers ST. Posant

Unzic —ZZABP 1_214 Z

p=0 =0 =0

il suffit donc de montrer que la suite S, T — U,, tend vers 0. Or on a

n 2n— _
I1SnT = Unll < D> MA(T - Z )+ Z 143 ( Z B;)|l
1=0 j= 1=n—+1 7=0
n 2n—1 2n—1i
< AT - Z B[+ Z LA - 1l Z Bl
1=0 i=n+1
M, MY

Posons a = Y2, ||| 4s]|| et remarquons que comme la suite 7,, converge vers T, la suite des normes

€
1Tl est bornée par un réel C' > 0. Alors, pour tout € > 0, il existe ng tel que |7 — Z;L o Bill < 23 © et

ZZ na A < % pour tout n > ng, d’ott M,, + M/ < € pour tout n > ng. Ceci prouve que |||.S, T — U, |||
tend vers 0, d’ou la proposition. O
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