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2.5. Appendice (†) : Espaces quotients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.6. Appendice (†) : Normes sur Kn et produits de séries absolument convergentes . . . . . . 46





CHAPITRE 0

RAPPELS : VALEURS PROPRES, VECTEURS
PROPRES, DIAGONALISABILITÉ

Ce chapitre 0 est constitué de rappels sur la diagonalisation des endomorphismes, telle
que vue dans le cours LU2MA221 “Algèbre linéaire et bilinéaire I” en L2 S3. La référence
est la section §4.2 du polycopié de Yves Coudène, qui est disponible à l’adresse

https://www.lpsm.paris/pageperso/coudene/2MA221-algebre-lineaire-bilineaire-I.html

Nous allons revisiter ces notions dans le cours. Nous supposons connue la méthode du
pivot pour la résolution des systèmes linéaires AX = Y .

0.1. Somme directe de sous-espaces

Définition 0.1.1 (Sous-espaces en somme directe). — Soient V un k-espace vecto-
riel, E1, . . . , En des sous-espaces de V . (Ni V ni les Ei ne sont supposés de dimension
finie.)

(1) La somme des sous-espaces E1, . . . , En, notée E1 + · · ·+En ou
∑n

i=1Ei, est le sous-
espace de V engendré par E1 ∪ · · · ∪ En. L’on montre que

(∗) E1 + · · ·+ En = {x1 + · · ·+ xn : ∀i, xi ∈ Ei}.
(2) On dit que les Ei sont en somme directe si pour tous x1 ∈ E1, . . ., xn ∈ En, l’égalité

x1 + · · · + xn = 0 entrâıne x1 = 0 = · · · = xn. Ceci équivaut à dire que tout élément x
de E1 + · · · + En s’écrit de façon unique x = x1 + · · · + xn avec xi ∈ Ei. Dans ce cas,
E1 + · · ·+ En est noté E1 ⊕ · · ·⊕ En ou

⊕n
i=1Ei.

Si les sous-espaces Ei, i = 1, . . . , n sont de dimension finie, alors ils sont en somme directe
si et seulement si

(⋆) dim(E1 + · · ·+ En) = dim(E1) + · · ·+ dim(En).

Terminologie 0.1.2. — Si E1, . . . , En sont en somme directe et si de plus E1 ⊕ · · ·⊕En

égale V , alors on dit que V est la somme directe des Ei.

Remarques 0.1.3. — (1) Il résulte de la définition que E1, . . . , En sont en somme directe
si et seulement si, pour tout i = 1, . . . , n, on a : Ei ∩

∑
j ̸=iEj = 0.

(2) En particulier, si n = 2, alors E1 et E2 sont en somme directe si et seulement si
E1 ∩ E2 = (0).

(0)version du 21/1/2020
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(3) Attention ! Si des sous-espaces sont en somme directe, leur somme n’est pas néces-
sairement égale à l’espace tout entier : par exemple si E1, E2 sont deux droites distinctes
dans R3, leur somme est directe, et c’est un plan de R3, et non R3 tout entier !

(4) Attention ! Si n ≥ 3, la condition Ei ∩ Ej = {0} pour i ̸= j n’entrâıne pas que la
somme des Ei soit directe : par exemple si E1, E2, E3 sont trois droites distinctes dans R2,
elles vérifient Ei ∩ Ej = {0} pour i ̸= j, mais leur somme n’est pas directe (car E1 + E2

égale R2 donc contient E3).

Définition 0.1.4 (Sous-espaces supplémentaires). — Soient V un espace vectoriel,
E, F deux sous-espaces de V . On dit que E et F sont des sous-espaces supplémentaires si
V = E ⊕ F , c.-à-d., si E ∩ F = (0) et E + F = V .

Si V est de dimension finie, ceci équivaut à dire que E ∩F = (0) et dim(E) + dim(F ) =
dim(V ).

Proposition 0.1.5. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie n. Tout sous-
espace E de V admet un supplémentaire. !

Remarque 0.1.6. — Soient V un espace vectoriel et E, F deux sous-espaces de dimension
finie. Alors

dim(E + F ) = dim(E) + dim(F )− dim(E ∩ F ).

0.2. Espaces propres et critères de diagonalisabilité

Définition 0.2.1 (valeurs propres, vecteurs propres). — Soit V un k-espace vecto-
riel et u un endomorphisme de V . Un scalaire λ ∈ k est une valeur propre de u s’il existe
x ∈ V \ {0} tel que u(x) = λx, ou encore si

ker(u− λId) ̸= 0.

Un élément x ∈ ker(u−λId) s’appelle vecteur propre pour la valeur propre λ. Le sous-espace

Vλ = ker(u− λId) ⊆ V

s’appelle sous-espace propre pour la valeur propre λ.

Théorème 0.2.2. — Soient V un k-espace vectoriel (pas nécessairement de dimension
finie), u un endomorphisme de V , et λ1, . . . ,λr des valeurs propres de u deux à deux
distinctes. Pour i = 1, . . . , r, on note

Ei = Vλi = {v ∈ V | u(v) = λiv}
le sous-espace propre associé. Alors les Vλi sont en somme directe.

Démonstration. — Montrons par récurrence sur r ≥ 1 l’assertion suivante : si l’on a une
égalité x1 + · · ·+ xr = 0 avec xi ∈ Vλi , alors x1 = · · · = xr = 0. Il n’y a rien à démontrer
pour r = 1, donc on peut supposer r ≥ 2 et l’assertion établie pour r − 1. L’on a u(x1 +
· · ·+ xr)− λr(x1 + · · ·+ xr) = 0, ou encore

(λ1 − λr)x1 + · · ·+ (λr−1 − λr)xr−1 = 0.

L’hypothèse de récurrence assure que, pour tout i = 1, . . . , r− 1, l’on a (λi −λr)xi = 0, ou
encore xi = 0 puisque λi − λr ̸= 0. Or x1 + · · ·+ xr = 0, ce qui entrâıne xr = 0 et achève
la démonstration.

La somme
⊕r

i=1 Vλi n’est pas nécessairement égale à V ; si V est de dimension finie, c’est
le cas si et seulement si il existe une base formée de vecteurs propres de u.
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Définition 0.2.3 (Endomorphismes diagonalisables). — Soient V un k-espace vec-
toriel de dimension finie et u ∈ Endk(V ). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe une base de V dans laquelle la matrice de u est diagonale.
(ii) V admet une base formée de vecteurs propres de u ;
(iii) les vecteurs propres de u engendrent V ;
(iv) la somme des espaces propres de u égale V ;
(v) V est la somme directe des espaces propres de u.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que u est diagonalisable.

Proposition 0.2.4 (Valeurs propres distinctes). — Soit u ∈ Endk(V ) (dimk(V ) =
n). Si u possède n valeurs propres distinctes, alors u est diagonalisable.

Démonstration. — L’endomorphisme u possède n espaces propres distincts V1, . . . , Vn, qui
sont en somme directe d’après le théorème précédent. Alors le sous-espace E = V1⊕· · ·⊕Vn

de V est de dimension

n ≥ dimE =
n∑

i=1

dimVi ≥ n = dimV.

Ainsi dimE = dimV et par conséquent V = E = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn. De plus, chaque Vi est
nécessairement de dimension 1.

Cette proposition fournit une condition suffisante de diagonalisabilité. Bien entendu,
cette condition n’est pas nécessaire : par exemple la matrice identité In (≥ 2) est diagonale
et a toutes ses valeurs propres égales à 1.

0.3. Polynôme caractéristique d’un endomorphisme

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie n. L’outil fondamental pour trouver les
valeurs propres d’un endomorphisme u ∈ Endk(V ) est son polynôme caractéristique

Pu(X) = dét(u−XIn) ∈ k[X ].

Celui-ci est défini de la manière suivante : l’on choisit une base quelconque de V , l’on
représente u par une matrice A ∈ Mn(k) et l’on pose

Pu(X) = dét(A−XIn) ∈ k[X ].

La définition ne dépend pas du choix de la base.

Proposition 0.3.1. — Un scalaire λ ∈ k est valeur propre de u si et seulement si il est
racine du polynôme caractéristique.

Démonstration. — L’équation u(x) = λx, x ∈ V équivaut à (u − λId)x = 0. L’existence
d’une solution non-nulle équivaut à la non-injectivité de l’application linéaire u − λId :
V → V . Puisque V est de dimension finie, ceci équivaut à l’annulation du déterminant
dét(u− λIn) = Pu(λ).

Corollaire 0.3.2. — Soit u ∈ Endk(V ) (dimk(V ) = n). Si le polynôme caractéristique
Pu(X) possède n racines distinctes, alors u est diagonalisable. !





CHAPITRE 1

RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES

La terme de “réduction des endomorphismes” fait référence au problème suivant.

Problème (réduction des endomorphismes). Étant donné un k-espace vectoriel V
(de dimension finie n) et un endomorphisme u ∈ Endk(V ), trouver une base de V dans
laquelle la matrice de u prend la forme “la plus simple possible”.

Les applications les plus simples sont les homothéties λId, λ ∈ k. C’est une des rai-
sons pour lesquelles l’on a introduit dans la section précédente les notions de valeur propre
et sous-espace propre de u. Dans ce chapitre, nous allons raffiner cette étude. On y dé-
montre les théorèmes de trigonalisation, de Cayley-Hamilton, de décomposition en espaces
caractéristiques, la décomposition de Dunford et le lemme des noyaux.

Les appendices contiennent les preuves du théorème de Bézout et du fait que le corps C
est algébriquement clos.

Sauf mention contraire tous les espaces vectoriels considérés dans ce chapitre sont de
dimension finie.

1.1. Critère de diagonalisabilité

Dans la section précédente nous avons vu une condition suffisante de diagonalisabilité.
Celle-ci peut être complétée en une condition nécessaire et suffisante (CNS).

Définition et proposition 1.1.1 (Multiplicités algébrique et géométrique d’une
valeur propre)

Soient V un C-espace vectoriel de dimension n, u ∈ EndC(V ), λ1, . . . ,λr les racines
(deux à deux distinctes) du polynôme caractéristique Pu(X) dans C. D’une part, Pu(X) se
factorise

Pu(X) = (−1)n(X − λ1)
m1 · · · (X − λr)

mr

où mi est la multiplicité de λi comme racine de Pu(X). D’autre part, d’après la Proposi-
tion (0.3.1), λ1, . . . ,λr sont les valeurs propres de u.

On appelle multiplicité algébrique (resp. géométrique) de la valeur propre λi sa multi-
plicité mi comme racine de Pu(X) (resp. la dimension ni de l’espace propre Vλi).

(1) On a dimVλi ≤ mi pour tout i.

(2) u est diagonalisable ⇐⇒ dim Vλi = mi pour tout i.

(0)version du 21/01/2020
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Démonstration. — (1) Pour tout i, soit C i une base de Vλi . Comme les espaces propres
sont en somme directe, la famille C = C 1 ∪ · · · ∪ C r est une famille libre, donc on peut la
compléter en une base B de V . Alors A = MatB(u) est de la forme suivante :

A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ1In1 0 · · · 0 ∗

0 λ2In2

. . .
... ∗

0
. . . . . . 0 ∗

...
. . . 0 λrInr ∗

0 · · · 0 0 B

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

où B est une matrice carrée de taille p = n−(n1+· · ·+nr). En particulier, A est triangulaire
par blocs et l’on en déduit l’égalité

Pu(X) = dét(A−XIn) = PB(X)
r∏

i=1

(λi −X)ni.

Donc
∏r

i=1(λi −X)ni divise Pu(X), d’où ni ≤ mi pour tout i, ce qui prouve (1).

(2) Si ni = mi pour tout i, alors le sous-espace E =
⊕r

i=1 Vλi est de dimension
∑r

i=1mi =
n, donc égale V , donc u est diagonalisable. Réciproquement, si u est diagonalisable, il existe
une base B de V telle que

A = MatB(u) =

⎛

⎜⎜⎜
⎝

λ1In1 0 · · · 0

0 λ2In2

. . .
...

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 λrInr

⎞

⎟⎟⎟
⎠

alors Pu(X) = dét(A−XIn) =
∏r

i=1(λi−X)ni = (−1)n
∏r

i=1(X−λi)ni , d’où ni = mi pour
tout i.

Le critère (1.1.1) est utile en pratique : étant connues les racines du polynôme caracté-
ristique avec leurs multiplicités, l’on calcule les sous-espaces propres correspondants. Pour
déterminer si l’endomorphisme u est diagonalisable l’on compare la multiplicité algébrique
à la multiplicité géométrique.

Les espaces propres sont en somme directe, mais leur somme n’est E que si u est diago-
nalisable. Par exemple, la seule valeur propre de la matrice carrée

Us =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 . . . . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . . . . . . . 0 1
0 . . . . . . . . . . . . 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

est 0 et l’espace propre associé est de dimension 1.

1.2. Sous-espaces stables

La notion clé dans le problème de la réduction des endomorphismes est celle de sous-
espace stable.
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Définition 1.2.1 (Sous-espace stable). — Soit u ∈ Endk(V ). On dit qu’un sous-espace
E de V est stable par u si

u(E) ⊆ E.

Dans ce cas, la restriction de u à E induit un endomorphisme de E, noté u|E ou uE.

Exemple 1.2.2. — Les sous-espaces propres d’un endomorphisme u sont stables par u.
La restriction de u à chaque sous-espace propre est une homothétie.

Remarque 1.2.3. — Supposons que E est un sous-espace stable par u, choisissons une
base de E et complétons-là en une base de V . La matrice de u dans cette base est trian-
gulaire supérieure par blocs (

A B
0 C

)
,

où A représente la matrice de u|E dans la base choisie.

Supposons que l’on a trouvé une décomposition V = E1 ⊕ · · ·⊕Er en somme directe de
sous-espaces stables par u, de sorte que u(Ei) ⊆ Ei pour tout i. Définissons une base de V
en concaténant des bases de E1, . . . , Er. La matrice de u dans cette base est diagonale par
blocs ⎛

⎜⎜
⎝

A1 0 · · · 0
0 A2 0 0

0 0
. . . 0

0 · · · 0 Ar

⎞

⎟⎟
⎠ ,

où Ai représente la matrice de u|Ei dans la base choisie.

Lorsque l’endomorphisme u est diagonalisable la situation peut être reformulée en termes
de sous-espaces stables de la manière suivante : l’on a une décomposition V = Vλ1⊕· · ·⊕Vλr

en somme directe de sous-espace propres, chaque Vλi est stable par u et sa dimension est
égale à la multiplicité algébrique de λi. La restriction u|Vλi

est une homothétie de rapport
λi et la matrice de u dans une base constituée de vecteurs propres est diagonale.

Pour mieux saisir la notion de sous-espace stable, nous donnons maintenant un résultat
et un exemple qui en font usage.

Proposition 1.2.4 (Restriction d’un endomorphisme diagonalisable)

Soient V un k-espace vectoriel de dimension finie, u ∈ Endk(V ) un endomorphisme
diagonalisable, E un sous-espace de V stable par u. Alors E admet une base formée de
vecteurs propres de u, i.e. la restriction uE de u à E est diagonalisable.

Démonstration. — La preuve est une variation sur celle du Théorème 0.2.2. D’après 0.2.3,
il suffit de montrer que E est engendré par des vecteurs propres de u. Comme u est diago-
nalisable, tout x ∈ E s’écrit dans V comme une somme de vecteurs propres :

(†) x = x1 + · · ·+ xr, avec xi ∈ Vµi et µi ̸= µj si i ̸= j.

Montrons par récurrence sur r que pour tout x ∈ E et toute écriture (†) comme ci-dessus,
chaque xi appartient à E (ce qui prouvera le théorème). C’est OK pour r = 1, donc on
peut supposer r ≥ 2 et le résultat démontré pour r − 1. Appliquant u − µr idV à (†) on
obtient

x′ = (u− µr idV )(x) =
r−1∑

i=1

(µi − µr)xi
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et x′ ∈ E puisque E est stable par u. Donc par hypothèse de récurrence, chacun des
vecteurs propres (µi − µr)xi, i = 1, . . . , r − 1 appartient à E, donc xi appartient aussi à
E puisque µi − µr ̸= 0. En reportant ceci dans (†) on obtient xr ∈ E, ce qui prouve le
théorème.

Rappels 1.2.5. — Soit k un corps. Si n · 1k = 1k + · · ·+ 1k (n termes) est ̸= 0 pour tout
entier n > 0, on dit que k est de caractéristique 0 ; c’est le cas par exemple pour Q,R,C.
Sinon, le plus petit entier p > 0 tel que p · 1k = 0 est nécessairement un nombre premier
(car si p = rs avec r, s ≥ 1, l’égalité 0 = (r · 1k)(s · 1k) entrâıne que r · 1k = 0 ou s · 1k = 0,
disons r · 1k = 0, mais alors la minimalité de p entrâıne que r = p) ; dans ce cas on dit
que k est de caractéristique p. D’autre part, si V est un k-espace vectoriel et p ∈ Endk(V ),
rappelons qu’on dit que p est un projecteur si p2 = p ◦ p est égal à p.

Exemple 1.2.6 (Symétries). — Soient k un corps de caractéristique ̸= 2 (par exemple,
k = Q,R ou C), V un k-espace vectoriel de dimension n, et s ∈ Endk(V ) tel que s2 = idV .
Alors s est diagonalisable ; plus précisément, soient

p+ =
idV +s

2
, p− =

idV −s

2
, V± = Im(p±).

Alors p+ et p− sont des projecteurs et l’on a :

V = V+ ⊕ V− et ∀x ∈ V±, s(x) = ±x.

Donc, si s ̸= ± idV , alors V+ et V− sont non-nuls et V± est l’espace propre associé à la
valeur propre ±1 ; dans ce cas, s est la symétrie par rapport à V+ parallèlement à V−.

Pour montrer ces affirmations notons les identités suivantes : p2+ = p+, p2− = p− et
p− = idV −p+ d’où p+p− = 0 = p−p+. Ainsi p+ et p− sont des projecteurs et l’on a
V = V+ ⊕ V−. De plus, si x ∈ V±, on voit aussitôt que s(x) = ±x, ce qui achève la preuve.

Remarque 1.2.6.1. — Attention, si k est de caractéristique 2, c.-à-d., si 2 = 0 dans k

(par exemple, si k est le corps à deux éléments F2 = Z/2Z), la matrice A =

(
1 1
0 1

)
∈ M2(k)

vérifie A2 =

(
1 2
0 1

)
= I2 mais A n’est pas diagonalisable : en effet sa seule valeur propre

est 1, donc si A était diagonalisable on aurait A = I2, ce qui n’est pas le cas.

1.3. Trigonalisation

Définition 1.3.1 (Endomorphismes trigonalisables). — Soit u ∈ Endk(V ). On dit
que u est trigonalisable s’il existe une base B de V dans laquelle la matrice A = MatB(u)
est triangulaire, disons supérieure. (1)

Dans ce cas, soient λ1, . . . ,λn les coefficients diagonaux (n = dimk V ), et soit X une
indéterminée. Alors

Pu(X) = dét(A−XIn) =
n∏

i=1

(λi −X)

donc λ1, . . . ,λn sont les n racines (comptées avec multiplicités) du polynôme caractéristique
Pu(X). On voit donc qu’une condition nécessaire pour que u soit trigonalisable est que
Pu(X) ait toutes ses racines dans k. Ceci conduit à la définition suivante :

(1)Si la matrice de u dans une base (v1, . . . , vn) est triangulaire supérieure, alors la matrice dans la base
(vn, . . . , v1) est triangulaire inférieure, et vice-versa, donc on pourrait dans la définition remplacer le mot
« supérieure » par « inférieure ».
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Définition 1.3.2 (Polynômes scindés, corps algébriquement clos)

Soient k un corps et P ∈ k[X ] un polynôme de degré n ≥ 1.

(1) On dit que P est scindé dans k[X ] s’il admet n racines λ1, . . . ,λn dans k (comptées
avec multiplicités), c.-à-d., si P se factorise dans k[X ] en produit de facteurs de degré 1 :

P = a(X − λ1) · · · (X − λn)

(où a est le coefficient dominant de P ).

(2) On dit que k est algébriquement clos si tout polynôme P ∈ k[X ] de degré ≥ 1 est
scindé. Par exemple, on sait que C est algébriquement clos (une démonstration est donnée
dans un appendice à ce chapitre).

Théorème 1.3.3 (Trigonalisation). — Un endomorphisme u ∈ Endk(V ) est trigona-
lisable si et seulement si son polynôme caractéristique est scindé dans k.

En particulier, lorsque k = C, tout endomorphisme est trigonalisable.

Démonstration. — L’implication directe a été démontrée plus haut, il s’agit de prouver
l’implication inverse.

On procède par récurrence sur la dimension n de E. Lorsque n = 1 il n’y a rien à
démontrer, l’on suppose donc n ≥ 2 et l’affirmation démontrée pour n − 1. Il existe par
hypothèse une racine λ dans k du polynôme caractéristique, c’est-à-dire une valeur propre.
Soit e un vecteur propre associé, soit E1 la droite vectorielle engendrée par e et soir E2 un
supplémentaire de E1 dans E. Comme discuté dans la remarque 1.2.3, la matrice de u dans
une base de E constituée de e et d’une base de E2 est “triangulaire supérieure par blocs”
du type (

λ B
0 C

)
.

Par ailleurs, l’on a Pu(X) = (λ−X)Pu|E2
(X) et, puisque Pu(X) est scindé sur k, il en est

de même pour Pu|E2
(X). Puisque dim E2 = n − 1 nous pouvons appliquer l’hypothèse de

récurrence à l’endomorphisme u|E2 dont la matrice est C : dans une base convenable de E2

sa matrice est triangulaire supérieure. Si l’on ajoute e à cette base on obtient une base de
E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.

Corollaire 1.3.4 (Déterminant (resp. trace) = produit (resp. somme) des va-
leurs propres)

Soient A ∈ Mn(C) et λ1, . . . ,λn les n racines dans C (comptées avec multiplicité) du
polynôme caractéristique PA(X). Alors

dét(A) = λ1 · · ·λn, Tr(A) = λ1 + · · ·+ λn.

Démonstration. — D’après le théorème 1.3.3, il existe P ∈ GLn(C) telle que A′ = P−1AP
soit triangulaire ; notons λ1, . . . ,λn ses coefficients diagonaux, alors

PA′(X) =
n∏

i=1

(λi −X), dét(A′) = λ1 · · ·λn, Tr(A′) = λ1 + · · ·+ λn.

D’autre part A′ et A ont même polynôme caractéristique, même déterminant et même trace.
Alors λ1, . . . ,λn sont les racines de PA(X) = PA′(X) et l’on a dét(A) = dét(A′) = λ1 · · ·λn

et Tr(A) = Tr(A′) = λ1 + · · ·+ λn.
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