Dérivations et champs de vecteurs

Soit I'*°(T'M) l'ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur M. Soit D>*°(M)
I'ensemble des dérivations sur M, c’est-a-dire des applications linéaires 6 : C*(M) —
C*>°(M) qui vérifient la regle de Leibniz : 6(fg) = fé(g) + gé(f). Un champ de vecteur X
définit une dérivation par Lx(f)(p) = df (p)X. Le but de cette page est de montrer :

Théoréme 1 L’application L. : T°(M) — D*>®(M) est un isomorphisme d’espace vecto-
riel.

L’injectivité est évidente : si X # 0, il existe une fonction f telle que Lx(f) n’est pas
identiquement nulle (exercice). On démontre ci-dessous la surjectivité.
1 Quelques lemmes

Lemme 2 Si ¢ est une constante, éc = 0.

Preuve : 0c = ¢6(1) = ¢6(1-1) =¢(1-5(1) +1-6(1) = 2¢0(1) = 25(c). O

Lemme 3 Soit § une dérivation sur M. Si f, f coincident sur un ouvert U, 5(f) et 6(f)
coincident aussi sur U.

Preuve : Par linéarité des dérivations, il s’agit de voir que si g = 0 sur U, dgy = 0.

Soit x € U, V C U une carte autour de x, et x : M — [0, 1] une fonction C*> a sup-
port dans V qui vaut 1 en z. Alors puisque g = 0 sur U D V, g = (1 — x)g. Donc

dg(z) =0((1 — x)g)(z) = (1 — x)(x)dg(z) + g(z)d(1 — x)(z) = 0. Donc dg =0 sur U. O

Lemme 4 Soit f: B(1) C R™ — R une fonction C*. On peut écrire

fla) = F0)+ ) gi(@)as,

ot les x; sont les coordonnées sur R", les g; sont C*, et g;(0) = gi, (0).

Preuve : On pose g;(x) := fol %(tx)dt. Alors ¢;(0) = g—i(O) et g; est C* (exercice). De
plus,

fla) = f0)+ [ Gistanar
:f(0)+/ I (tz)zdt

01
— F(0)+ /0 > oL wywiar

= f(0) + Z Uol Z g—;(m)dt] z; = f(0) + Zgi(x)xi.D

Corollaire 5 Une dérivation sur B := B(1) est la dérivée de Lie d’un champ de vecteurs

de B.

—

Preuve : Soit 0 une dérivation sur B. On pose dx; = a;(x), X = ai(x)a%i. Soit f: B — R
une fonction C*.



Pour zg € B, on écrit f(x) = f(xo) + Y gi(z)(z; — 29) (lemme précédent). On a alors

0f(x) = 0(f(0)) + X2 dgi(x)(wi — a7) + 32 gi(2)d(xs — af) (x)
=32 0gi(x) (i — 27) + 32 gi()dw;(x).

En zg, on obtient donc :

5f(x0) =0+ Y gi(wo)ai(wo) = D ai(o) 6;: (w0) = df (w0) X = Lg f(w0).00

2 Preuve du théoréme 1

Comme annoncé, on démontre ici la surjectivité. Soit ¢ une dérivation sur M, (U;, ¢;)
un atlas de M (p;(U;) = B) tel que les V; := 1U; recouvrent M. On appelle C*(V;)
I’ensemble des fonctions C*° sur V; qui se prolongent en des fonctions C*° sur M. Notons
quesi f € C®(3B), fop; € C*(V;) (le démontrer). Définissons : §; : C*(3B) — C*°(3B)
par

§if(x) = 6f o p;(¢; ' (x))

D’apres le lemme 3, §;(f) est bien défini car 6(f o <Pj)|vj ne dépend pas du prolongement
de fopja M. Alors §; est linéaire, et vérifie la regle de Leibniz :

5i(f9) (@) = 8(fopjgow;)(@; (x)) = [f 0 @id(g 0 @) + g o 9;d(f o ;)] (p;(x)) = fég+gif ().

D’apres le corollaire 5, il existe un champ de vecteurs Y; sur %B tel que Vf € Coo(lé_B),
d;f =Y, f. Siaprésent g € C*(M), go (pj_l € C®(3B) et §;(f o <p]_1)(m) =6f(p; (2))

par définition de ¢;. Donc

Sgiv,(p) = 8i(g 095 ") (@i (p))
=dgo; (i)Y} (0;(p))
= dg(p )odtpjl( i(p)Y;(;(p))
= dg(p)ly; 1Y(p)]

En posant X; := ¢ 'Y;, on obtient un champ de vecteur sur Vj et 69, = Lx,9
Vg € C*(M). De plus sip € V;NV;, U un voisinage de p dans V; N'Vj, f une fonc-
tion sur M, on a (0f)y = Lx,f = Lx,f. Par injectivité de X + Lx, on obtient donc
X; = Xj sur U, donc X; = X; sur V;N'Vj. Le champ de vecteur X(p) := X;(p) sip € V;
est donc bien défini, et Vf € C*(M), p € V; on a df(p) = Lx,f(p) = Lxf(p). Donc
of =Lxf. O



