
 

Determinant volume algébrique

Eton Une application linéaire peut dilater desdirections
et en contracter d'autres Mais c'est homogène su
l'espaceUn invariant geometrique taux de dilatation duvolume
PI définir la notion de volume pour voir commet une ALle transforme_

1 Volume algébrique

Pour définir le volume on a deuxpossibilités Dans les deux cas
on doit fixer une base qui donne un pavé unité auquel onattribue le volume 1 Dec en commence par fixer une base

B le et de v

Et on décide que Volpl v É die di Ela bB bi ail
Ensuite deux possibilités ITE

rcv gag
Volp fr i f E vols PEP Ping uPiorl

Logique mais vraies difficultés cours intégration de 13

On construit le volume seulement sur une classe tres
restreinte d'ensembles les parallélépipèdes et on le fait
algéniquent l'est le point de vue qu'onadopte

Def Soit V un espace vectoriel de dimension n et
va n n acteurs Le parallélépipède associé à ces
vecteurs est

Plu v1 3 E div di Elop
Si tu_v1 n'engendre pas V on dit que PLU v1 est plat



Def Un volume algébrique n V est une fonction

Vol W R
4 a 1 vol tu_v1 le value de Plu _v7

qui vérifie les propriétés suivantes

1 Vol Va Vin toi Vin v1 t Vol v il
A pas IH donc vol v v1 Vally va il

2

Être
2 Vol Vi Vin Vitwi Vin V1_Vol lu H Vol lui W V1

É
3 Si toi vol liée Vol lui v1 O Uffele vol d 1 pavé plat est null

On rate A V l'ensemble des voles algébriques sur

Rque Si ENV

vs Vi Cukor i a Oh _a

Vi oui y À v y ri ve

0 si retins tourn Nous_È OÉ un

Preuve RUSÉEOU _vit CHOL Y Y lui v1

oui vite Vit feu oui y t oh _Va vit
lui Vi Vi 1 OU _y_y

OU vi y 4 OIV U Vital
GESU do J E Ce tuposit telles que 8 bio obe Et Al

O K Vi 1h V8 O Ven __ Veal ON V1 Dec

Ovra Voix OCVe.com __ V6 loin Vont Vrai l OCU VI D



Theorem A V est un espace vectoriel de dimensions

Eve On va voi que 1 V est un seu de R de dimensiel

OE Ave evidt
Si Q.EE 1mV 60 moi v vie toi vlatAO.IM lu vl

dOitnOzlvra Vi i Vitwi vin Ne doit Or ung_ v1
do trav _wi V1

Dee doitmore NN
Dac c'est un sans espace vectoriel

Rentrons qu'il est de dimensiek1 On veut donc démontrer

que V0 Or Et V non uld il existe une

costetrcERtyz

_cOz.Fixons
un base f1 _et de V

Remarquons alas la chose suivante Si v Un EV écrivons

Vi Évitez
atlas 0 vi v1 O Evisei Evitez t

Éin Vit Oleis lit

De plus si j in les et est liée doc

0Lei lit O Done finalement
OU _v1

sexy ÊVrais Olean end

Es EH ÊVous Ole et

Ainsi si Ole e 0 alors 0 0 Et si 9,0240
en posant c ÇI one

V v _va EE 02 V V1 COCU Un

Donc tous les volumes algébriques non nuls sont proportiels
Dee 1mV est de dimension f1



Reste à construire un 0 non nul On va utilise le point
précédent

Soit le _et un base de V Es v4 qq
Vi E Vij ez qui définimetuniquet les Vig

On pose QQ a Ça Elo Ivry Alas

Ole e 1 dois 040

O v doithwi _n

Es Ell I Vous lt Vrilithwrini

Fey d Ell I Uria µ Elo I Vriadwobi
docu a µ Oh Wi a

Soit TESH et via uh Vain __ Va
Alors v veut Eveil G E Viz G
Doc OCK Ven OUI_vit

Egy EN IIUtili

Ey EID I Vsetin

On SH SH est un bijection l'inverse on 807
6 1 80T

Doc O Van Val Fey Elo _E TVoli
EIE je Els Turini
EH Effet Turini
E IT O Vi Vn

Des 0 est bien un value algébrique non nul_Des

1 V est un eu de dimension 1 DJ

Exercices Calculs pratiques de values algébriques
Volle er et 1 ds Rl Calculer 0f 1 E



Prop Si OE AV et non ml

f Vr base de V ON V1 0

Preuve Soit toi v1 une base de V

On a vu que V10s v4 on peut ecrire

v's vil Club v4 v _vn

là c est polynaial en les vi défins pari Evjf
Des si v v1 O O E O N

Si Olu _v1 0 montrons que Lui v1 est libre

Si Edi Vi 0 avec l'un des di 0 par ex di
On a alus v CL Uj f 11
On 0 v il Oli_elly j 1 Ne v1

010 va a 0 par multi linéarité B



2 Déterminent d'un endonaphine

Def Soit E un eu de dimension n et u ELLE Pou O ETE
on définit a p a Olam intra

Prop u EL NE

Preuve n OE ME par linéarité de n

acumuniïïïïïOIntuit bulviltmulwil nival
D tu lui helviltrolulvil huit _ulull

n 0 Vrin Vrml Ol avant _ultra

EH Olulval null
Elo n'Ocu _uh

Ons n 0 est evidt linéaire B

Corollaire LEK HOENE n 0 CO Cette costete C

est appelée le diterminat de n noté dette

Pg 1 E est un eu de dimension 1 doc tout endorphine
de l'E est une dilatate c'est à dire une multiplicatie
par un scalaire CEK Der n Cid D

Prop Si fElnfase diIdetu _Olulediiuleil.OCe_et

Preuve n'Ole et det u aler el pa défit de detu
otites palet

Et puisque le _et base Ole _et O B

Theoreme Soit E en Keu de din finie m et u E LIE El

n est un isomorphisme de tuto

Preuve a isomephise E n base de El base de E

Alos fixons 0 EME 0 0 ki et base de E La pop
précédente montre que dieu ulei alert

Ole _ent
i



Alors deru 0 A Olulet niet 0
Intel ce tell base

Come ceci est vrai quel que soit la base choisie initialele _et on a bien detu ON KB bore n'Bl base D

Prop Un VELLE det nov data detv

Preuve lov O v a O nov i nov rt
Ê O ulula ulula

n 0 viril viral

vous 0 v Un

Dee Lou veut v detail detuvedetudetrId
À not Id Partout ici id l'Ex M'E

Des det Inort detudetv B

Corollaire det ELIE o Ki morphine degroupe
SLIE Kerdet tu detu 14 nappe de GLLEI_

Corollaire det You C det u voir significot tard

Exercices det du J'detu

U R R
e tu es
en he est 3e

St 6,7g y

ht 2



3 Interprétation géométrique

Prop Lait E un b eu de dim n et u ELIE Soit GENE
et Ce et une base de E Alors

detu Olulet ulent
aler el

Pren C'est la deficit de ut D

Interprétation deru Vol Plate ulei
Vol Bien et
VolTu Ple e 1

Dec det représente LIÉEvol detla dilatate volumiquede l'endorphine n

Tln Soit RCE de la fac
R Hetoi Pltae tre Itto

On défit vol D Eat t Val Ple et

Alors volute deru vols

Autreet dit detu est le facteur de dilatatedevolue
En fait c'est plus general on aura une théorie de la mesme

LD qui associe à bcp d'enselles pa exples des luttescroissantes d'unions de pavés en mesure Dita sera encore
le facteur de dilatale de ces mesures

Vol na detul Vallet



2 Debermi et

Soit AEM IR

Def det Al det lul où ne EndCRY A

On souhaite un algarithe de calcul de data

Rappel ne l'ensemble des voles algébriques et de dimensiel
Si 0 est un vol algébrique B et ne barder
qq deru il

Soit due E e a base canonique de R
Soit 0 l'unique vol algébrique tg o le et O

Alors det A detu O ulei ulei

O Ae Ae

K il
Note detA au ans

et
Si on va chercher dans le cours sur les detenets a trouve

Prog dette Eee Cd À diril
Mais ce n'est pas efficace In n beaucoup d'opeelies
On utilise plutôt les propriétés nivales

Prop o det Id 1

Je en a a cÉg a additecolonel

det ta_det A

Iaddite lignele Était
det I coin _Cru t Els det G CI



Preuve On utilise les propriétés du value algébrique

feu Citdg Cup O e ci axe et OK C

Ide pou Coin Craf Eld 1 G el

a dit ta Es ELDÎanni
Ea Eld Ègren

On Ijf est un bjectie doc

Ey El r Tegra

Et Els EH car Etre 1 ÉE
Des det A Eee Elo Iqradettealas det Eag det I j _det 4 tlitaty tu

det IT Hi 4

det E det I D

Def Soit A E MLR Une matrice extraite de A et une
matrice obtenue en oubliant des lignes et des colocs

En particulier Ext IA i g ÊÛ
Le mineur i g de A Mg A det Ext IA i g

Thi Idéveloppent par rapport à la colonne g

I Vy det A E 4 taj MigIA
Developpent par rapport à la ligne i
Yi det A 4 ai Mig IA

Lence det jojo
dett



Preuve du lee Posons A 1ff
Commences par remarquer que
dette derfjjf derfe.EE tt5detfEf

aider f 1 aider a IFÉ
cnn.cn

diff
det A où t A1

Puis
det A E Ell I air
chais comme lenj O Vig 0 Tairai 0 V61 61m m

Des det A I
ÉE E Êaron

Eye Eld ÎÎ divin
Mais OE bn tg sit n peut être vue cou va permutatie de
1 n 14 avec la même signature Doc

det A Ça Eld Îairil detA

Des finales det jojo _dit A B

Revenons à présent au théorème

Preuve du theoreme Developpent du deterinet selon léguer au colonel

Convenons par remarquer que puisque det A detA

la 10 foule est équivalente à la deuxième

En effet
detA dette 1 CA Moil'A



E4 Aig det Ext A j il

E G toi det
t Et IA i g

E Hittai det Et IA i à
Ethittaigmig

Il suffit da de dérober la ferme cad le
développent par rapport aux lignes
Denetrons donc ce développent en ligne
det A E E K I aioi

E
jeg

Ell dira I le mot
É Egg

EN ai E amen

FÉ ais JE
Est ferai

É ap Di
Ici Di re fait intervenir que des due k i Par

conséquent Di det Ai où Ai est donnée par
Ai

j

En effet le calcul pécédel
applique à Ai donne

f001 o De i précisément

det Ai ÉAli BilalcotAi ni fait intervenir que les lignes
différents de i qui st les à pou

A et pou Ai Puisque Ail 1 si i y 0 rien on trouve

dit Ai Bilal
Alors detAi det au di

È To fiÉm an
I echages Li Lidet an a n

Ë
i



dit
LE à celui

ann

diff
t det ExtAli il lance précédent

Dit DigIA

on en conclut la foule recherchée
detA ay Ai Eag det A il Eai 1 Mj A D






