
 

Bases dimension

1 Parties geuratices parties libres

Def CLI Soit au K.eu FCE

x EE est une combinaison linéaire d'éléments de F si

x Epdf f où I ft tg 04 cte

S 4f de 04 est le support de la combinaison lineaire il
est due fin

x Estp f C'est une soufie
L'espace engendré par F est

LE 4 combinaisons linéaires deF4

3 Edg f Supp de finit
Pep CE est un seu de E

Prenne Si x y ELF L p E K

x E dé f sa c Supp dj
y Edf f Sy supIdf

Ln pye 41f pdf f

Es.us EEf.BG
On Snusy Ctx

Dec du By E F D

Df Soit E un er FCE On dit que
F est génératrice si 2F E

F est libre si V4 JE F3 à support fini
ÇaIf f e o bg off

F est une base si F est génératrice et libre



Exemples ei

È
Ell

La famille lei ed est une base

La famille 11 X X est une base de RSA

La faille Si 0

04,0 1ER bien base
de R

Dans FCRIRI fete de Rds RI les factions
71 ysé si l est libres

Dans F Zp Zp les file
11 x x __ ne st pas libres

E 11 x sel est il libre

Dans FIR RI les fonctions t e car est un faillelibre

Dans FCR C les fonctions thé ceci est un faille libre

Prop F est libre soi tout élément de 2F a une uniqueecriture comme CL de F V bg Ipj à support fi is

Êtes f Efs f e FIEF bg Mg

Prop Soit E un K_eu

Si FCF CE et F est libre F est libre

Si F CF CE et F est gatrice F estgatrice

Si F est une base et JEF FUJI n'est pasgatrice
Si F est une base et f F Fut f3 n'est pas libre_

Pen 1 Si 0 je Spf 4dg à mppert fini come FCF

les f EF Car F est libre sp off Dee Fert libre

2 Ide Un EE x CL If FEF par hypothèse on FCF

donc se CL kf4 f EF



3 Soit Fun base f EF Puisque F est libre

f CLH J'EFilfll
Des f Vert IRSN
Da FI 4ft n'est pas gatrice

4 Soit Ime base f EF Puisque F est gatrice

fa CLI4f J'EFE
Des f CL KI J'EFA O et c'est un Cl de Fuf
à coefficients on tous nuls puisque f F do le

coefficient devant f et exactement 11 Dec Fulfl
n'est pas libre D

Corollaire Une base est une partie génératrice minimale et une

L partir libre maximale

IL Tout k er admet une base
Preuve Commençons par le cas où on a une partiegatrice finie de
la dit que E est de din finie cf partie nivati_Dans ce cas

soit F une partie généatrier finie
Si F est libre c'est une base_

Sinon il existe un CL 4f fEFI à coeffts non tous nuls
qui vont 0

JE g f O dg 0 pour un certain f EF
Comme K est un cops tp inversible doc

f fait f
Soit alors n EE se CLI 4f f EF

CLL fo 4f JE fot
CLICLUS fefifol 4f JEFifo
CL 14f fEFIfol



Dac Fifa est encore génératrice

Si Fife est libre Fifa est un base

Sire on recommence l'étape 2 ci dessus 7f EF f tg
FRF0 f est génératrice

Le processus se termine nécessaire après un nombre fini
d'étages puisque F est finie

Dec 7f fi fa tg F 14f fi fil est une base

Lorsqu'il n'A pas de partie finie gatrice il faut
remplacer la finitude ds l'arguer précédent On utilise
alors le lemme de Zorn

Lence de Zorn Tout ensemble inductif admet un élément moral

Un ensemble inductif étét en ensemble patielletlandonné
ds lequel toute chance I sous ensemble totalet ordonné possède
un mayorat

Soit alors L 4 parties libres de E

L est partiellent ordonne par la relationd'inclusion

Si L CL est une chaire c'est à dire que KF F EL

FCF on F C F

Alors EEE est évident en nageant de L et cet

ensemble de E est libre En effet si

CL f JEF O

puisque J 0 F 4 FEE JF EL I JEF3 et qu'une
CL est toujours à support fini JE F EL tg la CL

ci dessus est en fait CL J J'EF u Fr O

Mais puisque L est une chaire quitte à reindécer ces parties

on a F C CE doc Fu Fr Fr Doc a fait à
Jn O CLIL J'EF CLIP J'CF
On En est libre doc Supp el f dac F libre Da FEL



L'ensemble L est doc inductif don admet un élément

maximal F Alors

F libre puisque FEL

F est gatrice car si ce n'était pas le cas Je C El
e Vert F dos Fules libre d'après le th

précédent Dai Fu lel EL et Fusel ZF da F

n'est pas maxale ds L
On en déduit finalet que F est une base B

Commentaire La notion de base est essentielle en dimensionfinie
et quasi inutile en dim infinie La preuve ci dessus doitdonc

être comprise surtout en dim finie

En fait les preuves précédentes montrent plus

Th de la base i coplète

De toute partie gatrice on peut extraire une base

Toute partie libre peut être complétée en une base

Free En dimension finie 1qd J partiegatrice finirGde E
on l'a déjà fait ci dessus

Soit F faille libre
ni Veet F G alors Veet F VeetG E

Des Igatrice don I base
Sinon J gele g VectF Alors Fulgh estencorelibre En effet si CL g F 0 7 dg bg presque
tous mes 9 ggg 2dg f 0

JEF
Si 1g 0 Eff o F libre 1 dg 0 ff Contradict
Des 6g 0 donc inversible 1dg ER corps



Dac g E
Igf dire q Evert

F Catradictie
Donc Fu bg libre
On peut recommencer Fulop gel finit par engendrer
puisque G generatrice au pire le G 0

En dimension infinie on refait la à preuve qui ci
dessus

laver le lemme de Zant en prenant

OL parties libres de E incluses ds G
L h parties libres de E qui contient F1 B

Rque Une certaine partie du travail sur les espacesvectoriels peut
être effectuée lorsque K n'est pas un corps mais un anneau
on parle de A modules _Mais ces thermes su lesbases
nécessitent l'inversion d'éléments de K dons ne seront pas
valables ds les A_modules

Corollaire Tout sous espace vectoriel de E admet un supplévetai
VFL E J GC E FOG E_

Preuve Puisque F est en eu il admet une base Bf Cette

faille est libre su k da libre de E D'apres le there

de la base incoplete il existe une barre Be de E qui
contient Bf Posons alors BE BF U BEBE et

G z Veet BEBES
Alors Fr6 Veet Pr VeetBelbel

Veet IBe u BIB VertBe E

Si si E fr6 K ELI 8 JE
Des 23ff 2dg gBF GEBEBe
On B IBABE De base donc libre da ff dye

Kg agoDes a a donc Fr6 205
Donc F06 E D

TD Espaces quotients preuve de à à partir de l'existencede bases



2 Dimension

Df Un Kev est de dim finie s'il existe en partiegematria
finie Sinon a dit qu'il est de dimension

IL Soit E u k eu de dim fi ie Alors

1 Il existe une base fete
2 Toutes les bases ont même cardinal
La dimenie de E est le cardinal d 1 base de E

Preuve 1 Soit E le e une partie gatrice finie
D'après le theoreme de la base incomplète version b il existe
une base extraits de 8 donc fi ie

2 Soient B le e B lé l'm deuxbases def
On va prouver que m I n

Core B base B'gatrice dou

ls elle eh et elle hefty ist
ez CL le's ellI clés en

Jeu
elles left is Puisque le e est libre

toutes les CL contient des ej
En elles left il a été Clever Lefty ii ie

elle er heflyis.int Puisque la et libre
tte les CL doivent

en CL le er left gl
avoir des ép

Mais si men comme on enlève un left à chaque
étape on finira par en CL levez __ em possible
Dac msn Done B I B bonne ceci est vrai

pour tout couple de bases B B on a aussi

BD B donc B B B



Thm Si FCE dim FE dim E Si dimF directe
alors F E

Pour FCE on note codinF dim E di F30

Si FOG E di F di G dime cad deG code
Preuve C'est le therme de la base i coplete une base Be de

F peut être coplétée en une base Be de E da
dir F BF E Be dime

Si FOG E Bf Bo des bases de F et G on a evident

Brupo gatriceEt si Essf t Engg o EI Etg
Doe Edyf Engg a Des bg pg ouf g doc
Brule libreDar de E PeuBe BF Be def de D

Thr dim F 6 din F din G

Preuve Soit Be base de F
Bo base de 6

Définissons B BG f10 fEBrbullo g geBo C F 6

Alors BOBO Bet Be
a Bf Ps et generatrice car Fx y Efx G

x Ès f y Épongez

4g a d 10 y

Edg fro Englo
BF Bo est libre Si

5dg f d Eng10,91 0 0

Edgf d 10Etgg

Edf Inggl
Dec Edf o et Eng g
Puisque Bret Post libres dg ojgkf.gg
Dac Bro Bo libre D



3 Applications linéaires

The Soit E F deux K en et ELLE F

1 a Si ECE est une partie libre et d injective alas
Fed El est libre ds F

b Si d envoie toute faille libre sur une faille libre
des injective

2 a Si ECE est gatrice et d surjectivealors
F a E est gatrice

le Si envoie un partie gatrice sur une partie
gatrice alors est njective

3 a Si est un iscaphire et Be base de E alors

d'Pet base de F
C Si envoie une base de Esnue bars de F
c'est en Reaphire_

Preuve Tout est à peu près évident

1 a Soit ELIE FI injective et 5 CE libre

Si 5 de del 0 alors Ide e o
et EEE

Puisque est injective ceci implique tee 0
Dar de 0 te_Des dis libre

1 b si d envoie toute faille like n une faille libre
Ux O tel est libre dos 310414 like doc
QQ 0 Des Red lol da d injective

2 a Soit Ç CE gatrice Puisque d supechue Ay Ef
AXEE QQ y On 5 gatrie dos

x E de e da da E de des
ees

Des Vy Jde presque tte nulle tg y Egde lle
Des d E gatrice

e Si Ind J G partie gatrice puisque Inde G

Ind s Veet GEG puisque ce dernier est le petit seu
qui catin G



Donn f mjective

3 a Si iserplure injective et sujectiel B baselibre et gatrici d'après La et 2b d Pl estlibre et gatrice donc une base

f Si envois une base de E BE su
une base de F Bf

Par 24 d surjective Il suffit donc de Rad est
injective cod que Ken d lol_

Si 617 0 on sait se Idee dit presquemlle
etre

Des O da de tte gÉ gifet BE
On Be est une lave doc Jpeg 0 Kf donc de coteDe a 0

Das Ken d 0 doc d injective B

Corollaire Si dE LE F est un isomorphisme dime din F

Si d ELLE FI injective dir E E dim F

Si ELIE f Supechue dim Es dimF

Preuve Si ELIE FI injective Soit BE base de E d'Bel libre
Dan si dir E ta Be t F adret une partie

libre de cardinal infini qu'on peut copleteren base Ida de Cardinal infinil dadim F et dos dir Es dm F

Si dim EL BE dime d Be libre doc
peut être copletée en une base Be de F Dac

BED BE Des dim Fs dim E

Si ELLE F sujective Soit Be bone dit dIBelgatrice
Si du F te alas ACRE a des Be to done

de Ez di F

Si di_Fete On peut extraire de Pe une base da

dinFE DIRE Br demE

Si ELLE FI bijective on a due di Fede E EdF

Des dim E din F B



Def Soit d ELLE F Le rang de l est

rg dim Ind

Theoreme du sang Soit En Keu de din finie Freu

K DELIE F rgd di Kel dime
Plus précisément pour tout supplémentaire 6 de kend Cad
IG C E tg G ke d E

On a 0f76 G Ind est un isomorphie
Preuve Soit En Keu de dire finie F Keu et d EL R F

D'après les thermes précédents en dim finie suffise
GLE tg 6 Kend E Posons 4 f16 Alors

o Ken D Job En effet si Ix 0 C 0 avec x EG

Dai seeker dr G 404 par hypothèse

Des Kerll

Int Ind En effet ImNCImd puisqu 4 dis
De plus si y EInd J xEE d y
Deeeposons alors x ses x avec si Eke f

Hg EG

On a dae da y Koltolkledko Pla
Dare y E Int donc Int Ind

Finalement dj G Imf est injective et empechedoc
un isomorphie Donc f16 envoie base de 6 su base de Inf
Dan Bo Band Dee din C dim Inf orgd
Finale puisque Ken G E on a

dim E dimked dime di had trg G D

Corollaire Si F G E din F din G dir f G din Fr6
Preuve exercice Soit F G E

fi gi f g
Alors



Im d F 6 par définition

Rend Fr6 Si 1f g Eked on a f 9
Dec f g donc f Efr G
De plus kend Fr6 est un isomorphine

f gl ns f
d'inverse ferrets f f

D'après le theorem du rang on a donc

dimRend orgd diff G dimftdinG
H

din Fr6 dim F 6 D

Corollaires du thermedu_ang Soit u ELIE F dime di F a

Si dinE dimF u injective u surjectue

Exercices

RIM 4 x x base
Degrés échelonnés
Polynaes de Lagrangedin RCB te
Operateur de dérivation ex de suppléretaies h du ng
Operateurs d évaluations
Splines cubiques

Bases drapeaux le _e faille libre le estdue estdse ta
a libre

failles de fete libres ét JER voire de e


