
 

Espaces vectoriels

Rappel Un corps 1K est un ensemble muni de deux lois
internes telles que
Kit est un groupe commutatif

70 x O n fa
Va J x tg a C H O on notealors

x y atty
xty ytx
ntyttz

ntlytzl.LK10 est un groupe commutatif ici la commutativité
n'estpastp requise711 a 1 x Un nous ds notre cours si

fr Un tg n I I

n g y_se
kg z n ly.gl

Compatibilité des deux lois

a O O tre
Wtf z aztyz

Exples decorps Q R E

Kpe premier à voir éventuelle plus
tard_

QUI
wikis HÉ



I_ Espaces vectoriels

Def Soit 1K en corps Un ensemble E est un IK.eu si il est
mm D'une loi interne pourlequel LE groupe commutatif

de loi externe ÇE Ça
Pour lesquelles on a les compatibilités suivantes

d Etg bâtdy La d Ô ô d à Jâ

Htm à têtue O E Jt
Six â

Hé d Inât
K est appelé le corps de base de l'en E ou corps des
scolaires

Exemples

k est en Kev

Rd_ nier are âge dû

Ijxdtyd
FILM R R 4f leB R R.eu

avec f tg a f4 g
1 f tel Jfk

galet si ensemble quelconque

K 4 f X K est un Kev avec les lois

f 9 la flat glx
4 f x Ifk

L'ensemble des suites à valeurs ds K

K no a Un MIEK

est un k er C'est un cas particulier du cas précédent
avec X N

Ex le cas est un cas particulier de cas
avec Xz ensemble fini à d éléments



Kf 3 ou en polynoesnk avec bonne sur le
degré ou sans

Un exemple géométrique À l'espace affine des points de
Coordoées In xd E Rd ou Kd

addition des points n'a aucun sens EH
Mais A et l'ensable des vecteurs
de translation

P lui nô 9 at xd

PT el n

É a

a a s

Alors P PT Q

Vérificat Rdj Rd du

Prop Si F G sont des K en Fx G muni des opérations

Cag là y't fait x yt y
dire y An by

est un espace vectoriel

Rques C'est un expl fondamental lesRh à dessus sont de cetype
Preuve Le fait que F 6,4 est un groupe commutatif a

dû être vu au premier semestre_

la yltlxiy.tl d futé yty

D Inti Ilyty 1pardef de F 6 Il
dette by by car F G et

Areby Itn by pardef deFx6,4
d In g t dla y't par deft

Ht n y Atif Atulgl pa def de f 6

Hftrf bgtpgl cor F G e

Idf dglthfugl
d If g µ 1f g



1.1f g 11 f 1 g f g

diff gl 61MfMgt G ff1 S IngleHmf Ingleby Ifgl D

Combinaisons linéaires Soit En K en X He EE Une

combinaison linéaire des xi est un élément

x Édixi dick

Si on se fiche des di on peutecrire se Chlxilia e

À Une Cl est TOUJOURS une somme finie



II_ Applications linéaires

Def Morphine d'espaces vectoriels E F desKespacervectoriels

0 E t et ft 1 est un morphine d'eu si

fr y dlxtyldkltflyl.USx 0114 144
et aussi appelée application linéaire entre E et F

On note LIE F l'ensemble de ces applications linéaires

On note LIEÉLIE Et l'ensemble des endomorphismes de E

Roques a D à 1.414 041 Des f morphine
du groupe it vers ff4

les deux pts rt equivalito à FIN EK Un y EE

dlaxtryl Identify
LIE F n'a de sens que si E et F et des

espaces vectoriels sur le à corps de baseK

Prop Soit ME LIE F et x CLCHilix.ie Alors

u x CLChalxil4

Et û x Edi ai uh Edin ki

Def On dit que 0 ELIE FI isomorphine si d bijective
On

GLIE L HELE El I d isomorphisme

Prop Si ELIE FI est un isomorphisme d ELIF E

Ire On doit na d est linéaire

f111 Jda donc d daa _d ddk dre

EE d Jdk bre

Corn d supective Hy July d En appliquant l'égalité
précédente

que y d d y

dcxtxt dfltdlxinsxtxtdldlktdkllfx.x.EE



Si alus y j'Ef x y x d g
d y y't xd x d'lylt d y't D

Théorème ELLE FI injective si Ken d f 404 404

Preuve come f6 O evident

Rep si rend 0 dkl dlyt dlx g O tx y O x

y.DEE F des K en

LIE F est un K en

LIE LIE Et est une K algèbre c'est un k er mai
d'une loi de multiplication en plus
LEI T d où nov est la coporitie
On a alors Huturlow d now throwwol du tnt d wou wou

D nov vou_

ELLE est un groupe pour la loi de coposition
À GLH n'est pas un en

Def Conjugaison équivalent Soient E F des k er u v ELLE F

On dit que u et st équivalentes si Je EGLIE tgYE GL H
u t ov.ie

Si E F on dit que u et v sont semblable si 3 CEGLE

ce 4 o v04

On représente E I F

YI JU i v You oh

E F

Cela signifie que quitte à changer de point de vue à la source
et à l'arrivée par un isonophise de la structure les AL
u et v st les mêmes Pour la relate de conjugaison on
ne s'autorise qu'à regarder aves des lunettes différente mais
on ne chage pas de lunettes au départ et à l'arrivée



Exemples D KID KIM
P a t N'A D'IM as Zandt nan X

o Xa KI K

GYM
ses

E Kl Kl

T KIN KIN
Cuqui patte lui.ve Um 1

Ex D KID KID et D K K

E I
sont armées

d RCD R

et RELIE
E resa

tequivaltes
Mais det F R R

E
ne

sont aussi équivalentes



Il Sous_espaces vectoriels

Def Soit E en K er Un sans espace vectoriel F de E est
une partie FCE telle que

n y Ef set y Ef

Unef Jfk jeff
VANEK x y EF

dxtryEF
On notera F2

Evidmet un sous en d 1K en est un K_eu

Exemples CIGAR C H 4f IgD R

RI 4k a 1 am oh C RN

ai de EIR_ on KI

at une suite a t a u 4 L RN

Prop Soit En Kev FCE Veet F hCLIlflgef4Alors Veet FCE
Eure Si x y EvedF dµEK a Eeif I fini y Ebifibits
Pour IETII en pose ai 0 ICIJ bi 0 Iut fini et
dutny d'EaifituEpifi Éfaitmbilfi CLI fil EvedF D

Prop Soient E F des K.eu u ELIE F

Kern n a x EE a lu 04 CE

Ince u E 4 uld REE 4 C F

Preuve exercice

Def Si f GCE on note F 6 4 f g fEfgE4Prop.SoietFGLE Alors

fr6 et F 6 sont des seu de E

F 6 VeetfuG
Exercice I3 FuG n'est un seu de E que si FCG ou GCF

auquel cas FuG G ou F 1

Preuve de la prop Exercice



En fait plus galt F LE LEA

Lefa I sent en t en sesEfa se_Efa_ Li LE A

Iles sommes finies d'éléments des dins Fa

Prop F CE LEA EE et 2Ex et des ser de E De

plus Lefa Veet Lfa
Preuve Si x y Ezfa alors V2 n y Efa doc d try Efx

Dee Intry En Fa doc 1fr CE

Si x y Etzafa n Ça xx la presquetous nuls

y Ça Ya 2yd presque tous nuls
Dec duty E dextrya Ça za avec

za dextrya 0 seult si ses ou ya 0 donc
nbre fini de tels x donc
13 4presque tous nuls

Jo Efa la Fac E

De du thy Etzfa donc IF CE

Finalt comme ff2 C EF et fa LE

Vectlauf C Efa
De plus Ef 4 E fr LEA Ifal presque tous nuls

c 4cL f f EUR4 Vert III
doncVectlyfa Ief D

Def Soit Eun eu et FG E On ditque
F est en sonne direct avec G si Fr6 404 On not alors

F 6 FOG

F G sont supplémentaires ni FOG E



Ex e en en f ER Veet le e Vecteze R
Vecte Veste Veet e et FR3

Soient E F des Kev E Ex304 C EF
F 201KF CE F

et Ex 101 404nF Ex f

Si u x dux Kse alors u d Id dilatatiel

Projections symétries

Si E F est un AL bijective est linéaire

Exces R est 1 Peu
0fr corps
QUE corps
0fr eu au Q
Qs Qr
K Le 11f g

isomorphisme


