
 
Calcul matriciel

I Applications linéaires de R dans R matrices

Soit u EL R IR Rappelons que R et Rm ont des bases
canoniques dt les vecteurs sont notés ci

le et de R a n entrées alors que le ei de Menem

Alors on peut ecrire ulet __ alerte
J

Le tableau de robes

g
am est la matrice de

l'application linéaire u C'est Éâbleau de type nm

On la note Math

Prop Pour se on a

un Matlix an aim

Ije
avait amen

in am an iest amuse

Ève nte n EExie.it Éxinleil par linéarité
ÉriÉogie
É Égisei g
MatchX D

De façon condensée uk Et Gi xilai n ÊTaigaglia n

Def On définit Mmm Kl l'ensemble desmatrices de type nm
I n lignes m colonnel_ Alas u ELLIE R Matin E Mmm K
Si AE Mmm K en note Ai ou souvent ai ses entrées

Si m m on raccourcit en Ma K End K I Mn K

Si m m on note Gln K Aut K h needle inversibles



Prop Pour A BE MamLK et AEK on définit

L da da
7 anJamean air

bin _ban
tb a b

Ém _an
b bon

a bm amntbmm

Alors

_Matldutud

amattituretld
Preuve exercice

Remarque on ne peutajouter que desmatrices de m'type
Prop Pour AE Mun K et BE Mmp K on définit
A
Bif

__ bre

bn _Ép

II
t

Qiibytairbyt aimbmy

an but ammbmi an bip ammbup

Éairbag E Mmp K

Alors si u EL R RY et ELITE R on a

Mat un Matth Mat a

Preuve Soit se_

Ç
ERP On pose Matful A Matth B

et Mat u u C

world n vial eu Ébjef i n fi
E ai greffon
FÉ TÉ airbag g c i

É I É airbus g c i TÉ ci g e i

On en conclut que Cij É air Cy D



Un autre opération algébrique sur les matrices dont la significat

geometrique devientclaire lorsqu'onparle de dualité la transposition

Def transposition Si AEMun K TA EMm K et défie par
A y Agi

Prop Si AEMan KI B CMnp K AB BTA
Preuve TB A i B intA y

E Bui Asm
E AguBui AB ai TCAR p D

Finalement si u EGL_ K A Mat u on note A Mat lu
La matrice A est donc caractérisée par

AX Y A A Y X

ED si on pose A à o

fa
ait toi en y

y
a aimait ai yn

ami a t amuser yn
km

ah y a t ahryn
Donc trouver les ai revient à résoudre un système
linéaire de n equal à n inconnues

Il s'agit d'une procédure conteuse cout à calculer ci demand

Prop Calcul par blo

Ei tt
pourvu que les dimensions des blocs permettent lecalcul

Preuve Exercice



II Systemes linéaires

Rappelons qu'un système linéaire à n equate m incarnes
s'écrit

on a t arm Km Y
EIA g Laisser

tannsen y
où les laid sont des coeffts fixés des parentes

les filait des données levetuellet le pb ne posera pouplusieurs jeux de données

les f je _m rt les inconnues

Alors en posant A air ii n a.in II J
ce système d'équation se réécrit

AX Y où AELLIR R X ER YER

Autrement dit

Pep x solutionde E E AX Y ET XE t 4g

1 Résultats théoriques

Avec ce que l'on sait déjà su les applications linéaires thedu
rang en particulier on obtient déjà le resultat théorique suivent
The Si xo solutie de Ely alors l'ensemble des solut est

l'espace affine not herA
L'ensemble des y ER pour lesquels existe au moins une solution
à Elyl est de dimension de m Et l'ensemble des soluties
à y fixé ds cet espace est un espace affin de diversion
m d En particulier

si nom l'ensemble de ces y est de dimension 2m
et cet ensemble est de dimension m k si l'enable
des solutions à Etat est de dimension k

si non si Ely a des solutions l'ensemble
des solutions a dimension m d m m o

Si m m Ely a une solution f y si cette
solution est unique y



Preuve Ely admet des solutions sisi Je An y
donc 4g Eyt admet du salut IntaIIde R donton
note la dimension d

De plus si xo est solution de Ely c est solute deElylsoi se_ses solut de Eld

KE n no Ekert
x Ho KenA_

Par défit la dimension d 1 espaceoffre est celle de son espace
tangent ici Kent

D'apres le theoreme du rang din In A dinker A m
Dec dimker A m d et dem

Alors si non d dim In A Eman et si d m k
alas din Ken A k

o Si n cm comme In ACR d dim In A En donc

dim KenA m d n d 70 duc de Ket so

Si m m on a déjà vu que le th de rang notre que
l'injectivité équivaut à la surjectivité B



2 Pivot de Gauss decoperitier LU décoposition PLU

On s'intéresse à present à la resolutie pratique du systéme EIA y
Un cas particulièreet ple est celui des matrices triangulaires

Algarithe Isi A triangulaire superieure à diagonale non ville

A au dir Qin Ely n'a de solut que pour Yu Yeo
et resolute Amn Un Yu sen

pa Ç amm mi ya _an.mx a

A

J
ai aim Ely e des solut v y

On fixe sent Km 9cg Pail

mn Ann amnsen Yu É aniki sen
e

Rquons que cette classe de matrice est stable parmultiplication

Th Un produit de matrices triangulaires supérieures ou inf
est triangulaire superieure ou inferiene
Preuve exercice AC Mn_ R BE Mmp R triang superieures
Signifie doc Aig 0 pour i j

Bip O isy
Alas AB E air by
Donc si i y Soit ke i alus dir o

Soit k Di alors k i y donc by O

Dee A j O D

De l'algorithme de résolution ci dessus on tire aussi

Th Si nom une matrice triangulaire superieure à diagonale
non nulle est inversible d'inverse triangulaire superieure

amen

j lié D
Preuve On a vu que

annsen Jn En où'm y
anim i sen i yn.it Clan eyn.it CLIM donc se_ ai.im Ynitelly

sentani ya t cel yi ish



De te Ï D

Pb quelle est la traduction matricielle de l'algorithe de pivot
de Gauss

Lemme Soit AE Mmm IRI dénotée A G Cm I
Les Ci est des vecteurs colonnes de taille n les Li des
vecteur lignes de taille m

Pour its définissons Tyll id tej KÉ fiAlors A Tip G
Gg
toi Cm

Tip A Étty i
I Ln

Preuve Rappelons que la k ie colonne d'une matrice A est
le vecteur A en

Dae Tyler en tt k y
a Tig y G tei

Par conséquent tk j ATiger Aer donc la k colonne de
Ariz est la à que la k colonne dek Ca

Atze Algtteil Ae t Aei Dec la j'colore
de ATij est G Ci

Dee ATi G G toi Cm

i
Puis Tj A TA Tig TATi th th toi

tu Littty In

Etty
à

D

Exercice _Calculmatriciel direct Calcul de T.pt direct



Rappel de la methode du pivot

Cas uple an puis air puis sont non nuls et servent
de pivot cas generique

au sent t aimsen Y

Qr ses 7 t a nan Yu
Si au pivot La Le là 4 La ff4

o Ye Ye II y ya ya II y
En termes matriciels T Tata A Tn Tai Y Tis f là
On obtient alors un mystere a a t ai sen yo air sent tainan y

y
a.int tain en y

On utilise ai ce pivot
ls Ête Ly la aile

En teascatriciels dire Tr T Tr Tu A Tu Tart TaiA

TmntTu.imImam s A

Remarquons alors que les Tig pligés vérifient i j docsont toutes triangulaires infeieures Le produit des Tip
upliquées est donc une matrice triangulaire inferieure
notés L I Lower triangular

L'A L'Y_

De plus ne fois le processus effectué
L'A associée au ryster

faim
tainan z

airait tainan yéDes LA est triangulaire superieure
On appelle alors U L'A luppervriegulent

Corollaire Si A est une matrice parlaquelle la suite des
pivots an air dis ami est tous non nuls alors
A LU où L est triangulaire inferieur avec 1 su diag

U marin avec

éléments diagonaux non nuls



Pee L'A O dos A L U

ÉÉ trienglaireinférieurearee diagi s

Remarques D'un point de vue algorithmique on n'a pas besoin

d'inverse L seulet U

AX Y LAX LY A UX LY A X U LY D

Le cas où ces pavots sont non nuls A est necessaire
de rang maxim ni l on dit qu'elle et de ng max

Cas où A est de sang maximal max n m

Dans ce cas on va devoir faire intervenir un nouveau type
de matrices appelées de permutations

Def Soit JE Su me permutate à n éléments On défit
as ELIRTRY par uoleil exil étendue pa linéarité

Pr EM_ R par Pae Mat us Sirin où

Sest le nybole deKnocker Ij Q i If
Exercice Mq Pallud lotion

Lune Si AE Man R Pr EMIR alors

et

ÎÎ
Si AE Man R G C Ps EMIR alors

Apr com Com

Peu S n ELLIR R I E AEMm_ R

Atr Mat nous nourri nous tell
la term le terril
Com Crm D



Revenons à notre syster d'équations
On ne suppose plus que les pivots sont an aïe
Dans ce cas l'algorithme fetier de la maniere suivante

a ses Qin an Y
L'amant

tannsen y
ni auto an et le pivot
su au 0 si ti tg air 0 a echange les lignes teti
D'apres le lemme ci dessus ceci revint à multiplier A àdroite par la matrice de permutale associée à la transpritie
1 r i Piz Peut

Ensuite A n est le pivot

soit Vi ais 0 Dans ce cas on cherche les pivots
devant les ser I done on passe directe à l'étape
suivante

Autrement dit la gestion du pivot associé à un
soit s'écrit 4Pa

4
aimant ÈÏ

m Y

soit t ont

F
Puis a passe au pivot associé à un ce qui se faitcome précédent

Après avoir répété l'opération tant qu'on peut lafaire on obtient

LE URL P A U upper trianglar cette fois avec
certes éléret diagonaux pouvalêtre nuls

Il reste à remarquer que Peli 4Pa Ceci est dû au

fait que Pr permute les lignes 2 et k avec le 2
alors que La trsfaes les lignes 22 ln er

Li di ls
Le faire ds un ordre ou l'autre revient evidt au
mère De

y PLLPat Lali Pfft
Finale on obtient des LPA U doe A P L'U
On P Poe donc P est une matrice de pemutate



Corollaire décoposition PLU toute matrice A E Ma_ R

admet un décoposition A PLU avec

U E Mmm R triangulaire superieure
L E 6hm R triangulaire inférieure avec des nn

la diagonale
P E GULD est une matrice de permutale

Remarque Encore une fois il n'est pas utile de calculer LP

l'algorithme fournit l et P et ce sont eux qui sont
importants en pratique

TD Sur machine programatie de la méthode Lu et PLU



II Trace déterminant

Pour une matrice A EMIR on va défrin
a un déterminant qui est exactement le determinet de
l'endorphine ne E d IRI associé

Une trace le nom des terres diagonaux

1 Trace

Def Soit AEMF

Tr A É dii

Prop Tr Mr K K est linéaire

Preuve évident

Lene Tr ABI AIBA A.BEDm KI
Tr AI Tr IA

Preuve Tr IAB ÎE AB ii
É É aikbri

EIET aimbui commutativité

É É ni bin chatd'indice iel

É É bikaki Tr BA D

Corollaire Tr PAP Tr A

Preuve Tr PAPY Tr PA P Tr P PAI Tr P'PA TrAD

Exercice Si C D KI K est linéaire et vérifie
4 IP AP CLAI Y A EM_ KI PEGLIKI

Alors 3 LEK tg 4 2h


