
 

2 Signature d'une permutation

Def Sln 46 II m 41 on bijectives

On appelle les éléments de 91 des permutations_

ISK et est un groupe de cardinal n

Pour 6 ESH on défit Suppl 3 il r il i

on note 8 611,542 54
Une transposition est une permutation de type échange
de deux éléments Elle recrit EI I
Un cycle est une permutation du type iz ie iz iz in is
On la note is id
k est la longueur du cycle
Une transposition ent da un cycle de longueur 2

Lemme 8 Sappo Supp o

Suppl Supp8

Si supp 6 n Supp62 0 alors 81052 8208s

Preuve o Si à ESupf 6 il i Comme 8 est une bipection
8 est injective donc 618111 slit sine Gli aurait
deux antécédents différents i et Tli
Des Gil ESupplot
Des 8 Syed C Supp8
Mais 8 injective Supp 8 est fini de 6 Supp a Supp8

Si i ESupp 8 oli ti On s'lotit i das 6 il ESupp6

et 6 Support Suppé dacier KillESypr
Done Supp 8 CSuper Mais f 1 6 Des Spo C Supp 6

Si Supporn Supp a d Soit il 1 n

Soit ie Supp6s Alors 6,1 E Supp8s et li.fi 3nSupad
Donc Morali ati 620fr i

Si ie Supp62 c'est pareil
Si i Supp8 u supp62 Forli bli i coati

Finales 8 oh 62 ok B



Theoreme Toute permutation se décompose en

Produits de cycles à supports disjoints

Produits de transpositions à support non disjoint

Preuve

Exemple Ff1 3 Y g On a 1 3 5 6 1
2 14 2

Dec 6 1 3 56 2 4

Preuve On raisonne par récurrence sur le Cardinal du support de 8

Hj V6 ESG JE Te cycles à suppetsdisjoint inclus ds Supp8
tg 8 Ti o o Te

Si Supp 8 0 alors 8 id Oki H vraie

Sire Soit i ESupp8 is I V2 8 iz_

Comme 11 4 est fini il existe k tn tel que
in 5 his init On prend k le premier comme ça kf1

puisque 6 list is

Cou 8 est injective on doit avoir 81in is

E effet sinon 81in i aurait 2 antécédents Inet if
Dac is I is is in bis
Soit alors Ç Is in cycle de longueur 172

On a Té r is T ie is Dec

Supp E 6 n his int
De plus si i Supp6 i Supplicon SuppliéSi inteSupp

Des 6J_8 Ii 6 i i

Dec finalement Supp E r C Supp8 hi int Supp 61Suppl

Dec Suppl or C Suppl

Par hypothèse de récurrence E 8 6 Je où bi sont
des cycles à nppats disjoints inclus dans Supp E 8

Puisque SuppÇ 5 CSupp 61 Supp8 SuppTon Suppbi d
Doc 8 Ç F be où Sy Ii rt dispaits inclus dsSuppFD



Il suffit à present de montrer que tout cycle est un produit de
transpositions On le démontre pa récurrence sur la longueur
du cycle Soit 8 un cycle

Si l'G 2 8 est ma transposition
Si l lol 2 6 is is is in

Alas Supp is il 8 C lis ink

o lis id o 8 lis lis id iz iz
I is il a 81in lis id is

iz.kz1 k lisidorlid lisilligIfiIyDecLirido6
LÉTÉ ch

Par hypothèse de recurrence tir id s C Ce bi trspositit

Doc te lis id T o Te produit de transpositions B

Def Signature d'une jumutale Soit JE SID On définit sa signature

ton Eid I É IIs FI
E Eli de ça 1 ELI 2B 1

Remarquons que OÜI TIJI Donc la condition ie

n'est pas très pertinente Introduisons alors

Pilm 44 i tt i tell 4 état
Ce sont les parties à 2 éléments différents de 11 v4

Alors si li.tt E Plin on pert défini IIII puisque cette

valeur ne dépend pas de si on met iou j en prie
o Remarquons aussi que ki j ico 4 PE n

On obtient donc la formule alternative suivante

EH Jean III



Theoreme E est un morphine de groupe de SH vers 41,1 x

Preuve Montrons d'abord que E ISH t R morphine

j i
T 66h1 816411 T CH ellElrob hija

T
Peu g eu PIN t i

ECT I 81841 5161in
ListePitt 61g Cli

Puisque Cet en bijection 60 Pin Pill
hip 261 Tal

est une bijection f d'inverse18 1h1 T 194

Alors EIN LÉ ED

Épis
osez

III
Ile Peu 815411 8161Mt

EH EH

Finalent E 16081 Elo EIT

ECidl 1 evident

E à valeurs ds R car si jai 641 di injection

Doc E M J R morphine de groupe
Finale on a vu que si Cest un tromporitie Elle 1 Et que
V8 J 6 Ce des transpositions tellesque 8 fi Je_

Dec Et E IT obe TE Ci ll
Des E Sh 11,13 morphine de groupe D

Corollaire La decopositie de 8 n'est pasunique mais la paritédu nbre de transpositions dans ces décoposition est fixe
Prete Si T o o Ce Cho T'é On a

E
l E C a obel E Cho olé 1 l

Dec l l 127 B

Exercices Decoposite x de cycles algorithique
EspositoI calcul de la signature



Calcul de 112112311341 Ii 1 il


